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Um autovalor da matriz de adjacéncia de um grafo é dito principal quando
possui um autovetor que nao é ortogonal ao vetor com todas as coordenadas iguais
a 1. Cardoso et al. propuseram trés questoes relacionadas a tais autovalores
no artigo “Spectral upper bounds on the size of k-regular induced subgraphs”
(Electron. Notes Discrete Math, v. 32, pp. 3-10, 2009). A primeira questao
trata da existéncia de grafos conexos cujos complementos possuem um autovalor
principal distinto do indice e maior que —1 — A, onde A, € 0 menor autovalor
do grafo. A segunda é relativa a caracterizacao de grafos cujos complementos
possuem —1 — A, como um autovalor principal. A terceira questao, se refere
a grafos conexos em que o menor autovalor é nao principal. Nesta tese, nos
propusemos a investigar tais questoes. Identificamos que a primeira ja havia
sido resolvida e respondemos as duas outras para grafos bipartidos. Motivados
por esta investigacao, determinamos os autovalores principais de alguns tipos de
grafos bipartidos tais como caminhos, arvores de diametro 3 e arvores completas
quase-regulares. Finalmente, determinamos o ntimero de autovalores principais para

determinados grafos.
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MAIN EIGENVALUES OF GRAPHS
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An eigenvalue of the adjacency matrix of a graph is said to be main when it has
an eigenvector that is not orthogonal to the vector whose coordinates are equal to
1. Cardoso et al. proposed three questions related to such eigenvalues in “Spectral
upper bounds on the size of k-regular induced subgraphs ” (Electron. Notes Discrete
Math, v. 32, pp. 3-10, 2009). The first one deals with the existence of connected
graphs whose complements have at least a main eigenvalue, different from the index,
and greater than —1 — A.;n, where A, is the least eigenvalue of the graph. The
second relates to the characterization of graphs whose complements have —1 — A,
as main eigenvalue. The third question refers to connected graphs in which the least
eigenvalue is non-main. In this thesis, we set out to investigate these issues. We
find that the first had been previously resolved and manage to solve the other two
questions related to bipartite graphs. Motivated by this investigation, we determine
the main eigenvalues of some types of bipartite graphs such as paths, trees with
diameter 3 and complete quasi-regular trees. Finally, we determine the number of

main eigenvalues for certain graphs.
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Capitulo 1
Introducao

Um autovalor da matriz de adjacéncia de um grafo é dito principal se o vetor
com todas as coordenadas iguais a 1 nao é ortogonal ao autoespaco associado a ele.
Em 1970, CVETKOVIC [1] apresenta o conceito de autovalores principais de um
grafo e, no ano seguinte, em [2], relaciona os autovalores principais diretamente com
a quantidade de cadeias em um grafo e caracteriza os grafos regulares como aqueles
que tém exatamente um autovalor principal. Isso mostra a importante relacao entre
propriedades espectrais e as estruturas de grafos. Mais tarde, em [3], o mesmo autor
levanta a questdao de determinar os grafos com exatamente k (k > 2) autovalores
principais.

Em 2002, surge um dos principais trabalhos relativos a autovalores principais:
HAGOS [4] mostra que o ntimero de autovalores principais de um grafo coincide
com o posto da matriz cadeia do grafo e caracteriza os grafos com exatamente dois
autovalores principais. Utilizando tal caracterizacao, os seguintes autores determi-
naram os grafos com exatamente dois autovalores principais em classes especificas:
HOU e ZHOU [5] em arvores; HOU e TTIAN [6], em grafos uniciclicos; HU et al. [7]
e HOU et al. [8], em grafos biciclicos; HOU et al. [§] e FAN e LUO [9], em grafos
triciclicos.

Em 2009, CARDOSO e PINHEIRO [10] investigaram relagoes entre os autovalo-
res principais de um grafo e o espectro do seu complementar, buscando estimativas
para o tamanho maximo de subgrafos induzidos regulares. No referido artigo, os au-
tores propoem trés questoes. A primeira, trata da existéncia de grafos conexos cujo
complementar possui um autovalor principal que seja maior do que —1 — A\, e dis-
tinto do indice, onde A, indica o menor autovalor da matriz de adjacéncia do grafo.
A segunda levanta a possibilidade de caracterizar os grafos cujos complementares
possuem —1 — A, como um autovalor principal. Finalmente, a terceira questao
trata da caracterizacao de grafos conexos em que o menor autovalor é nao princi-

pal. Nesta tese, nos propusemos a tentar responder tais questoes e contribuimos



com novos resultados sobre o nimero de autovalores principais em certas familias
de grafos.

A tese se desenvolve da seguinte forma: no Capitulo Pl sdo introduzidos concei-
tos e resultados da Teoria de Grafos, Teoria de Matrizes e da Teoria Espectral de
Grafos necessarios a compreensao do texto. O Capitulo B é dedicado a uma revisao
bibliografica sobre autovalores principais de um grafo. No Capitulo 4] sdo apresen-
tados resultados da literatura que respondem a questao da caracterizacao de grafos
com dois autovalores principais. No Capitulo [il aparecem as nossas primeiras contri-
buigoes na tentativa de responder as questoes propostas em [10]. Identificamos que
a primeira questao decorre diretamente das Desigualdades de Weyl como visto em
[11]. Os resultados subsequentes foram obtidos na tentativa de responder a segunda
e a terceira questoes, o que foi feito no contexto dos grafos bipartidos.

No Capitulo [6] utilizamos a relagao entre os autovalores principais e as parti¢oes
equilibradas de um grafo para construir uma familia de grafos com exatamente trés
autovalores principais. Na sequéncia apresentamos uma condi¢ao necessaria e su-
ficiente para que grafos com particoes equilibradas com trés células possuam dois
autovalores principais. No Capitulo [l explicitamos os autovalores principais dos
caminhos. Apresentamos também alguns resultados sobre as drvores de Bethe gene-
ralizadas e uma conjectura para o caso em que tais arvores possuem um numero par
de niveis. Concluimos o capitulo, aplicando os resultados obtidos para determinar
a quantidade de autovalores principais das arvores completas quase-regulares defi-
nidas por CVETKOVIC e DAVIDOVIC [12]. No dltimo capitulo, expomos nossas

consideracoes finais e nossas propostas para a continuagao desta pesquisa.



Capitulo 2
Resultados basicos

Conceitos e resultados basicos da Teoria dos Grafos, da Teoria de Matrizes e da
Teoria Espectral de Grafos sao apresentados neste capitulo no intuito de tornar o

texto autocontido, facilitando a compreensao do leitor.

2.1 Teoria de grafos

As nocoes basicas da Teoria dos Grafos, aqui apresentadas, podem ser encontra-
das em |13], [14], [15], [16], [17] e [18].

Um grafo simples é uma estrutura G = (V, E) constituida por um conjunto
finito e nao vazio V cujos elementos sao denominados wvértices e um conjunto
E = {{i,j}|i,j € V, i # j}, cujos elementos sdo denominados arestas. A or-
dem de um grafo G é o nimero de vértices de G e a indicamos por |V|. Quando
necessario, denotamos V' = V(G) e E = E(G). Se G nao possui arestas dizemos
que é um grafo vazio. Se V é um conjunto unitério e £ = () entao G' é chamado
grafo trivial. Os vértices ligados por arestas sao ditos adjacentes, a vizinhanga de
um vértice i é o conjunto Ng(i) = {j € V|{i,j} € E} e o grau de i é a cardinalidade
da sua vizinhanga, isto é, d(i) = |Ng(7)|. Um subconjunto S do conjunto de vértices
de G é dito independente se nao existem arestas entre os pares de vértices de S.

Dizemos que um vértice de um grafo G é pendente se possui grau igual a 1.
Denotamos por 6 = §(G) = min{d(i)|i € V}, A = A(G) = max{d(i)|]i € V} e
d=d(G) = | Y icv A(i) o grau minimo, grau mdzimo e o grau médio de G, res-
pectivamente. Se (G possui n vértices, denotamos por dg o vetor com n coordenadas
iguais aos graus dos respectivos vértices.

Um grafo é completamente determinado por suas adjacéncias. Esta informacao
pode ser convenientemente obtida na forma matricial. Com efeito, dado um grafo
cujos vértices estao devidamente rotulados, existem algumas matrizes associadas a

este grafo. Em nosso trabalho, nos restringimos ao estudo da matriz de adjacéncia.



A matriz de adjacéncia de um grafo simples G = (V) E) com n vértices é a matriz

quadrada A = A(G) de ordem n cuja (i, j)-entrada é definida por

{ 1, se{i,j} € E;
aij =

0, caso contrario.

Todas as entradas da diagonal de A sdo nulas. Temos que {i,j} é uma aresta de G
se e somente se {j,7} também é uma aresta. Observe ainda que para cada i € V,
Z?Zl a;; = d(7), isto é, a soma das entradas da i-ésima linha de A é o grau do vértice
i.

Um grafo orientado D = (V,O) é uma estrutura constituida por um conjunto
finito e nao vazio V' cujos elementos sao chamados vértices e uma colecao de pares
ordenados distintos O = {(i,7)|4,j € V e i # j} cujos elementos (7, j) sdo denomi-
nados arcos. No caso em que i = j, denominamos o arco (i,4) por lago no vértice i,
ou simplesmente lago. Um arco (7, j) é usualmente representado por uma seta que
parte de 7 e termina em j.

Um multigrafo orientado é um grafo orientado que pode possuir multiplos lacos
e arcos entre os vértices. A matriz de adjacéncia de um multigrafo D de ordem n
¢ uma matriz quadrada A(D) de ordem n cuja entrada a;; é igual a quantidade de

arcos (i,j) em D. Por exemplo, o multigrafo orientado D da Figura 2]

Figura 2.1: Multigrafo orientado D

tem como matriz de adjacéncia

A(D) =

o O = O
S N O N
O = NN O
S N = O

Proposicao 2.1 Toda matriz quadrada com entradas nao negativas é a matriz de

adjacéncia de um multigrafo orientado.



Demonstracao. Com efeito, dada uma matriz quadrada M = (m;;) de ordem n
com entradas nao negativas, considere o multigrafo orientado com n vértices cuja
quantidade de arcos que partem do vértice ¢ e chegam no vértice j é igual a entrada
Mij.

O

Dados os grafos G e G', dizemos que G’ é um subgrafo de G se V(G') CV(G) e
E(G") C E(G). Um subgrafo induzido por um conjunto de vértices S de G, denotado
por (S), é um subgrafo de G que possui S como conjunto de vértices, cujos vértices
sao adjacentes em (S) se e somente se sao adjacentes em G.

O grafo complementar G de um grafo G é o grafo que possui os mesmos vértices
de G e dois vértices sao adjacentes em G se e somente se nio sao adjacentes em G.
O grafo completo é um grafo no qual quaisquer dois vértices distintos sao adjacentes.
O grafo completo com n vértices é denotado por K,. Quando todos os vértices de
um grafo possuem grau r diz-se que tal grafo é r-reqular ou um grafo reqular de grau
r. Caso contrario, o grafo é dito irreqular.

Sejam os grafos G; = (V1, Ey) e Gy = (Va, E3), onde V; e Vs sdo disjuntos. O
grafo G = (V,E),onde V =V, UV, e E = E; U Ey é chamado unido de Gy e Gy e
denotado por G7 U Gsy. A jungao (“join”) ou produto completo dos grafos G e G é
o grafo GG; V G5 obtido a partir de GG; U GG ao unir-se cada vértice de GG; a todos os
vértices de Gy, isto é, G1 V Gy é o grafo cujo conjunto de vértices é V(G1) UV (Gy)
e cujo conjunto de arestas ¢ E(G1) U E(Gy) U {{v,w};v € V(Gi)ew € V(Gy)}.
A juncao entre dois grafos também relaciona-se com os seus grafos complementares
através da seguinte identidade: GV Gy = Gy U Gs.

Uma sequéncia finita 4175 - - - ij, de vértices de um grafo G = (V, E') com n vértices
tal que {ij,i;41} € E para todo j € {1,2,...,k — 1} é dita uma cadeia de iy a i
no grafo G. Dizemos que iyis - - - iy é uma cadeia fechada (cadeia aberta) em G se
i1 =ik (11 # ix). Um caminho em um grafo G' é uma cadeia em que todos os vértices
sao distintos. O comprimento de um caminho é o nimero de arestas que ligam os
seus vértices. Um grafo é dito conero quando existe um caminho ligando cada par
de vértices. Em caso contrario, o grafo é denominado desconexo. Uma componente
conexa de um grafo G é um subgrafo conexo maximal de G. Por simplicidade,
chamamos componente conexa somente de componente. No caso em que G possui
exatamente uma componente temos que GG é um grafo conexo.

Um caminho fechado em um grafo G é denominado ciclo. Quando um grafo com
n vértices é ele préprio um ciclo, denotamos por C,,. O grafo C* é o grafo obtido por
um ciclo C, acrescentando k > 0 vértices pendentes a cada vértice de C,,. Um grafo
conexo G ¢ dito ser k-ciclico se |E| = |V|+k. Nos casos particulares de k = 0,k =1

e k=2, o grafo é dito ser uniciclico, biciclico e triciclico, respectivamente.



A distancia d(i,j) entre os vértices i e j de um grafo conexo G é o minimo dos
comprimentos dos caminhos que ligam os vértices ¢ e j. A maior distancia entre o
vértice i e os demais vértices do grafo é a excentricidade e(i) do vértice i. O vértice
de menor excentricidade é denominado vértice central.O méximo das distancias entre
dois vértices quaisquer de G é chamado diametro de G e denotado por diam(G).
Quando G for um grafo desconexo, escrevemos diam(G) = oo.

Uma particao de um conjunto nao vazio S é uma colecao P, constituida por r
subconjuntos nao vazios e dois a dois disjuntos de S cuja uniao é S. Denominamos
os elementos de P, por células.

Seja P. uma particao do conjunto de vértices de um grafo GG. Tal grafo é dito
r-partido quando os vértices que estao em uma mesma célula nao sao adjacentes. Se
r =2, G é dito bipartido. Um grafo bipartido é denominado bipartido semirreqular,
ou simplesmente semirregular, se nao é regular e os vértices que pertencem a mesma
célula possuem o mesmo grau.

Um grafo r-partido completo é um grafo r-partido no qual quaisquer dois vértices
que pertencem a células distintas sao adjacentes. Se P, é uma particao do conjunto
de vértices de um grafo r-partido completo cujas células possuem cardinalidades
p1,D2, - - -, Dr entao denotamos tal grafo por K, ,, . ., € se cada célula tem cardi-
nalidade p entao o grafo é dito r-partido balanceado e o denotamos por K, ).

Uma darvore é um grafo conexo que nao possui ciclos. Em uma arvore, chamamos
os vértices pendentes de folhas. As arvores sao exemplos de grafos bipartidos e dentre
as familias de arvores conhecidas destacamos as estrelas e os caminhos. A arvore
K, ¢ denominada estrela. O caminho P, ¢ uma arvore com n vértices que possui
apenas duas folhas e os seus demais vértices possuem grau 2. Algumas vezes é
conveniente destacar um vértice de uma arvore, tal vértice é chamado raiz. Uma

arvore com uma raiz fixada é denominada drvore enraizada.

2.2 Teoria de matrizes

As definigoes e resultados listados a seguir podem ser encontrados em [19], [20],
[21], [22], [23], [24] e [25].

Todas as matrizes consideradas no texto possuirao suas entradas reais.
Representamos uma matriz com entradas reais de ordem n X m por M,y,,. No
caso de nao ser necessario explicitar a ordem, denotamos tais matrizes simples-
mente por M. Dizemos que uma matriz M é positiva (ndo negativa) se possui todas
as entradas positivas (nao negativas) e M é chamada matriz nula se possui todas
as entradas nulas. Denominamos por n-vetor coluna (n-vetor linha) a matriz que
possui somente uma coluna (linha) e n linhas (colunas). Ao longo do texto, J,xm

denota a matriz de ordem n x m cujas entradas sao iguais a 1 e J,, denota o n-vetor



coluna cujas coordenadas sao iguais a 1. Quando estiver claro, evitaremos o uso de
indices nas notagoes. Por exemplo, J,x., serda denotado simplesmente por J e j,

serda denotado por ).

Lema 2.2 Seja R, ., uma matriz com todas as linhas iguais, a exce¢ao da primeira.
Para toda matriz Sp,xp, a matriz RS possui todas as linhas, com exce¢ao da primeira,

1GuUais.

Demonstracao. Dada uma matriz R de ordem n x m, denotemos a i-ésima linha
de R por R;, com i € {1,2,...,n}. Assim, a i-ésima linha do produto de R com

uma matriz S com ordem m x p é dada por
[RS];« = (i-ésima linha de R) x S.

Para todo i1,i5 € {2,3,...,n} temos que as linhas i; e iy de R sdo iguais segue,
para todo iy,72 € {2,3,...,n}, que as linhas i; e i, de RS também serdo iguais.

O

Uma matriz é dita quadrada de ordem n, ou simplesmente quadrada, quando
o numero de linhas e o nuimero de colunas sao iguais a n e a denotamos por
M,. Uma matriz diagonal é uma matriz de ordem n cujas entradas que nao
estao na diagonal principal sao nulas. Neste caso, denotamos tal matriz por
diagn) (mq1, Mag, ..., Myy). A matriz diagonal de ordem n em que todas as entradas
da diagonal principal sao iguais a 1 é chamada matriz identidade e a denotamos por
I,,. Caso nao seja necessario especificar a ordem, a matriz identidade serd simples-
mente I. Uma matriz tridiagonal ¢ uma matriz quadrada M tal que m;; = 0 sempre
que |i —j| > 1.

Dada uma matriz M, sejam « e 3 conjuntos nao vazios de indices que representam
linhas e colunas em M, respectivamente. Uma submatriz de M é a matriz M|, (]
obtida selecionando as entradas de M que estao nas linhas correspondentes aos
indices em « e nas colunas correspondentes aos indices em . Quando o = 3, a
submatriz é chamada submatriz principal de M e neste caso denotamos por M |a].
Uma submatriz principal lider de M é uma submatriz principal da forma M [ay],
onde ay, = {1,2,...,k}.

Seja M uma matriz quadrada de ordem n. Um escalar A é um autovalor de M
se existe um n-vetor coluna nao nulo v tal que Mv = Av. O vetor v é chamado
um autovetor de M associado ao autovalor X. O polinomio caracteristico de M é
definido por p(x) = det(M — zI) e suas raizes sdo exatamente os autovalores de M.
O espectro de uma matriz quadrada M, o(M), é o multiconjunto dos autovalores de

M. O raio espectral de M é o ntimero real nao negativo p(M) = max{|\||\ € o(M)}.



Denotamos por Span(vy, va, ..., V) o subespago de R™ gerado pelos n-vetores co-
luna vy, va, ..., vg. O subespaco de R™ gerado pelos autovetores associados ao au-
tovalor A de M é o autoespago associado a A que denotamos por E(N).

A multiplicidade algébrica de um autovalor A de M, alg()), é a multiplicidade
de A\ como raiz do polinomio caracteristico de M e a multiplicidade geométrica de
A, geo(A), é o numero maximo de autovetores associados a A que s@o linearmente
independentes. Um autovalor A é dito simples se alg(\) = 1. No caso de geo(\) =
alg(A), o autovalor A é denominado semissimples e sua multiplicidade é denotada
por mg(A).

O préximo resultado refere-se aos autovalores e autovetores de certas matrizes

tridiagonais simétricas.

Teorema 2.3 (FIEDLER [24]) Seja A = (a;;) uma matriz tridiagonal e
simétrica de ordem n. Se a;; # 0 sempre que |i — j| = 1 entao os autovalores
de A sao distintos. Além disso, a primeira e a ultima coordenadas de todos os

autovetores de A sao nao nulas.

O préximo resultado, que pode ser visto em [26], fornece um método para determinar

alguns autovalores de uma matriz e serd utilizado no Capitulo [}

Teorema 2.4 Seja M uma matriz quadrada de ordem n decomposta em blocos M; ;

de ordem n; X my, i,j € {1,2,...,k},
My My M,
My May Moy,
M — b b
Myy Myy - My,
Para i,5 € {1,2,...,k}, suponhamos que as linhas dos blocos M, ; tém somas
constantes iguais a c¢;; e que M = (c¢;). Desta forma, o polinomio carac-
teristico de M divide o polindmio caracteristico de M. Além disso, se w =
T _
( wy Wy - W ) ¢ um autovetor de M associado a um autovalor \ entao
T
V= ( Widn, Walny “*° WikJny ) ¢ um autovetor de M associado a A\, onde 3,, €

o n;-vetor de coordenadas iquais a 1.

Uma matriz quadrada M de ordem n é invertivel se existe uma matriz quadrada
N de ordem n tal que MN = NM = I. Neste caso, denotamos N por M~!. Duas
matrizes quadradas M e N sao semelhantes se existe uma matriz invertivel P tal
que M = P~'NP. Temos, como exemplo, a matriz de permutacdo, que é a matriz
quadrada de ordem n, onde em cada linha e coluna possuem n — 1 elementos nulos

e um unico elemento igual a 1. Esta ¢ invertivel e semelhante a matriz identidade 1.



Teorema 2.5 (HORN e JOHNSON [19]) Sejam M e N duas matrizes quadra-
das de ordem n. Se M ¢ semelhante a N entao M possui o mesmo polinoémio
caracteristico que a matriz N, consequentemente o mesmo espectro.

A transposta de uma matriz M = (m;;) de ordem n x m é a matriz M7 = (mg)
de ordem m x n tal que mz; = mj;. Denominamos uma matriz quadrada M por
simétrica quando M = M7T. Dada uma matriz quadrada M, quando existem uma

permutacao () e matrizes quadradas X e Z tais que

o (XY

dizemos que M é uma matriz redutivel. Caso contrario, M é chamada matriz irre-
dutivel.

Os préximos teoremas sao de uso fundamental em Teoria Espectral de Grafos:
Teorema de Perron-Frobenius e o Teorema de Weyl. O primeiro é véalido para as

matrizes irredutiveis e pode ser encontrado em [19].

Teorema 2.6 (Teorema de Perron-Frobenius) Seja M uma matriz quadrada

de ordem n irredutivel e nao negativa. Entao,

(1) p(M) > 0;

(ii) p(M) é um autovalor de M;
(#i) Eziste um n-vetor coluna positivo, v, tal que Mv = p(M)v;
(iv) p(M) é um autovalor simples.

O teorema a seguir apresenta as Desigualdades de Weyl para a soma de matrizes.
Sua prova pode ser encontrada em [19]. O resultado que estabelece condigoes para

as igualdades pode ser encontrado em [20)].

Teorema 2.7 (Teorema de Weyl) Sejam M e N matrizes simétricas de ordem

n. Entao,
(i) M(M) + X\ (N) < Asyn(M £ N), sen+1<i+j;

A igualdade ocorre nas desigualdades anteriores, se e somente se existir um n-vetor
nao nulo que é um autovetor comum a cada um dos trés autovalores envolvidos nas

referidas desigualdades.



O posto de uma matriz M de ordem n x m, rank(M), é o nimero de linhas (ou
colunas) linearmente independentes de M. E bem conhecido que matrizes semelhan-
tes possuem o mesmo posto (ver [22]). Uma matriz quadrada M é diagonalizdvel se
é semelhante a uma matriz diagonal. A seguir, apresentamos resultados referentes

a matrizes diagonalizaveis.

Teorema 2.8 (MEYER [22]) Seja M uma matriz quadrada de ordem n. Entao

M ¢ diagonalizdvel se e somente se todos os autovalores de M sao semissimples.

Teorema 2.9 (HORN e JOHNSON [19]) Seja M uma matriz quadrada de or-
dem n. Entao M ¢ diagonalizdvel se e somente se M possui um conjunto de n

autovetores que sao linearmente independentes.

Dados os n-vetores coluna v = (v;) e w = (w;) o produto interno usual de vew

6 (v,w) =vIiw =" vw;; a norma euclidiana de v é ||v|| = \/(v,v) = VvTv.

Se ||v|| = 1, dizemos que v ¢é unitdrio.
O menor e o maior autovalores de uma matriz simétrica sao caracterizados como
a solucao de um problema de minimo e méaximo, respectivamente. Apresentamos no

Teorema [2.10] essa caracterizagao e sua demonstracao pode ser encontrada em [19].

Teorema 2.10 (Rayleigh-Ritz) Seja M uma matriz simétrica de ordem n cujos

autovalores estao em ordem nao crescente A\ > Xy > --- > \,,. Tem-se:
(i) MvIv>vIMv > \,vlv, Vv eR";
(it) A =sup {v'Mv |||v]|=1,v e R"};

(iti) A, =inf {vIMv|||v|][=1,v e R"}.

Um conjunto S = {vy,va,...,vi} de n-vetores coluna é denominado ortogonal
se quaisquer dois vetores distintos em S sdo ortogonais, isto é, vI'v; = 0 sempre que
1 # j. Se todos os vetores de S sao unitarios entao o conjunto S é dito ortonormal.

Uma matriz quadrada M ¢ dita ortogonal quando é invertivel e sua inversa ¢ tal
que M~' = MT. Assim, uma matriz quadrada de ordem n é ortogonal se e somente
se suas linhas (ou colunas) formam um conjunto ortonormal de vetores em R”. Se
existe uma matriz ortogonal P tal que PTMP é uma matriz diagonal D entao
M ¢é dita ortogonalmente diagonalizivel. Neste caso, D = diagmy(A1, Az, ..., An),
onde A\{ > Xy > --- > )\, sao os autovalores de M, nao necessariamente distintos.
As colunas de P constituem uma base ortonormal para R™ formada por autovetores
respectivamente associados a estes autovalores. Se esta base é construida agrupando-
se as bases ortonormais dos autoespacos de M entao D = Ay, By + Ay, Eo+- - -+ Xy, B,
onde Ay, Ay, ..., Ay, s20 0s autovalores distintos de M e E; é um bloco diagonal
diagmy(0, ..., 0, Iyeo(r,,)5 0, - - -, 0) para todo i € {1,2,...,m}. Neste caso, [jeo(,,) €

a matriz identidade com ordem igual a multiplicidade geométrica de \;,.
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Teorema 2.11 (HORN e JOHNSON [19]) Uma matriz quadrada real M €

simétrica se e somente se M é ortogonalmente diagonalizavel.

Corolario 2.12 (MEYER [22]) Os autovalores de uma matriz siméltrica sao se-

missimples.

O proximo teorema apresenta uma decomposicao para as matrizes ortogonal-

mente diagonalizaveis em funcao do seu espectro, o qual pode ser encontrado em

MEYER [22].

Teorema 2.13 (Teorema da Decomposicao Espectral) Seja M wma matriz
quadrada de ordem n com m autovalores distintos A\, My, ..., A\y,,. Se existe uma

matriz ortogonal P tal que P'MP é uma matriz diagonal entdo existem matrizes

P, P, ..., P, tais que M pode ser descrita como
M:)\t1P1+)\t2P2+"'+)\thm- (2].)
Para cada i € {1,2,...,m}, a matriz P; possui as sequintes propriedades:

(i) Pi= PE;PT, onde E; = diag)(0,...,0, Iyeos,),0; - ., 0) ;
(ii)) P+ Po+---+ P, =1;

(iii) P; = viiVvil 4+ VigVia + - -+ Vigvilt, onde {viy, ..., Vig} € uma base ortonormal
para E(N;);

(iv) P, é a matriz da projecao ortogonal de R™ sobre E(\;) com respeito a base

ortonormal canonica de R"™;

(v) P? = P, =Pl e P,P; =0 para quaisquer i # j.

7

A expansao [2.I] é conhecida como a decomposicdo espectral de M e para cada

i€{1,2,...,m}, P; é chamada projecdao espectral associada a M.
Corolario 2.14 Toda matriz simétrica M possui uma decomposicio espectral.

O resultado a seguir afirma que matrizes simétricas permitem uma decomposicao
espectral de R™ como soma direta dos autoespacos associados aos autovalores dis-

tintos da matriz. Uma versao mais geral do referido teorema estd em [23].

Teorema 2.15 (MEYER [22]) Seja M uma matriz simétrica de ordem n com m
autovalores distintos A, , Ay - .y A, . Entao R™ decompoe-se como soma direta dos

subespacos R = E(M\,) B E(A,) @ - D E(Me,,,)-
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2.3 Teoria espectral de grafos

Os conceitos e resultados a seguir apresentados podem ser encontrados em [26],
[27], [28], [29], [30], [31], [32], [33] e [34].

Dada a matriz de adjacéncia A de um grafo (ou um multigrafo) G, os seus
autovalores sdo chamados autovalores de G. Denotamos por Spec(G), o multicon-
junto dos autovalores do grafo G. O polinémio caracteristico de G, pg(zx), é o
polinomio caracteristico da sua matriz de adjacéncia. Fora mencao em contrario,
consideramos que os n autovalores de GG sao apresentados em ordem nao crescente
Amax = A1 > Ay > -+ > A\, = A\, muitas vezes, denotados por \;(G) para
i €{1,2,...,n}. O maior autovalor de G é dito ser o indice do grafo G. Os au-
tovetores associados aos autovalores de GG sao denominados autovetores do grafo.
O subespaco vetorial de R™ contendo o vetor nulo e os autovetores associados ao

autovalor A é o autoespago associado a A, denotado por Eg(N).

Proposicao 2.16 (DOOB [28]) Seja Ayin 0 menor autovalor de um grafo G.

Tem-se:

(i) Amin = 0 se e somente se G € um grafo sem arestas;

(i) Amin = —1 se e somente se G possui todas as componentes completas;
(i15) Amin < —V/2, em caso contrdrio.

Se G é o grafo complementar do grafo G de ordem n entdo a sua matriz de

adjacéncia é A(G) = J — I — A(G). O préximo resultado fornece o polinémio carac-

terfstico de G em funcio do polindémio caracteristico de G.

Teorema 2.17 (CVETKOVIC e DOOB [30]) Seja G um grafo com n vértices

e pa(x) = H(:p — XNi(@)) o seu polinémio caracteristico. O polinémio caracteristico
i=1

de G ¢
- (J"va)?
Ps(x)=(-1)"Pg(—-1—2) | 1— —— ],
onde vi,Vs,...,V, sao autovetores linearmente independentes associados aos auto-

valores M\ (G), \2(G), . .., \(G), respectivamente.

O teorema a seguir caracteriza os grafos regulares considerando o grau médio e

o grau maximo do grafo.

Teorema 2.18 (CVETKOVIC et al. [26]) Se A, ¢ o indice de um grafo G entio
d < M\ <A Além disso, d = M\ se e somente se G € reqular. Para um grafo conexo

G, \i = A se e somente se G € reqular.
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Observe que o Teorema [2.19]é um resultado forte ja que é suficiente verificar que
o simétrico do indice de um grafo G é autovalor de GG, para verificarmos que G é

bipartido e possui em seu espectro o simétrico de cada um dos seus autovalores.

Teorema 2.19 (CVETKOVIC et al. [33]) Seja G um grafo conexo. Entio as

sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(i) G é um grafo bipartido;

(ii) se X € um autovalor de G entdo —\ é também um autovalor de G com a mesma

multiplicidade;

(111) —Amax € um autovalor de G, onde \yax € 0 indice de G.

Destacamos o espectro dos ciclos, dos grafos bipartidos completos K, s e dos
grafos completos. Para cada j € {1,2,...,n}, v0) = ( 1 €& ... et ) é um

autovetor associado a A\; = 2 cos (j%”), autovalor do ciclo C,, onde & = e, 0 es
pectro dos grafos bipartidos completos K, 5 é constituido pelos autovalores simples
—+/rs e y/rs e pelo autovalor nulo com multiplicidade r + s — 2. Em particular,
o espectro da estrela com n vértices K;,_1 ¢ formado pelos autovalores simples
—v/n —1,4/n —1 e pelo autovalor 0 com multiplicidade n — 2 (veja [35]). Final-
mente, os autovalores do grafo completo K, sao n — 1 e —1 com multiplicidades 1 e
n—1, respectivamente. O indice de um grafo k-regular com n vértices é k, que possui
como autovetor ) (vetor com todas as coordenadas iguais a 1). Como consequéncia
do fato de K, ser um grafo regular temos que os autovetores associados ao autovalor

—1 é ortogonal a .

Teorema 2.20 (CVETKOVIC et al. [29]) O polinémio caracteristico do cami-
nho P,, €

3] s ( n—j ) neay_ sen((n+1) arccos(—5))

Teorema 2.21 (LEE e YEH [31]) Seja P, o caminho com n vértices. Os auto-
Jm

valores de P, sao autovalores simples a; = 2 cos 1) que possui um autovetor
i
)T ) para todo
n+1

wl) = (w;) cuja i-ésima coordenada é definida por w; = sen(

je{1,2,...,n}.

Corolario 2.22 Seja P,, o caminho com n vértices. Para j € {1,2,...,n} os au-

tovalores de P, a;j = 2 cos ( )7
n—+

1) , estao dispostos em ordem decrescente.
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Demonstragao. Considere a funcao f(z) = 2cos <%> para todo x € R.
n

Derivando a funcao f, obtemos

—2
f(x) = - J:Tlsen <nx:1> , x€R.

T

xm
Como 1 < T segue que sen ( ) > 0. Deste modo, f'(x) < 0 e, portanto,

n+ n+1
f é decrescente. Logo, os autovalores de P,, estao em ordem decrescente.

O

Proposicao 2.23 (BROUWER e HAEMERS [35]) O espectro de um grafo
com mais de uma componente € a unido dos espectros de suas respectivas com-

ponentes.

O teorema a seguir é uma formulacao para grafos conexos do Teorema de Perron-
Frobenius (Teorema [2.6]).

Teorema 2.24 (CVETKOVIC et al. [33]) Um grafo G ¢ conexzo se e somente
se o indice de G € um autovalor simples cujo autovetor correspondente possui todas

as coordenadas positivas.

Corolario 2.25 Seja G um grafo desconexo. O indice de G possui um autovetor

correspondente com coordenadas nao negativas.

Demonstracao. Seja G um grafo desconexo com indice A\ (G).

Pela Proposigao 223 A\;(G) é um autovalor de uma componente C' de G. Do
Teorema [2.24] existe um autovetor u de C com todas as coordenadas positivas
associado a A\1(G). O vetor v que possui as mesmas coordenadas de u nas entradas
correspondentes aos vértices de C' e coordenadas nulas em caso contrario, ¢ um
autovetor de G associado a A\ (G). Logo, o indice de G possui um autovetor com

todas as entradas nao negativas. 0

Também é possivel obter informagoes sobre a conectividade de um grafo pela

dimensao do autoespaco associado a seu indice, como mostra o proximo teorema.

Teorema 2.26 (CVETKOVIC et al. [33]) O nimero de componentes de um
grafo G € igual ao numero mdrimo de autovetores mao megativos linearmente in-

dependentes de G.

Note que no Corolario 2.27] a condi¢ao do grafo ser conexo nao é necessaria,
visto que em um grafo desconexo regular a multiplicidade do seu indice é igual ao

nimero de componentes do grafo.
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Corolsrio 2.27 (CVETKOVIC et al. [33]) Um grafo G ¢é regular se e somente

se G possui um autovetor com todas as coordenadas iguais a 1.

Dado G um grafo com n vértices, sejam 7 e j vértices distintos de G. Dizemos
que i e j sdo vértices gémeos quando Ng(i) — {j} = Ng(j) — {i}, o que implica
d(i) = d(j). Por exemplo, o grafo G' na Figura possui vértices gémeos. As
vizinhangas dos vértices adjacentes 1 e 2 sdo Ng(1) = {2,3} e Ng(2) = {1, 3} sendo
que Ne(1)\{2} = Ne(2)\{1} = {3}. Logo, 1 e 2 sdo vértices gémeos. Por outro
lado, os vértices nao adjacentes 5, 6 e 7 possuem a mesma vizinhanga Ng(5) =
Ne(6) = Ng(7) = {4} e, por conseguinte, {5,6}, {5,7} e {6,7} sdo pares de vértices

gemeos.

1 7
6
3 4
2 )
G

Figura 2.2: Tipos de vértices gémeos

Sejam i e j vértices gémeos. O n-vetor coluna f;; = (f;) é denominado um vetor

de Faria quando suas coordenadas sao definidas por

1, se l=u;
fe=< =1, se l=y;

0, nos demais casos.

O proximo resultado permite determinar alguns dos autovalores de um grafo G

através da sua estrutura (veja [36] e [37]).

Teorema 2.28 Seja G = (V, E) um grafo com n vértices tal que i e j sdo vértices

gémeos de G.
(i) Se{i,j} ¢ E entdo 0 € Spec(G);
(ii) Se {i,j} € E entio —1 € Spec(G).

Em cada caso, o vetor de Faria £;; € um autovetor de G que estd associado ou ao

autovalor 0 ou ao autovalor —1, respectivamente.

Exemplificamos o Teorema 2.28 na Figura2.3l O grafo Gy possui zero como au-

tovalor com multiplicidade maior ou igual a 4, pois os conjuntos {uy,us}, {us, us},
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{us, ug} e {ug,ur} sdo pares de vértices gémeos nao adjacentes de G; e seus cor-
respondentes vetores de Faria: fi5, f34, f56 e f57, formam um conjunto linearmente
independente de autovetores associados ao autovalor 0. Note que, (G; possui ainda o
par de vértices gémeos nao adjacentes {us, ur}, porém f5; = f56+1fs7. Por outro lado,
vy e vy sao vértices gémeos adjacentes do grafo G e, portanto, —1 é um autovalor

do grafo G,.

U1 ()

Uy U2 U3  Ug
Us Ue Uz
Gy G

Figura 2.3: Pares de vértices gémeos rotulados em G; e Gy

Note que a reciproca do Teorema .28 nao é sempre verdadeira. O caminho Ps

contém zero como autovalor, mas nao possui vértices gemeos.

Seja G = (V, E) um grafo com n vértices. Denotamos por di(i) o nimero de
cadeias do grafo G de comprimento k que comegam no vértice ¢. Para todo i € V|
temos que do(i) = 1,d (i) = d(i) e dp+1(i) = 3 ;v ) de(J) Para todo inteiro k& > 0.

Lema 2.29 Se i é um vértice de um grafo G entao o niumero de cadeias de com-

primento 2 que comecga no vértice © é a soma dos graus dos seus vizinhos, isto €,
da(1) = 22 jeng 40)-

A matriz cadeia de um grafo G com n vértices é a matriz quadrada W = (w;;)
de ordem n tal que w;; = d;_1(7). Caso seja necessario, denotamos tal matriz por

W(G). A Figura 2.4 explicita o caminho Ps e, a seguir, a sua matriz cadeia.

Figura 2.4: P;

12

=
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Para explicar a sua construcao, analisamos as entradas wss e wsy. Como as cadeias
de comprimento 2 que comecam no vértice 3 sao: 323, 321, 343 e 345 temos que
wsz = da(3) = 4. Por outro lado, as cadeias de comprimento 3 que comegam no
vértice 5 sao: 5454, 5434 e 5432 e, portanto, wsy = dsz(5) = 3.

O préximo teorema relaciona a quantidade de cadeias de um grafo com a sua

matriz de adjacéncia. Sua demonstracdo pode ser encontrada em [17] e [34].

Teorema 2.30 Se A é a matriz de adjacéncia de um grafo G, entao a ij-entrada da
matriz A* € igual ao nimero de cadeias de comprimento k que comecam no vértice

i e terminam no vértice j.

Pelo Teorema 2.30, se A é a matriz de adjacéncia de um grafo G com n vértices
entdo A*) é o n-vetor coluna cuja i-ésima coordenada é igual ao ntimero de cadeias
de comprimento k que comecam no vértice 7. Assim, a matriz cadeia pode ser escrita

do seguinte modo
w=(g a5 - a7y ).

Retornemos a Figura 2.4] para ilustrar o Teorema 2.301 A menos de semelhanca, a

matriz de adjacéncia de P; e sua poténcia ao quadrado sao

01 000 10100
1 0100 02010
A=10 101 0 e A?=110 20 1
00101 01020
00010 00101
Temos que o vetor A%) = <2 3 4 3 2)T coincide exatamente com a terceira

coluna da matriz cadeia do caminho Ps.
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Capitulo 3
Autovalores principais de um grafo

Alguns problemas combinatérios podem ser reduzidos a calcular o nimero de
cadeias em grafos. E possivel determinar o nimero de cadeias em um grafo em
funcao dos autovalores e autovetores de tal grafo. Isto indica uma importante ligagao
entre as propriedades espectrais e estruturais de um grafo.

Sejam Ay, Mgy, - - .5 Ay, 0s autovalores distintos de um grafo G de ordem n. Pelo

Teorema 2.13] a matriz de adjacéncia A de G possui a decomposigao espectral
A:At1P1+)\t2P2+"'+)\thm,

onde P; é a projecao espectral associada a A.

Assim, AF = (\))fPL+ (\,)f Py + - + (A\,,)¥ P, para k > 0. Entao,
774 = ()RRl (3.1)
i=1

onde } é o n-vetor coluna com todas as coordenadas iguais a 1.

Pela equacao 3.1l o ntimero de cadeias de comprimento k£ no grafo G depende
dos autovalores \;, tais que ||PJ||> # 0, onde i € {1,2,...,m}. Em vista disto,
CVETKOVIC [1] definiu um autovalor principal de G como um autovalor \;, para o
qual ||P;7]|? # 0, ou seja, A é um autovalor principal de G se existe um autovetor v
associado a A que nao é ortogonal a ). Caso contrario, dizemos que A é um autovalor
nao principal de G. Note que na contagem dos autovalores principais de um grafo
sao considerados somente aqueles que sdo distintos. O subconjunto do Spec(G)
formado pelos autovalores principais distintos de G é chamado espectro principal de
G e denotado por MainSpec(G).
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Proposi¢io 3.1 (CVETKOVIC [1]) O indice de wm grafo G pertence a
MainSpec(Q).

Demonstracao. Pelo Teoremal[2.24] o indice de todo grafo conexo é um autovalor
principal. Se G é um grafo desconexo, basta notar que seu espectro é a uniao dos

espectros de suas componentes conexas.

O

O teorema a seguir garante que os grafos regulares sao os tnicos grafos com um

unico autovalor principal.

Teorema 3.2 (CVETKOVIC et al. [32]) Um grafo é reqular se e somente se

possut um unico autovalor principal.

Demonstragao. Seja G um grafo de ordem n que possui m autovalores distintos.
O conjunto dos autovalores distintos de G é {\;, \r,, ..., Ay, } tal que Ay, é o indice
de G.

E conhecido que o grafo G é regular se e somente se 7 € E;(\y,) (Corolério Z27).

Isto equivale a

7€ (M) ®Ea(Ny) & - @ Ea(Mr,)) T

Logo, G é regular se e somente se possui um tnico autovalor principal.
O

Seja G um grafo de ordem n com m autovalores distintos para os quais, s de-
les sao autovalores principais distintos de . Convencionamos que a ordenacao
nao necessariamente decrescente dada pelo conjunto {A;, ..., A, A iy s A}
indicara que os seus s primeiros elementos constituem MainSpec(G) de modo que
Aty > Ay, > -+ > Ao Neste caso, Ay, € o indice do grafo GG, pois o indice de todo
grafo é sempre um autovalor principal (Teorema [B.1]).

Para cada i € {1,2,...,s} podemos estender uma base de Eg()\,) N Span(7)*+ a
uma base ortonormal de Ez(N;,) adicionando-se pelo menos um vetor unitario vy,,
que nao serd ortogonal ao vetor J. O subespago gerado por My = {vy,, Vi, ..., Vi }
serd denotado por Main(G).

Dado um grafo G com s autovalores principais distintos, o polinémio carac-
teristico principal de G é o polindmio cujas raizes sao os autovalores principais, que

denotamos por

S
M(G,x) = H(:c —A) =2t —cpr® Tt — et — = 9T — o,

i=1

onde ¢; € R para todo j € {0,1,...,s — 1}.
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Proposic¢io 3.3 (CVETKOVIC et al. [32]) Se G ¢é um grafo com s autovalores
principais distintos entao os coeficientes de M (G, x) sao nimeros inteiros, ou seja,

M(G,x) é um polinémio inteiro.

Na Proposicao B.4] temos que os grafos e os seu complementares possuem o

mesmo numero de autovalores principais.

Proposigio 3.4 (CVETKOVIC [2]) Um grafo G e o seu complementar G pos-

suem o mesmo numero de autovalores principais.

Demonstragao. Seja G um grafo de ordem n que possui m autovalores distintos.
Consideremos {Ay,, ..., Ae,, Adtoyyy-- -5 Ap, b O seu conjunto de autovalores distin-
tos, sendo que os s primeiros sao seus autovalores principais.
Suponhamos que v € Ez(\,) N Span())* para algum i € {1,2,...,m}. Como
AG) = J—1— A(G) entao AG)v = (J — I — AQ))v = Jv — Iv — A(G)v.

Assim, A(G)v = (=1 — \;,)v.

Para i € {1,2,...,m}, temos
Ec(A) N Span(9)* C E5(=1 = M), (3.2)

onde E4(—1 — Ay;) pode ser o subespago nulo.

Pelo Teorema 215l R™ = Eg(A\,) @ Ea(M,) @ -+ - @ Ea(Ne,,). Para todo i €
{1,2,...,m}, se N, é nao principal entao Eg(\i,) = Ea(N,) N Span(y)*. Portanto,
n—s= Zdim(é'g()\ti) N Span())™*).

i=1
Seja B; uma base ortonormal do subespago £g();,) para i € {1,2,...,m}. Por

B2), os n — s vetores linearmente independentes em U B; pertencem a Span())*.
. i=1
Logo, se tais vetores forem autovetores de G entao estarao associados a autovalores

nao principais de GG. Deste modo, G tem no maximo s autovalores principais dis-
tintos. Substituindo GG e GG nas contas anteriores, concluimos que G e GG possuem o

mesmo numero de autovalores principais.

O

Seja G um grafo de ordem n e seja {vq,vs,...,v,} uma base ortonormal de
autovetores associados aos autovalores de GG. Pelo Teorema [2.17] o polindmio carac-

teristico de G é
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Pa(z) = [J@z—-x(@)

i=1

= (—1)"Pa(~1— ) (1—Zx+~17+“A )>

=1
n

= (=1)" H(—l —z— N(G)) (1 o Z %)

i=1

= JJe+1+MG)) =D ") [ @+1+X(G).
=1 i=1 J=1,j#i

Suponhamos que MainSpec(G) = {M, (@) Aa(G)... A, (@)} e MainSpec(@) =
M (G A (G- M (G-

Se Main(G) = Span(M;), onde My = {vi,vi,,...,ve,} C {vi,va,...,V,},
entdo podemos simplificar ainda mais o polinémio caracteristico de G, considerando

apenas os autovalores principais de G e G,

S S S

[T =2 @) =] +1+2G) =D ("ve)* T] @+14+X1,(G). (33)

i=1 i=1 i=1 j=1,j#i

«

Se A é um autovalor principal de um grafo G' entao —1 — A\ nao é necessariamente
um autovalor principal do seu complementar G. Por exemplo, o espectro do ciclo Cj é
constituido pelos autovalores simples —2 e 2 e pelo autovalor 0 com multiplicidade 2,
enquanto que o espectro do seu complementar C; = 2K, é formado pelos autovalores
—1 e 1, ambos com multiplicidade 2. Como Cj e 2K, sao grafos regulares segue que
possuem o seu indice como seu unico autovalor principal. Considerando o autovalor
principal A\;(2K3) = 1, temos que —1 — A1 (2K3) = —2 é um autovalor nao principal
de Cy. Por outro lado, escolhendo o autovalor principal A;(Cy) = 2 temos que
—1 — A1(C4) = —3 néo é sequer um autovalor de 2K5. Na verdade, pode-se provar

o seguinte:

Teorema 3.5 (CVETKOVIC [2]) Se A ¢ um autovalor principal de um grafo G

entdo —1 — \ € um autovalor ndio principal de G.

Demonstracao. Dado um grafo G, sejam A, (G), A, (G), ..., A\, (G) os autovalo-
res distintos de G.

Pela Proposicao B4, G também possui s autovalores principais distintos dados
pelo conjunto  MainSpec(G) = {\, (G), A\, (G), ..., A\, (G)}.

Suponhamos, por absurdo, que existe k € {1,2,...,s} tal que —1 — X\, (G) é
um autovalor principal de G, isto é, existe k* € {1,2,...,s} tal que )\, (G) =
—1— X\ (G).
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Calculando a equagio B3 em ). (G) temos

S S

[[Ow (@ =2(@) = TI(=1=2.(C) + 1+ 2, (G))

i=1 i=1
S

_O%M2H(4—M@HJ+M@»

j=1,j#k
S

= —("va)” I (2@ +2,(G) #0.

j=1,j#k

Porém, [[;_; (M. (G) — A, (G)) = 0, pois (N, (G) — A, (G)) = 0 é um dos fatores
do produtério. Portanto, para nenhum k € {1,2,...,s},—1 — \; é um autovalor
principal de G.

O

HAGOS [4] mostra, no Corolario B:6, que se A é um autovalor principal de G e
também um autovalor simples (isto é, possui multiplicidade 1) entao A nao esta no

espectro de G.

Coroléario 3.6 (HAGOS [4]) Se A\ é um autovalor simples e principal de um grafo

G entio —1 — X\ ¢ Spec(G).

Demonstragao. Seja A um autovalor simples e principal de um grafo G.

Suponhamos, por absurdo, que —1 — XA € Spec(G). Do Teorema 30 —1 — X é

um autovalor nio principal de G.

Seja A(G)v = (=1 — A)v. Como A(G) = J — I — A(G) segue que A(G)v =
Jv—Iv—A(G)v. Assim, (—1—\)v = Jv—Iv—A(G)v. Deste modo, A(G)v = Av.
Como X\ é um autovalor simples segue que o seu autoespago possui um unico
representante. Mas, A é um autovalor principal de G e, portanto, a soma das
coordenadas de todos os autovetores de A sao diferentes de 0. Mas isto contraria o

fato de que v é um autovetor do autovalor nio principal —1 — X de G.
O

Note que existem grafos com autovalores principais que possuem autovetores line-
armente independentes que nao sao ortogonais a ). Por exemplo, o grafo desconexo
G = K3 U Kz. O indice é um autovalor principal de G (Proposigao B.J])
que possui dois autovetores associados as componentes conexas (Corolario 2.25])
que nao sao ortogonais a ) e como exemplo de um grafo conexo que sa-
tisfaga esta condigdo, veja a arvore na Figura B.Il Note que 0 é um auto-

valor principal de tal arvore e seu autoespaco contém os autovetores linear-

T
menteindependentesv1:<() 1 00010O01O0O00O0 —1) e vy =

T
(0 01001001O0O0O0 —1) 0S quais nao sao ortogonais a j.
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5 6 7 8 9 10 11 12 13

Figura 3.1: Arvore cujo autovalor 0 possui 2 autovetores nao ortogonais a

O Teorema 3.7 reune alguns resultados que podem ser encontrados em [2] e [4].

Teorema 3.7 Seja G um grafo de ordem n e A € Spec(G). As sequintes afirmagdes

sao equivalentes:

(i) o autovalor A é nao principal ou A € principal com multiplicidade maior do

que 1;
(ii) existe um autovetor v de G associado a ) tal que )7v =0;
(iii) o escalar —1 — X\ pertence a Spec(G).

Demonstragao. Seja A um autovalor de um grafo G de ordem n.

— Se A é um autovalor ndo principal entao a afirmacao (i7) segue direto da
definicao. Por outro lado, se A é um autovalor principal que possui multiplicidade
maior do que 1 entao existem pelo menos dois autovetores linearmente independentes
V1 e vy associados a A.

Se um dos vetores vy ou vy é ortogonal ao vetor ) entao obtemos o resultado

() v1)
(J7v2)

um autovetor de A visto que é combinacao linear de vy e vo. Como

Ty — T (v _(]TVI)V _ Ty _(]TVI) T\ —
=7 (= ) =07 G U =0

temos que v é ortogonal ao vetor ). Logo, existe um autovetor de GG associado a A

desejado. Caso contrario, consideramos o vetor v = v; — Vo, que também ¢é

ortogonal a ).

— : Suponhamos que A possui um autovetor v tal que 77v = 0.
Como A(G) = J — I — A(G) segue que Jv = (A(G) + AG) + I)v =

A(G)v + (1 4+ A\)v. Porém,



Logo, A(G)v = (=1 — A\)v e, portanto, —1 — X é um autovalor de G.
= Se —1 — X\ é um autovalor de G entdo, pelo Corolario B.6, A é ndo

principal de G ou A é principal com multiplicidade maior do que 1.
O

Como consequéncia direta do Teorema [B.7, o proximo resultado fornece uma
condi¢ao necessaria e suficiente para que um autovalor simples de um grafo seja nao

principal.

Corolario 3.8 Se A\ é um autovalor simples de um grafo G entao —1 — X\ é um

autovalor de G se e somente se A € nao principal em G.

O préximo resultado (Teorema [3.9) fornece a multiplicidade do autovalor —1 — A

em G de acordo com a multiplicidade de A em G.

Teorema 3.9 (TERANISHI [38]) Seja A um autovalor de um grafo G. Tem-se:

(i) se X € um autovalor principal de G com multiplicidade maior do que 1 entdo
Eg(—1—=X) C&:(N) emg(A) =mg(—1—)\) +1;

(ii) se X é um autovalor nao principal de G e —1 — X\ € um autovalor nao principal
de G entdo Eg(N\) = E5(—1 — \);

(iii) se A é um autovalor nao principal de G e —1 — X\ € um autovalor principal de

G entio Eg(N\) C E5(—1 = X) ema(N\) = mg(—1 — ) — 1.

Se G é um grafo com s autovalores principais, podemos determinar, a partir so
espectro de G, todos os autovalores de GG, exceto os s autovalores principais de G.

Como exemplo, apresentamos o grafo GG e o seu complementar G na figura a seguir.

3

Figura 3.2: Grafos com trés autovalores principais

Temos que Spec(G) = {—\/5, —1,0,0,1,/5 } sendo que seus autovalores princi-
pais sao —+/5, 0 e /5. Do Corolario B.6, como —v/5 e v/5 sdao autovalores simples e
principais de G segue que —1 —+/5 e —14+/5 nao pertencem ao espectro de G. Por

outro lado, 0 é um autovalor principal de G com multiplicidade 2. Portanto, —1 é
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um autovalor nao principal de G com multiplicidade 1 (item (i), Teorema 33). Visto
que, do Teorema[3.7, —1 e 1 sdo autovalores nao principais de G entao —2 e 0 também
pertencem ao espectro de G. Observe que mg(—2) = 1, se —2 é um autovalor nio
principal de G (item (ii), TeoremaB3). Sendo mg(—2) = 2 (item (iii), Teorema 3.9).
As mesmas observagoes valem para o autovalor 0. Deste modo, conseguimos trés au-
tovalores de G, —2, —1 e 0, faltando apenas os trés autovalores principais distintos.
Analisando os autovetores de G obtemos MainSpec(G) = {1 —+/5, 1, 1++/5}.

CVETKOVIC [3], em 1978, levantou a questao da caracterizacao dos grafos
que possuem um determinado nimero de autovalores principais. No teorema a
seguir, apresentamos a caracterizagao de HAGOS [4] para grafos com exatamente k

autovalores principais.

Teorema 3.10 (HAGOS [4]) O posto da matriz cadeia de um grafo G € igual ao

numero de seus autovalores principais.

Demonstragao. Seja G um grafo de ordem n que possui s autovalores principais.
Suponhamos que MainSpec(G) = { i, My, -, A} € Main(G) = Span(Ms),
onde My = {vy,, Vi, ..., Vi, }.
Como ) € Main(G) segue que existem nimeros reais ¢y, ¢a, . . ., ¢ tais que ) =

> iy CiVe,. Assim,
Alg =577 ci(\,;)'vy, para todo £ > 0.

Portanto, Span(j, Aj,..., A" '9) C Main(G) e o posto da matriz cadeia de G é
menor ou igual a s.

Agora, vamos mostrar que o posto da matriz cadeia de G é maior ou igual a
s. Para isso vamos verificar que as colunas 7, A7,..., A*~!9 formam um conjunto
linearmente independente.

Sejam ki, ko, ..., ks reais tais que

> kAT =o0. (3.4)
j=1

T
Assim, (Z§:1 ijj*1j> v;, = 0Tv,, = 0 para todo i € {1,2,...,s}. Porém,
S T S

(Z ijjl.]> Vi, = Z k]']T<Aj71)TVt¢

P =1
- Z kjjT<)‘t¢)j_1vti

j=1
= ]Tvti Z kj(Atz’ )j—l’

j=1
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para todo i € {1,2,...,s}. Como jTv;, # 0 para todo i € {1,2,...,s} segue que

ij()\ti)j’l =0 paratodo i€ {1,2,...,s}. (3.5)

j=1

Considerando a matriz quadrada V' = (v;;) de ordem s tal que v;; = (A, )’ ", temos

que o seu determinante é dado por [ ., (A, =X, ). Como os autovalores principais de

q>r<
G sao distintos entao o determinante de V' é nao nulo. Deste modo, a equacao (3.5)
implica em k; = 0 para todo j € {1,2,...,s}. Portanto, 7, Aj,..., A*"!) sdo line-
armente independentes e o posto da matriz cadeia de G é s.

0

Para exemplificar o Teorema B.10 retornaremos ao caminho Ps da Figura 24 A

matriz de adjacéncia e matriz cadeia sao respectivamente dadas por:

01 00O 112 3
10100 1 2 36
A=101 01 0]leW=1]12 4 6 12
00101 1 2 36
000T1O0 1123

O posto de W é 3 e o espectro de Ps é Spec(Ps) = {—v/3,—1,0,1,/3}, sendo
que —v/3,0 e v/3 sdo os autovalores principais de Ps.

Teorema 3.11 (HAGOS [4]) Seja G um grafo de ordem n tal que vy, Viy, ..., Vy

formam uma base ortonormal dos autovetores associados aos autovalores principais

S

A1y Mgy - -5 Aty TESpectivamente. Seja E = (e;;) a matriz quadrada de ordem s tal
que eij = )7V, ) vy, Se M = E— T —diag(M,, Ay, - .., M) entdo os autovalores de
M sdo precisamente os autovalores principais de G. Além disso, se v = (v;) é um
autovetor associado a um autovalor A de M entao Zj.:l vV, € um autovetor de G

associado ao autovalor \.

3.1 Conjuntos (k,7)-regulares

Um subconjunto C' de vértices de um grafo G é dito ser (k, T)-regular quando
C induz um subgrafo k-regular, tal que todo vértice que nao estda em C possui 7
vizinhos em C. Para mais detalhes consulte [39], [40] e [41]. O grafo G da FiguraB.3]
possui o conjunto (2,2)-regular S; = {1,2,3,4,5,6} e o conjunto (0,2)-regular
S, = {7,8,9,10,11, 12}
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Figura 3.3: Conjuntos (2, 2)-regular e (0, 2)-regular

De fato, S; induz o ciclo C e os vértices que nao estao em S; sao adjacentes a
exatamente dois vértices no ciclo. Por exemplo, o vértice 7 é adjacente aos vértices
1 e 2, enquanto que o vértice 11 é adjacente aos vértices 5 e 6. Por outro lado,
S5 induz o grafo O-regular 6K e os vértices que nao estao em Sy sao adjacentes a
exatamente dois vértices em S;. Como exemplo temos o vértice 4 que é adjacente
aos vértices 9 e 10, enquanto que o vértice 1 é adjacente aos vértices 7 e 8.

Dado um subconjunto S de vértices de um grafo GG, chama-se vetor caracteristico
Xg de S, o n-vetor coluna que possui a i-ésima entrada x; = 1,se 7 € S, e x; =0,
em caso contrario.

Os resultados a seguir relacionam autovalores principais e nao principais de um

grafo com os conjuntos (k, 7)-regulares deste grafo.

Teorema 3.12 (CARDOSO et al. [39]) Seja G = (V, E) um grafo e S um sub-
congunto (k,7)-reqular de vértices de G, k>0 e 1 > 0.

Sejam X\ um autovalor de G e Xg o vetor caracteristico de S. Tem-se:

(i) A € um autovalor ndo principal se e somente se uma das sequintes condigoes

¢ verdadeira: ou A\ =k — 7 ou xg € (Eq(\))*;

(ii) Sev é um autovetor associado a um autovalor principal X de G entio v xg # 0

T
M +k, onde S = V\S.

e)\:TVTX
S

Corolario 3.13 (CARDOSO et al. [39]) Sejam inteirosk >0et > 0. Sek—7

¢ um autovalor principal de um grafo G entdao G nao tem um conjunto (k, T)-regular.

Para qualquer grafo G de ordem n, se v € R" entao v pode ser decomposto como
v=g+q, onde g € Main(G) e q € (Main(G))*.

Proposicao 3.14 (CARDOSO et al. [40]) Seja G = (V, E) um grafo cujos au-
tovalores principais sGo Ay, Ay, -+ -y M. Seja {Vi,, Vig, ..., Vi, } uma base ortonor-
mal de Main(G). Considere um conjunto (k,T)-reqular S C V', com T > 0, onde

seu vetor caracteristico xg € decomposto como Xg = g + q, onde g € Main(G) e
q € (Main(G))*.
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(i) Se k — 7 ¢ Spec(Q) entioq=0 exs=71(A— (k—71)[)"19;

T
(ii) Se k — T € Spec(GQ) entio q € Eg(k—T) eg=> TLV,,.
g M, —(k—1) "

3

Seja {Vvy,, Vi, ..., Vs, } uma base ortonormal de autovetores associados aos res-

pectivos autovalores principais Ay, A, ..., Ay, de G, que nao sao ortogonais a J.

T
Vi,
Se k — 7 nao é um autovalor principal de G, o vetor g = > 7, 7’%
. —(k—1

7

Vi, é

denominado vetor (k, T)-paramétrico de G, veja [40].

Coroléario 3.15 (CARDOSO et al. [40]) Seja G = (V, E) um grafo com s au-
tovalores principais. Para os numeros inteiros k > 0 e 7 > 0, se nao existe um
vetor (k, T)-paramétrico g que € o vetor caracteristico de um conjunto (k,T)-reqular

S CV entdo uma das sequintes afirmacoes é verdadeira:

(i) nao existe tal subconjunto de vértices S;

(i) k — 7 nao é um autovalor principal de G. Além disso, existem q € Eg(N) e

um vetor (k,T)-paramétrico g € Main(G) tais que xg = g+ q.

Lema 3.16 (SCIRIHA e CARDOSO [41]) Seja G um grafo de ordem n. Se S

¢ um congunto (k, T)-reqular com vetor caracteristico xg entio Axg = (k—7)xg+7).

Um grafo é dito singular se possui 0 como autovalor. A existéncia de conjuntos
(k, k)-regulares em um grafo singular nos permite verificar, através da estrutura do

grafo, se 0 é um autovalor nao principal.

Proposicao 3.17 (SCIRIHA e CARDOSO [41]) Se G ¢ um grafo singular
com n vértices e se, para algum k > 0, G possui um conjunto (k, k)-reqular entdo

zero € um autovalor nao principal.

Demonstragao. Seja G um grafo singular que possui um subconjunto de vértices
(k, k)-regular, onde k > 0.

Pelo Lema B.16] se xg é o vetor caracteristico do conjunto (k, k)-regular entao
Axg = k7. Se v é um autovetor associado ao autovalor 0 entao (Av)? = 0. Assim,
vIATxg = 0 e, portanto, vl Axg = 0. Como Axg = k) segue que v kj = 0. Logo,
zero é um autovalor nao principal de G.

OJ

O grafo da Figura B.3] é um grafo singular e tem um subconjunto de vértices
que é (2,2)-regular. Deste modo, este grafo possui zero como um autovalor nao
principal. Outro exemplo é o caminho Pg. Este é um grafo singular em que o zero
é um autovalor nao principal, porém nao possui um conjunto de vértices (k,k)-

regular. Isto mostra que o fato de um grafo possuir um conjunto (k, k)-regular é
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uma condi¢ao suficiente mas nao necessaria para que zero seja um autovalor nao

principal.

Corolario 3.18 (SCIRIHA e CARDOSO [41]) Se G possui zero como um au-

tovalor principal entao G' nao possui conjuntos (k, k)-requlares para n >k > 0.

3.2 Grafos harmonicos

Um grafo G = (V, E) é harmédnico (ou (-harménico) se existe um nimero natural
d(u) = ld(v), ou seja, Adg = ldg. Os

grafos harmonicos foram apresentados em [42] e [43].

¢ tal que para todo vértice v € V, 37 no

Os grafos conexos regulares sao exemplos de grafos harmonicos, pois os indices
de tais grafos sao simples e possuem o vetor com todas as coordenadas iguais a 1
como autovetor. Para mais exemplos, exibimos na Figura 3.4 os grafos G| e G5 que

sao 4-harmonico e 3-harmonico, respectivamente.

Ul U2 U3

G1 GQ
Figura 3.4: Grafos 4-harmonico e 3-harmonico

Os graus dos vértices do grafo GGy, da Figura [3.4] sao: 1, 4 ou 13. Selecionamos
os vértices v, uj, ug,us e uy tais que d(v) = 4, d(u;) = 1 para todo i € {1,2,3}
e d(uy) = 13. Assim, E?Zl d(u;) = 4d(v), o que mostra que G; é um grafo 4-

harmoénico. De modo anélogo, mostra-se que G5 é um grafo 3-harmonico.

Para todo natural ¢ > 2, GRUNEWALD [42] definiu a 4rvore 7; como sendo a
drvore obtida de ¢* — £ + 1 estrelas disjuntas K, cujos vértices centrais possuem
um vizinho em comum. Ainda em [42|, Griinewald mostrou que tais drvores sao
as Unicas arvores finitas /-harmonicas e que o Unico grafo conexo 2-harmonico é a
arvore T5. Como exemplos de arvores harmonicas temos o grafo GG; na Figura [3.4]

que é a arvore Ty, e a arvore T, na Figura
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Figura 3.5: Arvore 2-harménica 75

BOROVICANIN et al. [44] mostraram que nenhum grafo conexo irregular
uniciclico ou biciclico pode ser harmoénico e que existem exatamente 4 e 16 gra-

fos conexos, irregulares e harmonicos triciclicos e tetraciclicos, respectivamente.

Seja G um grafo que possui s autovalores principais. O vetor discriminante de
G é definido em [41] por vg = ¢, 9] + ¢cs_3A) + -+ + cgA*72) — A*719, onde os ¢}s
sao os coeficientes do polinomio caracteristico principal de G. A proposicao a seguir

apresenta um critério para que um grafo possua zero como um autovalor principal.

Proposicao 3.19 (SCIRIHA e CARDOSO [41]) Sejam G um grafo nao regu-
lar e vg o vetor discriminante. Tem-se que A\ = 0 € um autovalor principal de G se

e somente se Avg =0 e vg # 0.

A arvore 2-harmonica 75 da Figura possui polinomio caracteristico principal
M(Tz,x) = 2* — 2w, isto é, zero é um dos seus autovalores principais. Com efeito, o
vetor discriminante de 75 é vy, =29 — AJ # 0, onde A é a matriz de adjacéncia de
T3. Como Avg, = 249 — A?) = 0 segue, da Proposi¢aoB.19, que zero é um autovalor
principal de 7Ts.
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Capitulo 4

Grafos com dois autovalores

principais

No Capitulo[] citamos a questdo de CVETKOVIC [3] sobre a caracterizacio dos
grafos com um nimero determinado de autovalores principais. Os grafos regulares
foram caracterizados como os grafos com exatamente um autovalor principal (veja
[32]). Os grafos com dois autovalores principais foram caracterizados em [4] e encon-
tramos diversos resultados relativos a estes grafos em |3], [6], [7], [8], [9], [45] e [46].
Em meio as nossas pesquisas, nos deparamos com os grafos conexos que possuem
todos os autovalores distintos e principais conhecidos por grafos controldaveis, que
foram definidos por CVETKOVIC et al. [47] em 2011. Embora tais grafos nao sejam
objetos de estudo aqui, apresentamos na Figura [4.1] exemplos de grafos controlaveis
e indicamos os artigos [47], [48], [49] e [50], onde o leitor pode encontrar diversos

resultados sobre eles.

Figura 4.1: Grafos controlaveis

Iniciamos este capitulo, apresentando os resultados de HAGOS [4] para grafos
com dois autovalores principais. O autor d4 um critério para que um grafo possua

exatamente dois autovalores principais.

Lema 4.1 (HAGOS [4]) Seja G um grafo de ordem n. Se Ay, Ay, ..., A, $G0 08
autovalores principais distintos de G e P =T[;_ (A — A\, I) entao P7= 0.

Demonstracao. Seja MainSpec(G) = { M\, My, -+, M.} 0 conjunto dos autova-

lores principais distintos de um grafo G.

31



Considere  Main(G) = Span(My), onde My = {vy,ve,,...,vs,} é uma
base ortonormal dos autovetores, nao ortogonais a }, associados aos autovalores
Atys Atyy - - -5 At,, T€Spectivamente.

Como J € Main(G) segue que existem reais ¢y, ca, . . ., ¢; tais que J = 3 7, ¢;vy,.

Assim, se A é a matriz de adjacéncia do grafo G e P =[[;_;(A — A\, I) entdo

S S

Pj = H(A—)\tiI)ZCthj

i=1 j=1
= Z Cj H(A - )‘tiI)th
j=1 =1
= ZCthj H()\tj — )‘tz)
=1 i=1
Como [];_; (A, — At,) = 0 segue que Pj = 0.
U

Note que se G é um grafo desconexo e regular entao o indice tem multiplicidade
maior do que 1. No préximo teorema HAGOS [4] fornece um critério para um grafo,

nao necessariamente conexo, ter exatamente dois autovalores principais.

Teorema 4.2 (HAGOS [4]) Um grafo G possui exatamente dois autovalores prin-

cipais se e somente se existem unicos a,b € Q nao simultaneamente nulos tais que

da(w)—dy(v) |, ) _ dw)da(w)—d(w)dy(v)
d(u)—d(v) d(u)—d(v)

sao dois vértices quaisquer de G com graus distintos.

A%9 —aAj— b7 =0. Neste caso, a =

,ondeu ev

Demonstragao. Suponhamos que G possui dois autovalores principais. Pelo

Lema [4.1] se G' tem exatamente dois autovalores principais Ay, e A, entao
Az.] - <)‘t1 + )‘t2)A.] + (>\t1)\t2)] =0.

Como G possui dois autovalores principais temos que ele é nao regular. Dados

u e v vértices de G com graus distintos temos que

dg(U) — ()\tl + )\tQ)d<U) + )\tl)\tg =0 e d2<’U) — ()\tl + )\tQ)d<’U) + )\tl )\tg =0.

Assim,
- day(u) — da(v) e A — d(v)ds(u) — d(u)dy(v)
nE T () — d(v) it d(u) — d(v) ’
ou seja, existem a = % e b= d(”)dzgg:ﬁz)ﬂm) nao simultaneamente nulos

tais que A%2) —aA)+b)=0.
Reciprocamente, se A2)—aAj+b) = 0, onde a = d;gzg:g%;’) eb= d(”)digzgiigzng(v)
com d(u) # d(v), ou seja, a terceira coluna da matriz cadeia é escrita como com-

binacao linear das duas primeiras colunas, entao o posto da matriz cadeia de G é
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menor ou igual a 2. Do Teorema [3.10, G possui no maximo dois autovalores princi-
pais. Como d(u) # d(v) segue que G nao é um grafo regular e, portanto, G' possui
exatamente dois autovalores principais.

O

Como exemplo de grafos com exatamente dois autovalores principais temos: a

estrela K¢ e o grafo desconexo G, dados na Figura 4.2

5 4
2 5
6 1 3 * I
7 2 1 34
K1,6 G

Figura 4.2: Grafos com 2 autovalores principais

Os autovalores principais de K4 sao V6 e —v6. Para todo i € {1,2,...,7},

d()=ds(2) _ (o p — d@d0)-dd@ _ 30
d)—d2) = d(1)—d(2) = =

6, a equagao A?) — 67 = 0 é satisfeita. Com efeito, a i-ésima entrada de A?) é

tem-se dy(i) = 6. Assim, para a =

exatamente igual a ds(i) = 6. Do mesmo modo, o grafo G possui exatamente dois

autovalores principais, que sao 1 e 2, pois existem unicos a = % =3e
b= MWL _ § gue satisfazem A%) — 347 = 0.

Corolario 4.3 (HAGOS [4]) Os autovalores principais de um grafo com exata-
mente dois autovalores principais sao N, = E¥a—1 “52_4[’ e N, = == V‘;Q_A‘b, onde a e b

sao dados no Teorema[{.2

Demonstracao. Seja G um grafo com exatamente dois autovalores principais, Ay,
e Ag,y-

Pelo Teorema [4.2] a = A\, + A\, € b = Ay Ay, €, portanto, A\, e )y, sao raizes da
equaciao 2 — ax + b = 0. Logo, \;, = %m e N, = %*/T‘lb.

0

Teorema 4.4 (HAGOS [4]) Sejam Ay, Ay, -+ N

tintos de um grafo G com n vértices. Para cada i € {1,2,...,s}, considere

0s autovalores principais dis-

s

S

H (A= X,1), ses#1;

Mi= 9 j2ije

I, ses=1.

Desta forma, M;)/||M;]|| € um autovetor unitdrio correspondente a Ay, .
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Demonstracao. Fixemos i € {1,2,...,s}. Pelo Lema {1, (A — A\, I)M;) = 0.
Logo, basta provar que M;) # 0.

Com efeito, como M, é uma combinacao linear dos vetores linearmente indepen-
dentes 7, Aj,...,A* 17 e G possui exatamente s autovalores principais temos que

pelo menos um dos coeficientes na combinacao linear é diferente de zero.

0

Do Teorema (.4l dado um grafo G com exatamente dois autovalores principais,
podemos encontrar autovetores associados a esses autovalores e que dependem do
nimero de vértices, arestas e do vetor dos graus, dg, de GG. No corolario a seguir,

tais autovetores sao apresentados.

Corolario 4.5 (HAGOS [4]) Seja G um grafo com n vértices e m arestas. Se G
tem exatamente dois autovalores principais Ay, € A\, entao
dg — )\t2] 0 Vo — dg — )\tlj
5 =
\/()\tl - >‘t2)(2m - n)‘t2) \/(Ah - )\tl)(zm - n>‘t1)

sao autovetores normalizados associados a A\, e A, respectivamente.

Vi =

Demonstracao. Seja G um grafo com n vértices e m arestas.

Suponhamos que G possua exatamente dois autovalores principais A, e Ay,. Do
Teorema [L4] M) = (A— A,1)) e My)= (A — A\,I)) sdo autovetores associados
aos autovalores principais Ay, e \;,, respectivamente. Por outro lado, A) = dg entao

podemos reescrever esses autovetores como Mi) =dg — A\,) € Ms) =dg — M\, ).

A norma de My) é ||Myj]| = \/(My19)TM;). Temos

(Myp)"Myy = J7(A= X, D)" (A=A, 1))
= jT(A(A - >‘t2])j - )‘t2(A - )‘t2I)])

Como AM;) = N\, M1 segue que A(A — N\, 1)) = N\, (A — A\, 1)). Deste modo,

1Ml = VIT (A= AD)) = Ao (A= A 1))
= \/()\tl - )‘tQ).]T<A - )\tQI)]>

Por outro lado, 77 Aj = >". ., d(i) = 2m e j*) = n. Portanto,

dG’ - )‘t2j
\/(Ah - )‘t2)(2m - n>‘t2)

vy = ¢ um autovetor associado a A .

dG - )\tlj
\/<)‘t2 - )‘t1)<2m - n)\tl)

é um autovetor

De modo andlogo, mostramos que vy =

associado a Ay,.
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Do Corolério @35, temos que (dg — A, )7 (de — A7) = 0. Como d = 1 57d; segue

dessa ortogonalidade a seguinte proposigao.

Proposigao 4.6 (ROWLINSON [51]) Seja G = (V,E) um grafo com ezata-

mente dois autovalores principais Ay, € A\,. Tem-se que

1 - - —
=2 (d(w) = d)* = (\, —d)(d = X).
ucV
Corolario 4.7 (ROWLINSON [51]) Seja G um grafo conexo com exatamente
dois autovalores principais A, € A,. Se Ny, > Ay, entdo A > Ny, >d >0 > \y,.

Demonstragao. Sejam \;, = A\pax > Ay, 0s Unicos autovalores principais de um
grafo conexo G.

Do Teorema B2, G ndo é um grafo regular. Portanto, d > §. Além disso, do
Teorema ZI8 A > )\, > d. Assim, falta apenas mostrar que § > \,,.

Como G é conexo segue que Ay, possui um autovetor v = (v;) cujas coordenadas
sao positivas. Do Corolario .5l vi = dg — Ay, ) é um autovetor associado a Ay, .

Como A > ), segue que v = av para algum « > 0. Portanto, d > \,.

O

Note que se um grafo conexo G tem exatamente dois autovalores principais Ay,
dG_)‘tQ.]
VOt =Aey) (2m—nAe,)

nao sao ortogonais ao vetor J. De fato, j7(dg — A\, J) =

e A\, entao os seus respectivos autovetores normalizados v =

dG*Atlj
/Oy =iy (2m—nAe; ) -
97 de — 29", Do Corolério T, A, > d = 197dg. Deste modo, 37 (dg — A\, )) =

9Tdg — M, 979 < 0. Por outro lado, como d > ), segue que )7 (dg — \,)) =
Jrde — M, g > 0.

Vo =

Pelo Lema 229 tem-se que dy(v) é a soma dos graus dos vizinhos do vértice v
de um grafo G. HOU e ZHOU [5] definiram um grafo G = (V, E) como 2-cadeia
(a,b)-linear se existem unicos ntimeros racionais a, b tais que dy(v) = ad(v) + b para

todo vértice v € V. Apresentamos a seguir exemplos de tais grafos.

G

Figura 4.3: Grafos 2-cadeia (a, b)-lineares
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Na Figura [13, G; é um grafo 2-cadeia (3, —2)-linear e G5 é um grafo 2-cadeia
(3, —1)-linear. Inicialmente, vamos mostrar que G; é um grafo 2-cadeia (3,—2)-
linear, isto é, da(u) = 3d(u) — 2 para todo vértice u de G;. Temos que d(1) =
d(2) = d(3) = d(4) = 2 e d(5) = d(6) = 1. Assim, dy(l) = ZueNcl(l) d(u) =
d(2) +d(4) =4 =32 — 2. De modo andlogo, obtemos dy(2) = d3(3) = dy(4) =4 e
dy(5) = ds(6) =1=3-1—2. A prova que, G5 é 2-cadeia (3, —1)-linear é anéloga.
Note que todo grafo 2-cadeia (a,b)-linear deve ser irregular. Do Lema [229] se
G é um grafo r-regular entao do(v) = rd(v) = r? para todo vértice v de G, o que
nos dd a = r* e b = 0. Mas, dy(v) também pode ser escrito da seguinte forma

do(v) = 0d(v) 4+ 12, 0 que fornece a = 0 e b = r?, contrariando a unicidade de a e b.

A seguir apresentamos uma prova do resultado de HOU e TTAN [6] que relaciona
os grafos 2-cadeia (a, b)-lineares com a caracterizagao de grafos com exatamente dois

autovalores principais dada por HAGOS [4], no Teorema

Teorema 4.8 (HOU e TIAN [6]) Um grafo G = (V,E) tem exatamente dois
autovalores principais se e somente se existem a e b racionais tais que G € um

grafo 2-cadeia (a,b)-linear. Além disso, os dois autovalores principais de G sdo
\, = a++va?+4b - a—+va?+4b
t1 — 2 € to — .

2
Demonstragao. Suponhamos que G possua exatamente dois autovalores princi-
pais distintos A, e A,. Pelo Teorema [4.2] existem tnicos a e b nao simultaneamente
d(v) —ad(u) — b = 0 para todo
u € V, ou seja, do(u) = ad(u) + b para todo u € V. Logo, G é um grafo 2-cadeia

nulos tais que A?) —aAj)—b) = 0. Assim, ZveNG(u
(a, b)-linear.

Agora, suponhamos que G é um grafo 2-cadeia (a,b)-linear, onde a e b sao
racionais. Temos dy(u) = ad(u) 4+ b para todo u € V.

Pelo Lema 229, ad(u) +b =3,y d(v) para todo u € V, ou seja,

Z d(v) — ad(u) — b = 0 para todo u € V.

UENG )

Desse modo,

A?)—aA)—b)=0 (4.1)

e, portanto, o posto da matriz cadeia de G é menor ou igual a 2. Do Teorema [3.10]
G possui no maximo dois autovalores principais. Como nao é um grafo regular segue
que G possui exatamente dois autovalores principais.

Sejam A, e Ay, os autovalores principais distintos de G. Do Lema K.l temos

Az.] - <)‘t1 + )‘t2)A.] + (>\t1)\t2)] =0. (4'2)
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Igualando as equagoes (A1) e ([A2]), obtemos {a— (A, +Aiy) FAJ+H{b+ (A, \,)}7 = 0.
Pelo Teorema [3.10] o posto da matriz cadeia de G é 2. Assim, as colunas 7 e A) de

W sao linearmente independentes e, portanto, Ay, + A\, = a e A\ A, = —D.

O

O Teorema 4.8 afirma que um grafo 2-cadeia (a, b)-linear é um grafo com exata-
mente dois autovalores principais, os quais podem ser escritos em funcao de a e b.

A proposicao a seguir decorre da Proposicao B.3

Proposigao 4.9 (HOU e TIAN [6]) Se G é um grafo 2-cadeia (a, b)-linear entao

a e b sao inteiros.

Demonstracao. Como G é um grafo 2-cadeia (a,b)-linear segue que G possui
exatamente dois autovalores principais, A\;, e A,. Pela Proposi¢ao B3l M(G,z) =
(x — Ay )(x — Ay) é um polindmio inteiro e, portanto, a e b devem ser nimeros
inteiros.

O

Corolario 4.10 (HOU e TIAN [6]) Se G € um grafo conexo 2-cadeia (a,b)-

linear entao a € um niumero inteiro nao negativo.

Demonstracao. Se G é um grafo 2-cadeia (a,b)-linear entdo, do Teorema (.8

G possui dois autovalores principais distintos A\;, > A, tais que a = A\, + Ay, €
—b =M, M\,

Pela Proposicao 4.9 @ é um numero inteiro. Assim, falta apenas mostrar que

a > 0. Da Proposigao BJ] temos que Ay, é o indice de GG. Assim, do Teorema de

Perron-Frobenius (Teorema [2.6]), como G é um grafo conexo segue que A;, > |Ay,].
Logo, a > 0.

O

Lema 4.11 Seja G = (V, E) um grafo conexo 2-cadeia (a,b)-linear. Se d(u) = 1
para algum u € V' entao d(v) = a + b para todo v € Ng(u).

Demonstragao. Seja G = (V, E) um grafo conexo 2-cadeia (a, b)-linear. Se d(u) =
1 para algum u € V entdo dy(u) = ad(u) +b = a + b. Como o vértice u possui um
tnico vizinho, v, e da(u) = >, c v, ) d(v) entdo d(v) = a +b.

OJ

GRONE e MERRIS [52] caracterizaram as arvores de diametro 3 como aquelas
com exatamente dois vértices nao pendentes e adjacentes entre si, com k folhas ad-

jacentes a um dos vértices e s folhas adjacentes ao outro. Os vértices nao pendentes
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sao os vértices centrais destas arvores e possuem graus k + 1 e s + 1, respectiva-
mente. Tais arvores também sao conhecidas como duplas estrelas e aqui denotadas
por T'(k,s). No caso em que k = s, T'(s, s) é chamada dupla estrela balanceada.

Uma dupla vassoura é uma arvore obtida de uma dupla estrela T'(k,s)
substituindo-se a aresta que liga os dois vértices centrais por um caminho com 7
vértices. As duplas vassouras possuem diametro r + 2. No caso em que r = 1, as
duplas vassouras sao duplas estrelas.

Como visto no Capitulo Bl fixado um nimero natural ¢ maior do que 2, T; é a
drvore harmonica obtida de 2 — ¢+ 1 estrelas disjuntas K _; cujos vértices centrais
possuem um vizinho em comum. HOU e ZHOU [5] identificaram estas como uma das
familia de arvores com exatamente dois autovalores principais. Visto que o artigo

em questao esta escrito em chinés, apresentamos uma demonstragao do resultado.

Teorema 4.12 Uma drvore com n > 3 vértices possui exatamente dois autovalores
principais se e somente se € ou uma estrela, ou uma dupla estrela balanceada ou

uma drvore harmonica T, para £ > 2.

Demonstragao. Seja 1" uma arvore com n > 3 vértices que possui exatamente
dois autovalores principais. Do Teorema L8 T é um grafo 2-cadeia (a, b)-linear.
Tome P = vgv; - - - v, um caminho em 7" com comprimento ¢, onde ¢ é o diametro

de T'. Como vy é uma folha cujo vizinho é v; segue, do Lema .11l que
d(v1) =a+b. (4.3)

Afirmagao 1 Se v € Nr(vy)\{ve} entio d(v) = 1.
Com efeito, se v € Np(v1)\{v2} e d(v) > 2 entdo existe u € Np(v)\{v1}. Logo,
o caminho P’ = wvwy - - - v, tem comprimento £+ 1 em T', contradizendo o fato de T

ter diametro 4.

Como consequéncia da Afirmagao (I,

dy(vr) = Y d(u)=(d(v) = 1) +d(va) =a+b—1+d(vs). (44
u€N7(v1)
Porém, T é 2-cadeia (a, b)-linear entao
dy(vy) = ad(vy) + b= a(a+b) +b. (4.5)

Comparando as equagoes (L4) e (AH), obtemos:

d(vs) =ala+b—1)+1. (4.6)
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Do Corolério 10, @ é um inteiro nao negativo. Em funcao disso, dividiremos a

demonstracao em trés casos.

Caso 1: a =0
Das equagoes (L3) e ([@6]), d(v;) = b e d(ve) = 1. Logo, da Afirmagao [l T é a

estrela K.

Caso 2: a =1
Das equagoes (A3) e (£0), d(v1) = 1+ b e d(vy) =1+ b. Como T é 2-cadeia
(1,b)-linear temos que do(va) = d(ve) + b= (14b) + b =1+ 2b. Assim,

> d(u) = dy(vy) = 1+ 2b. (4.7)

u€ENT(v2)

Como vy € Nr(v2) segue que

Y odw)y= > d(u)+d(v) = du)+ (1+0b).  (4.8)

u€Np(v2) uw€Np(v2)\{v1} uENy(v2)\{v1}

Das equagoes (7)) e (£3]), obtemos
> dw)=(1+2b)— (1+b) =0 (4.9)
ueN (v2)\{v1}

Como d(ve) = 1+ b entdo | Np(va)\{v1}| = b. Assim, da equacao (49]), cada vértice
em Np(vy)\{v1} tem grau 1. Logo, T' é a dupla estrela balanceada T'(b,b).

Caso 3: a > 2.
Pela equagao (43)), d(v1) = a + b > 2. Assim, da equacao (4.0]), segue que

d(vs) = ala+b)+1—a

v
Q@ 2
—~ —~ —~

_ 2

+ +

S| o
=
L

—

—

AV,
DO
IS
_I_
S8
|
=

a+b+(a+b—2)
a+b.

v

Logo,
d(ve) > a+b. (4.10)

Afirmagao 2 Se v € Nr(ve)\{vs} entdo d(u) =1 para todo u € Np(v)\{vs2}.

Com efeito, seja v € Np(ve)\{vs}. Do LemaldIT] se d(v) = 1 entdo d(ve) = a+b,
o que contradiz a desigualdade (£I0). Logo, d(v) > 2.
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Suponhamos que existe u € Nr(v)\{v2} tal que d(u) > 2. Entao existe
w € Nr(u)\{v} tal que P’ = wuvvy---vy é um caminho em 7T e possui compri-
mento ¢ 4+ 1, o que contradiz o fato de ¢ ser o diametro de T. Logo, d(u) = 1 para

todo u € Np(v)\{ve}.
Se v € Nr(ve)\{vs} entdo, do Lema [A.11le da Afirmacao 2, d(v) = a + b. Logo,

do(va) = D d(u) = (d(vz) — 1)(a+b) + d(vs). (4.11)

uENT(v2)

Porém, T é 2-cadeia (a, b)-linear entao
dg(’l}g) = (ld(’l}g) + b. (412)

Das equacoes ([4.6), ({.11)) e (4.12)), obtemos:
divs) =a+b2—d(v))=a+b+ab(l—a—-b=(1—ab)(a+b—1)+1. (4.13)

Afirmagao 3 Se a > 2 entao b= 0.
Suponhamos que b > 0.

Pela Proposicao 4.9 b é um ntmero inteiro entao b > 1. Neste caso, ab > 2 entao
1 —ab < —1. Logo, pela equacao (£I3),

dlv3) < =1l(a+b—-1)+1=—-a—-b+2<0,
o que contradiz d(vs) > 0.

Afirmagao 4 Seb < —1 ewv € Np(vs)\{vs} entio d(v) = d(vs).
Como b < —1 segue que —ab > 0. Pelas equagdes (@3] e ([AI3]) temos que

d(vs) = (a+b) —abla+b) +ab> (a+b) —ab-1+ab=a+b.

Logo, pelo Lema MIIl w3 ndo possui folhas, ou seja, d(v) # 1 para todo
v € Np(vs)\{v4}.

Por outro lado, como —b > 1 entao a(—b) > a, isto é, 1 — ab > a. Assim, pelas

equacgoes (£6]) e (413) temos
divs) = (1—ab)(a+b—-1)+1>ala+b—1)+1=d(vy). (4.14)

Suponhamos que existe w € Np(vs)\{vs} tal que d(y) = 1 para todo
y € Np(w)\{vs}. Pelo Lema BEII, d(w) = a + b. Visto que dy(w)
= D ueNp(w)\fvs} A1) + d(vs) € da(w) = ad(w) + b segue que (d(w) — 1) + d(vs) =
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a(a + b) +b. Logo,
d(vs) =ala+b—1)+1=d(vy),

o que contradiz a desigualdade (£14).

Dado w € Nr(v3)\{vs}, temos que se v € Nyp(w)\{vs} entdo d(u) = 1 para todo
u € Nr(v)\{w}. Logo, d(w) = d(ve) para todo w € Np(vs)\{vs}, concluindo a
afirmacao.

Da Afirmacao [,

Z d(u) = d(u) +d(vy) = (d(v3) — 1)d(ve) + d(vs). (4.15)
u€ENT(v3) u€NT(v3)\{va}
Como d(ve) —a = ala+b—2)+1>1 e dy(vs) = ad(vs) + b segue, da equagao

[E13), que

d(va) = D uenpwn) A1) = d(v2)(d(vs) = 1)
ad(vs) + b — d(va)d(vs) + d(ve)
d(vs)(a — d(v2)) + b+ d(vs)

< —d(v3) + b+ d(vg) <0,

o que contradiz d(vs) > 0, concluindo a demonstracao da Afirmagao

Da Afirmagao B e das equagbes (4.6) e ([LI3) segue que d(vs) = a e d(vy) =
a®> + 1 — a. Pela Afirmacdo B todos os vizinhos de vy, com excecao de vs, sao
vizinhos de folhas e, portanto, possuem grau a.

Agora, vamos analisar os vizinhos de wv3. Se v € Nr(vz) — {v2} entédo
a-a= ZueNT(va)_{m} d(u)) +a® —a+ 1, ou seja, ZueNT(va)\{m} d(u) = a— 1.

Como v3 ¢ adjacente a exatamente a — 1 vértices distintos de v, segue que o grau
de cada um desses vértices deve ser 1. Logo, T é a arvore harmonica 7.
O

O proéximo resultado explicita os valores de a e b para as arvores 2-cadeia (a, b)-

lineares.

Corolario 4.13 Seja T uma drvore 2-cadeia (a,b)-linear com n vértices.

(i) Se T é uma estrela entdo a =0 eb=mn—1;

(i) Se T € uma dupla-estrela balanceada entdo a =1 e b= "2;

(iii) Se T é uma drvore harménica T, entdo a =€ e b= 0.
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DRESS e GUTMAN J43] mostraram que todo grafo 2-cadeia (0, b)-linear é bipar-
tido semirregular. Em [6], HOU e TIAN provaram que se G é 2-cadeia (0, b)-linear
e tem no minimo um vértice pendente entao GG é uma estrela. Nesse mesmo artigo,
os autores também apresentaram os grafos C* com n,k > 0 (Secao 2.1]), como os
tnicos grafos uniciclicos com exatamente dois autovalores principais. Porém, em [§],
HOU et al. mostraram que os resultados de [6] valiam apenas para grafos 2-cadeia
(a,b)-lineares tais que b > 0. Portanto, os grafos C* sdo os tinicos grafos uniciclicos

2-cadeia (a, b)-lineares para b > 0.

Os resultados de HOU e TIAN [6] foram usados em [7], [9] e [45] para deter-
minar os grafos uniciclicos, biciclicos e triciclicos com exatamente dois autovalores
principais. Porém, as listas dos grafos biciclicos e triciclicos estavam, na verdade, in-
completas. No teorema a seguir, HOU et al. [8] completa a lista dos grafos biciclicos
2-cadeia (a, b)-lineares (b > 0) apresentada em [7], com a inclusdo dos grafos Gy e
G11 (ver Figura[d4]), que tém b < 0.

Teorema 4.14 Um grafo biciclico com exatamente dois autovalores principais deve

ser um dos grafos apresentados na Figura[{.4.

WA oA <

5

JF““L%

Figura 4.4: Grafos biciclicos 2-cadeia (a, b)-lineares

Wz’éi

GQ 11

Os grafos triciclicos 2-cadeia (a, b)-lineares com b > 0 foram encontrados por SHI
[45]. Para o caso b < 0 os grafos triciclicos 2-cadeia (a, b)-lineares foram determina-
dos por HOU et al. [§].

Teorema 4.15 (HOU et al. [8]) Um grafo triciclico com exatamente dois auto-

valores principais deve ser um dos grafos indicados nas Figuras[{.5 e[4.6]
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Figura 4.5: Grafos triciclicos 2-cadeia (a, b)-lineares com b > 0

PR

)-linear

H,: H,: (3, —1)-linear

H, :(3,—1)-linear H,:(3,—1)-linear

Figura 4.6: Grafos triciclicos 2-cadeia (a, b)-lineares com b < 0

Antes de finalizarmos este capitulo, apresentamos resultados que caracterizam
duas familias de grafos que possuem exatamente dois autovalores principais: os

grafos harmonicos nao regulares e os grafos bipartidos semirregulares.

Se G é um grafo /-harmonico entao ¢ satisfaz a equagao Adg = ldg, a qual pode
ser escrita como (A% — ¢A)J = 0. Vimos, na Secao B2 que os grafos regulares sio
grafos harmonicos e neste caso, possuem um tUnico autovalor principal. Por outro
lado, se G é um grafo ¢-harmonico e nao regular entdo A) #0e (A—/¢1))# 0. A
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proposicao a seguir caracteriza os grafos harmonicos e nao regulares.

Proposicao 4.16 (NIKIFOROV [46]) Se G é um grafo conexo nao-trivial com
indice Ay entao G é harmonico e nao reqular se e somente se os autovalores princi-

pais de G sao A1 e 0.

Seja G um grafo conexo harmonico nao regular com n vértices e m arestas.

s = da—X\ ~ .
1 9 = 71] sao autovetores normahzados

I elO COI'Olarlo !lﬁ Vv de e V g \Y

VA12m A/ A2 —2mA;

associados aos respectivos autovalores principais A; e 0 de G, os quais nao sao

ortogonais a J.

As duplas estrelas balanceadas sao exemplos de grafos bipartidos com exatamente
dois autovalores principais, onde A; é um autovalor principal e o seu simétrico —\;
é nao principal. Os proximos resultados caracterizam os grafos bipartidos semirre-
gulares como os unicos grafos cujo espectro principal é constituido pelo indice do

grafo e o seu simétrico.

Proposigao 4.17 (ROWLINSON [51]) Se os autovalores principais de G sao

e —\ entao G € um grafo bipartido e \ € o seu indice.

Proposicao 4.18 (ROWLINSON [51]) Seja G um grafo conexo nao trivial com
indice \y. Um grafo G € bipartido semirreqular se e somente se 0s unicos autovalores

principais de G sao A1 e —A1.

Note ainda que dado um grafo conexo bipartido semirregular com indice Ay,
dg+)\1] dgf)q]

temos que v = ————==~%— e VvV, = ————=—— 530 autovetores normalizados
\/ 2)\1(2m+n)\1) A/ 72)\1(2m7n)\1)

nao ortogonais a J associados aos respectivos autovalores principais \; e —\; de G.

Na Figura .7 apresentamos o grafo bipartido semirregular G' com grau minimo

2 e grau maximo 4.

G

Figura 4.7: Grafo bipartido semirregular

O espectro de G é formado pelos autovalores simples 2v/2 e —21/2, pelo autovalor
0 com multiplicidade 3 e pelos autovalores v/2 ¢ —v/2 ambos com multiplicidade
2. Pela Proposicao I8 temos que os tnicos autovalores principais de G sdo 2v/2 e
—2v/2, onde vi = ——2—(dg + 2V/2 = —L(dg —2v?2)) sa
V2, onde v, \/m(G+ V2)) e v \/m(g V/29) sdo seus

respectivos autovetores nao ortogonais a .
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Capitulo 5

Autovalores principais de alguns

grafos e seus complementares

CARDOSO e PINHEIRO [10] se basearam em programagao convexa quadratica
para apresentar novos limitantes superiores espectrais para a ordem dos subgra-
fos induzidos k-regulares de tamanho méaximo. Eles também apresentaram alguns

experimentos computacionais que os levaram a propor as seguintes questoes:

(Q1) verificar a existéncia de grafos G tais que G tenha um autovalor principal A
que satisfaca a desigualdade —1 — \,(G) < X < A\ (G);

(Q2) caracterizar os grafos conexos G de ordem n tais que —1—\,(G) é um autovalor

principal de G;

(Q3) caracterizar os grafos conexos para os quais o menor autovalor seja nao prin-

cipal.

A questao (Q1) decorre diretamente do lema a seguir e na tentativa de resolver

as duas seguintes (Q2) e (Q3) obtivemos alguns resultados que estao aqui provados.

Aplicando as Desigualdades de Weyl(Teorema [2.7)), o Lema BTl relaciona o menor

autovalor de um grafo G com o maior e o segundo maior autovalores de G.

Lema 5.1 (CVETKOVIC et al. [11]) Se G é um grafo de ordem n entdo

X(G) < —1— (@) < M (T).

Demonstragao. Observando-se que A(G) + A(G) = A(K,), segue da primeira
desigualdade do Teorema 27 que \,(G) + Xa2(G) < Ao(K,). Como Ay(K,) = —1
temos que

A (G) < =1 — M\ (G). (5.1)
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Por outro lado, da segunda desigualdade do Teorema 2.7 tem-se

M (KR) < A(G) + M (G). Como A\, (K,) = —1 segue que
—1 = M(G) < M (G). (5.2)

Das inequacoes (B.1)) e (B.2]), tem-se
X2(G) < =1 = X (G) < Mi(G).

O

O teorema a seguir responde (negativamente) a primeira questao em aberto (Q1).

Teorema 5.2 Se G € um grafo de ordem n entdo G ndo possui um autovalor \ tal
que —1 — X\ (G) < X < M (G).

Demonstragao. Do Lema 5.1} tem-se \y(G) < —1 — A\, (G) < A (G).

Se —1 — A\,(G) for um autovalor de G entdo ou —1 — \,(G) = M\ (G), ou
—1 — M(G) = X(G). Logo, G nao possui um autovalor principal A que satisfaca
—1 =X (G) < X < M (G).

0

A partir de agora, nos propomos a investigar a segunda questdo (Q2).
Dado A,(G) o menor autovalor de um grafo conexo G com n vértices, ini-

cilamos nossa investigacao analisando quando —1 — A\,(G) é um autovalor do

complementar de G. A partir do Lema [B.]] temos dois casos: (a) \(G) =

—1 = X.(G) e (b) Aa(G) = =1 — A\, (G).

No caso (a), temos que —1 — \,(G) = A (G) é um autovalor principal de G
(Proposicao B.1)). Além disso, o Teorema [3.5 garante que A\,(G) é um autovalor nao
principal, pois A\,(G) = —1 — (=1 — A\,(G)). Assim, em relagdo a igualdade (a),

estabelecemos o seguinte teorema.

Teorema 5.3 Seja G um grafo de ordem n. Tem-se: A\ (G) = —1 — \,(G) se e

somente se \,(G) € um autovalor nao principal e A\1(G) possui multiplicidade maior

do que 1.

Demonstracao. Se A\ (G) = —1— \,(G) entao \,(G) é um autovalor nao princi-
pal. Do Teorema B.7], —1 — A\,,(G) tem um autovetor v; tal que vi € E¢(A\,(G)) e

9Tv1 = 0. Por outro lado, existe um autovetor v, associado a A;(G) tal que )7vy # 0

(Teorema 2.24). Do Teorema B9, Ec(M\.(G)) C E5(M(G)). Deste modo, vy e vy sdo

linearmente independentes em E5(\(G)), isto é, a multiplicidade de A;(G) é maior

do que 1. Reciprocamente, se A,(G) é nao principal entdao —1 — A\, (G) € Spec(G)
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(Teorema[3.7). Como a multiplicidade de A;(G) é maior do que 1 segue, do Lema[5.1]

que A\ (G) = —1 = X\, (G).
U

Corolério 5.4 Seja G um grafo com n vértices. Se \(G) = —1 — M\, (G) entio G

¢ um grafo desconexo com pelo menos duas componentes que possuem A\ (G) como

autovalor.

Demonstragao. De fato, do Teorema [5.3) \;(G) possui multiplicidade maior do
que 1. Do Teorema 224, G é desconexo e, portanto, possui pelo menos duas com-

ponentes que tém A;(G) como autovalor.
0

No Teorema[5.0] apresentamos uma condi¢ao necesséria e suficiente para Ao (G) =

—1 — X\ (G) (caso (b)), quando A2 (G) < A\ (G).

Teorema 5.5 Seja G um grafo com n vértices. Tem-se: Ao(G) = —1 — A\, (G) <

M(G) se e somente se A\,(G) € um autovalor ndo principal de G ou um autovalor

principal de G com multiplicidade maior do que 1 e \{(G) é simples

Demonstragao. Do Teorema B.7, M\o(G) = —1 — \,(G) implica em \,(G) ser ou
um autovalor nao principal de G, ou um autovalor principal com multiplicidade
maior do que 1. Como Ay (G) < A (G) segue que o indice de G ¢é simples. Reciproca-
mente, se A\, (G) é um autovalor nao principal de G ou um autovalor principal de G

com multiplicidade maior do que 1 entdo, do Teorema 3.7, —1 — A\, (G) € Spec(G).

Como A (G) é simples segue, do Lema 5.1 que A\o(G) = —1 — A\, (G).
U

Do Lema [5.1l e dos Teoremas [5.3] e 5.5 podemos concluir que —1 — A,(G) é um
autovalor de G se e somente se A\y(G) = —1 — \,(G). O resultado a seguir é uma

consequeéncia direta de tal fato.

Corolario 5.6 Seja G um grafo com n vértices. Tem-se: M\o(G) = —1 =\, (G) se e
somente se \,(G) € ou um autovalor ndo principal de G ou um autovalor principal

de G com multiplicidade maior do que 1.

Demonstracao. De fato, A\2(G) = —1 — A\,(G) se e somente se —1 — \,(G) é um
autovalor de G. Do Teorema 3.7 \,(G) é ou um autovalor nao principal de G, ou

um autovalor principal com multiplicidade maior do que 1.
O

O préximo resultado, outra contribuicao nossa, caracteriza os grafos conexos bi-

partidos que satisfazem A\ (G) = —1 — \,,(G), ou seja, apresentamos uma subfamilia

dos grafos conexos bipartidos em que —1 — \,(G) é um autovalor principal de G.
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Teorema 5.7 Seja G um grafo conexo bipartido de ordem n. Tem-se que A (G) =

—1 — M\, (G) se e somente se G é um grafo bipartido completo e balanceado.

Demonstragao. Seja G um grafo conexo bipartido de ordem n.

Suponhamos que A\, (G) = —1—\,(G). Inicialmente, provamos que G' é um grafo
bipartido completo.

Do Corolario [£.4], temos que G é um grafo desconexo que possui pelo menos
duas componentes tendo A;(G) como autovalor. Como G é bipartido segue que G
possui exatamente duas componentes que sao grafos completos e como A;(G) possui
multiplicidade maior do que 1 temos que k = s.

Suponhamos que G um grafo bipartido completo e balanceado K ;. Neste caso,
G = K—ss é um grafo desconexo com duas componentes que sao grafos completos e

cada componente possui s vértices. Assim,

M(G)=—Vs-s=—s e \N(G)=s—1.

Logo, \(G) = =\, (G) — 1.
UJ

O corolario a seguir mostra que todo grafo de ordem n bipartido completo e

balanceado G possui —1 — \,,(G) como autovalor principal de G.

Corolario 5.8 Se G ¢ um grafo bipartido completo e balanceado de ordem n entdo

—1 — M\(G) € um autovalor principal de G.

Demonstragao. De fato, \(G) = —1 — \,(G) e, portanto,—1 — \,(G) é um
autovalor principal de G.
O

No préximo teorema, apresentamos condigdes para que —1 — A\,(G) seja um

autovalor nao principal do complementar de um grafo GG conexo de ordem n.

Teorema 5.9 Seja G um grafo conexo de ordem n tal que —1 — X\, (G) = Xo(G) <

M (G).

(i) Se \p(G) € um autovalor ndo principal e possui a mesma multiplicidade de
Ao (G) entdo —1 — N\, (G) é um autovalor nao principal de G.

(ii) Se Ao(G) é um autovalor simples entao —1 — \,(G) € um autovalor nao prin-
cipal de G.

Demonstragao. Seja G um grafo conexo de ordem n tal que —1 — \,(G) =

)\2(G> < )\1 (G) .
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(i) Suponhamos que A,(G) é um autovalor nao principal e possui a mesma multi-

plicidade de A2(G).
Seja v € Eq(M(G)). Como A(G) = J — I — A(G) segue que

AG)v = Jv—1Iv—AG)v
= Jv+(—=1-=X\(G))v.
Visto que A,(G) ¢é nao principal temos que v'j) = 0. E, portanto,

A(G)v = (=1 = \(G))v. Logo, os autovetores de \,(G) sdo também autovetores

de X2(G). Como A\y(G) possui a mesma multiplicidade de A, (G) temos que todos

0s seus autovetores sdo também ortogonais a ). Deste modo, A\o(G) = —1 — A, (G)

¢ um autovalor nao principal de G.

(ii) Suponhamos que A\y(G) é um autovalor simples.

Do Teorema B.7, como Mo(G) = —1 — )\, (G) segue que existe um autovetor v
associado a A\y(G) tal que vI') = 0. Como A\y(G) é simples segue que —1 — \,(G) é
um autovalor nio principal de G.

0

Note que o Teorema 5.9 também pode ser demonstrado utilizando o Teorema [3.9]
Na sequéncia, apresentamos os resultados que obtivemos durante a tentativa de
resolver a terceira questdo em aberto (Q3): caracterizar os grafos conexos para os
quais o menor autovalor seja nao principal.

Entre os exemplos de familias de grafos com o menor autovalor nao principal
temos os grafos conexos harmonicos, dentre os quais estao os grafos regulares (Segao
B2). Note que os grafos regulares possuem o seu indice como o tnico autovalor
principal (Teorema B1]), enquanto que os grafos conexos harménicos e nao regula-

res possuem exatamente dois autovalores principais: o seu indice e o autovalor 0
(Proposigao ELTI6]).
O resultado a seguir nos d4 uma condic¢ao necessaria e suficiente para que o menor

autovalor de um grafo conexo seja nao principal, quando tal autovalor é simples.

Teorema 5.10 Seja G um grafo conexo de ordem n tal que \,(G) € um autovalor

simples. Tem-se que \o(G) = —1 — A\, (G) se e somente se A\,(G) € um autovalor

nao principal.

Demonstragao. Seja G um grafo conexo de ordem n cujo menor autovalor A, (G)
¢ um autovalor simples.

Suponhamos que A\y(G) = —1 — \,(G). Do Corolario 5.6, \,(G) é ou um au-
tovalor nao principal de G, ou um autovalor principal com multiplicidade maior do

que 1. Como A\, (G) é um autovalor simples segue que \,(G) é ndo principal.
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Por outro lado, se A,(G) é um autovalor nao principal de G entao, do Teo-
rema 3.7 —1 — \,(G) é um autovalor de G.
O

Como o indice de um grafo conexo bipartido G é um autovalor simples e A, (G) =
—A1(G) segue, do Teorema 219, que A,(G) também é um autovalor simples. O

corolario a seguir decorre de tal fato.

Corolério 5.11 Seja G um grafo conexo bipartido de ordem n. Entio M\(G) =

—1 — M\ (G) se e somente se \,(G) ndo é um autovalor principal.

Agora, analisaremos duas subfamilias de grafos bipartidos: os caminhos e as
arvores de diametro 3. Para provar que o menor autovalor de um caminho P, é nao

principal se e somente se n ¢ um nimero par, precisamos reaver os lemas a seguir.

Lema 5.12 (DO CARMO et al. [53]) Sejam a, r reais e n um inteiro nao ne-
= cos (a— %) —cos (a+nr+1%)

gativo. Tem-se: Z sen(a + ir) = 5 (r)
sen (%

1=0

Demonstragao. Provaremos por inducao sobre n > 0 que

" cos(a—%)—cos(a+nr+%)

sen(a +ir) = - (5.3)
— 2sen (5)

A equagao (5.3) é verdadeira para n = 0. De fato,

, , —2sen —a_%+a+%)sen(—a_%_a_%)
cos(a—i)—cos(a+§) B 2 2

2sen (g) B 2sen (g)

_ —2sen (a) sen (5F) _ sen(a).
2sen (%)

Suponhamos que a equagao (B.3]) é verdadeira para um inteiro nao negativo n.

Escrevamos Z?jol sen(a+ir) = Y. sen(a+ir)+sen(a+ (n+1)r). Por hiptese,

n+1 _ry _ r
Z sen(a +ir) = cos (a 2)256:10?5()& o+ y) +sen(a+ (n+ 1)r)
i=0 2
_ cos (a—1%) —cos(a+nr+1%) N 2sen(a + (n+ 1)r)sen (%)
2sen (%) 2sen (%) '

Como cos (a + (n+ 1)r + L) = cos (a + (n+ 1)r) cos (5) —sen (a + (n + 1)r) sen (%)
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temos que

2sen(a + (n+ 1)r)sen (g) = sen(a+ (n+ 1)r)sen (g) + cos (a + (n + 1)r) cos (g

— cos <a+(n+1)r+g>

= cos<a+(n+1)r—g> —Cos(a+(n+1)r+g>

r T
= COS<a+nr—|—§) —cos(a+(n—|—1)r—|—§).

cos(a—%)—cos(a+(n+1)r+=
Logo, 32" sen(a + ir) = (a-3) (a+( Jr+3) . Estabelecendo, as-
2sen (%)
sim, o resultado para todo n inteiro nao negativo.

O

Lema 5.13 (DO CARMO et al. [53]) Sejam x,a € R. Tem-se cos(x) = cos(a)
se e somente se ou x = a + 2km para algum k € Z, ou x = —a + 2km para algum

ke Z.

Proposicao 5.14 Seja o, o menor autovalor do caminho P,. FEntao o, € um

autovalor nao principal se e somente se n € um numero par.

Demonstracao. Suponhamos que «, é um autovalor nao principal do caminho

P,. Do Teorema 2.2T], «v,, possui um autovetor dado por

Wm”:(%“Q;TD) %“fob) ”'*”Q;Tb))T'

Seja S = Y I ,sen (&i’h) a soma das coordenadas do autovetor w™. Do

LemaBbI2 sea=0er =

entao

n

—nm _ n27T i nm
o cos (a —§) —cos (a+nr+3%) o8 2(n+1) o8 (n+1)  2(n+1)

2o (3 o

n+1)

Consequentemente, a,, é nao principal se e somente se

C“<ﬂ§§5):““Q;?n+m;in)'

n’m nm nm
Pelo L ta- li : = 2k
elo Lema [B.13] resta-nos analisar os casos n—|—1+2(n+1) 2(n—|—1)+ 0
2 _
para algum k € Z, e nr + o nr + 2km para algum k € Z

n+l 2n+1) 2n+1)
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nm nmw nw

10 caso: - %, k € Z
s T ) 2y T

Nas condigoes acima, 2n?r +nm = nw + 2km(2(n +1)). Logo, 2n? —4k(n+1)=0e
n? — 2kn — 2k = 0. (5.4)

As raizes da equagao (0.4) sd@o k+\/k(k + 2) e k— /k(k 4+ 2) e estes serdo niimeros

inteiros se e s6 se k(k + 2) for um quadrado perfeito. Neste caso, k =0 ou k = —2.

Como n > 0 segue que no 12 caso nao possui solucao.

nm nmw —nm

2° : = 2km, k € 7
Ao LTI ) 2y T

Neste caso, 2nm + 2nm — 2kn2(n + 1) = 0 e isto implica
n? +n(l — 2k) — 2k = 0. (5.5)

Como as raizes da equacao (5.0) sdo n = 2k e n = —1 segue que n = 2k para algum
k € Z, pois n > 0. Logo, a,, ¢ um autovalor nao principal se e somente se n ¢ um
nimero par.

0

Vale ressaltar que no Capitulo [7l iremos determinar todos os autovalores princi-
pais dos caminhos. A proposicao a seguir fornece uma condigao necessaria e sufici-

ente para que um autovalor seja nao principal.

Proposicao 5.15 Seja A um autovalor nao nulo de um grafo G. Tem-se que A

é um autovalor nao principal de G se e somente se dg € ortogonal ao autoespaco

Ea(N).

Demonstragao. Como A é um autovalor de G segue que para todo v € Eg(A)
tem-se Av = Av o que implica em )T Av = \jTv. Visto que jTA = dg temos
dEv = \)Tv para todo v € Eg(N).

Se A é nao principal segue que d5v = 0. Reciprocamente, se dg é ortogonal ao
autoespago Eg(\) entdo dLv = 0 para todo v € E5(N). Logo, j7'v = 0 para todo
v € Eg(N), pois A #0 .

O

A Figura [B.1] ilustra uma arvore T' com autovalores simples, cujos respectivos

simétricos nao sao todos principais.
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12345

Figura 5.1: Arvore com o simétrico de um dos autovalores simples nao principal e
com outro cujo simétrico é principal

Com efeito, o espectro de T ¢é constituido pelos autovalores simples
—V5,—v2,—1, 1,v/2 e /5 e pelo autovalor zero que possui multiplici-
dade 3.  Os respectivos simétricos dos autovalores simples 1 e —/5 tém

T

como respectivos autovetores v; = (1 -1 0 00 -1 1 0 O) e vy =
T

(1 1 22 2 —V/5 =5 —2V5 4) . Sendo o vetor dos graus de T

T
dT:<1 1111224 3) e dado que div, = 0 e dlvy = 20 — 12v/5,
da Proposiciao 515, —1 é um autovalor nao principal de T enquanto que —v/5 é um

autovalor principal.

Daqui em diante, consideramos a arvore dupla estrela T'(k,s), com k + s + 2

vértices, rotulada como mostra a Figura 5.2

k43 k+4s+2

Figura 5.2: Dupla estrela T'(k, s)

Nos Lemas [5.16 e 5.17, explicitamos o espectro de T'(k, s) e os autovetores asso-

ciados aos seus autovalores nao nulos.

Lema 5.16 O espectro da dupla estrela T'(k,s) € constituido por 0 com multiplici-

dade s + k — 2 e pelos autovalores simples

([ VE+s+1+2Vks+ VE+s+1—2Vks i1
2 9 - I
Vktstlrovks —Vhtstl-2vks
VEk+s+1+2Vks+VEk+s+1—2Vks .
5 , se i =k+s+1;
—Vk 14+ 2vVks —VE 1—-2Vk
VE+s+1+ \/_2 VE+s+ \/_s’ v ihisin
\
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Demonstragao. De fato, por DEL VECCHIO et al. [54], o polinémio carac-
teristico de T'(k, s) é dado por p(z) = z*1a* 1 (2* — 22(k + s + 1) + ks).
O

Lema 5.17 Se A # 0 é um autovalor simples de T'(k, s) entdao A possui um autovetor

v cuja i-ésima coordenada € dada por

1, se 1 =1;
k
A——, se i=2;
v; = 1)‘
' it se 3<i<k+2;
k
1_ﬁ’ se k+3<i1<k+s+2.
\

Demonstragao. Seja a dupla estrela T'(k, s) com k+ s+ 2 vértices rotulada como

na Figura e cuja matriz de adjacéncia é

0 0 0
1
1 0 0
A=
0
0
0 1]0 - 010 0
Como Av = \v entdo
Vg + U3+ + 0+ Vg2 )\Ul
U1 + Upgs 0 F Upgsi AVy
U1 )\’Ug
Av = =
U1 )\Uk+2
(%) )\Uk+3
Vg AUk 4542

Escrevendo as coordenadas do vetor v em funcao de sua primeira coordenada, vy,

obtém-se
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k
) 1)2+1)3*|>"'*|>’Uk+2:>\1)1:>1)2+k3%:>\111:>’U2:111 ()\—X),

(%) k
@ Upi3=Uppy="""=Uysp2=—~ =01 (1 — |

>~

Assim,

E\ v v k EN O\
V:<v1 v1<)\—x) Xl Xl Ul(l—ﬁ)“' 01(1—§)) ]

Fazendo vy = 1 tem-se o resultado.

Em nossos testes, consideramos as duplas estrelas com o numero de vértices
variando de 4 a 18. Pudemos constatar que a quantidade dos autovalores principais
estd relacionada com a condigao do menor autovalor de tais arvores ser principal ou
nao principal. Apresentamos a seguir dois lemas necessarios para provar o teorema
que determina os autovalores principais das duplas estrelas.

Seja G = (V,E) um grafo conexo bipartido. Considere P, = {Vj,V5} uma

partigdo de V tal que |Vi| = ny e |Va| = ny. Assim, a matriz de adjacéncia de G

A — On1 XNy Bnl Xng
BT On2><n2 ’

ng Xni
onde B, «n, ¢ chamado bloco da particao de G.

pode ser escrita como

7

Lema 5.18 Seja G um grafo bipartido de ordem n e seja p € N. Se B = By, xn, €

o bloco da particio de G entao

(BBY) 3, B(B"B)"),
A= ——— | e APy =] —— | (5.6)
(B"B)" 7, BY(BB")" ),
By, (BB")),
Demonstragdo. Como A) = | ——— | entdo A?) = | ——— | e A3) =
B, (B"B)J,
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A-A%) =

Dado um

e A2p+1 ]

(BBT)P+ g,

(BTB)"* g,

B(B"B)j,

B'(BB"),

B(B"B)j,

BY(BB")" ),

o A2(p+1)+1]

Desta forma, AP0y

A . A2l

nimero natural p, suponhamos que A%}

(BBT)g,

(B"B)j,

= A . A¥*) =

B(B"B)"*'),

BY(BB")"*1),

Logo, pelo Principio de Indugao valem as equagoes apresentadas em ([5.6]).

O

Lema 5.19 Seja a drvore dupla estrela T(k,s) de ordem n. Para todo p € N, os

2 . . .
n-vetores coluna A]p e A**19 possuem no mdzimo /4 linhas distintas.

Demonstragao.

Seja a arvore dupla estrela T'(k, s) de ordem n = k + s + 2.

Considere P, = {Vj,V2} uma parti¢do do conjunto de vértices de uma dupla

estrela T'(k, s) tal que V; = {1,2,..

Sk+1teVi={k+2,k+3,....k+s+2}.

O bloco da partigao P, é a matriz de ordem (k + 1) x (s + 1) dada por

1 1
10 0
10 0



Assim,

s+1 1 --- 1 E+1 1 - 1
1 1 -1 1 1 ... 1
BBT = e B'B =

Do Lema 22 para todo p € N temos que (BBT)?jy, (BTB)?y, BT (BBY)?)

e B(BTB)?) possuem todas as linhas iguais com excegio da primeira linha.

Por conseguinte, do Lema [5.18] segue que cada bloco que compoe cada um dos n-
vetores coluna A%") e A*T19 possui duas linhas distintas. Como cada um desses

vetores possui dois blocos temos que eles possuem no maximo quatro linhas distintas.

0

Teorema 5.20 Seja T uma dupla estrela de ordem n.

(i) Se T € balanceada entdo T possui dois autovalores principais: A\ € Ap_1;

(ii) Se T nao € balanceada entio T possui quatro autovalores principais: Ai, Ag,

)\n—l (& )\n

Demonstracgao.
(i) Seja T' = T(k,k) uma dupla estrela balanceada de ordem n = 2k + 2. Do

Lema [B.16] o espectro de T' é constituido por 0 com multiplicidade n — 4 e pelos

1++v1+4k Ao = —1+V1+4k A _ 1-V1+4k A = —1—v1+4k
2 y N2 — 2 ) A\n—1 p) € Ap =

autovalores simples A\; = = 5 )

Do Lema 517 se A é um autovalor nao nulo de 7" entao

(R () (8

é um autovetor associado a A. Como os autovalores nao nulos de T' sao simples,
para verificar se tais autovalores sao nao principais, basta analisar quando v = 0.

Temos

T, _ N+ (N =X+ AE+EN—Fk)  (AP+A=—k)(A+k)

v'] 2 = 2 .
Assim, v7) = 0 se e somente se (\>+A—Fk)(A+k) = 0. Como —k nao é um autovalor
de T segue que os autovalores nao nulos e nao principais de T sdo Ay = —HY1Hdk V21+4k e

p— —1—+/1+4+4k
n— 2

Como T'(k, k) possui exatamente dois autovalores principais, pelo Teorema [1.12]

segue que \; e \,_1 sao os autovalores principais de T.
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(ii) Seja T' = T'(k,s) um dupla estrela ndo balanceada de ordem n = k + s + 2
(k # s).

Para mostrar que T possui quatro autovalores principais, provamos que a sua
matriz cadeia W possui posto igual a 4. Iniciamos, mostrando que W possui no
maximo quatro linhas distintas.

Sejam i; e is duas linhas de W tais que 1,12 € {1,2,...,k+ 1}.

Na 12 coluna de W temos que 7; e i3 de W possuem as entradas iguais a 1. Na
22 coluna de W, se uma dentre as linhas i; e iy de W for a 12 linha de W segue pela
definicao de B, que as respectivas entradas de ¢; e 75 sao distintas. Caso contrario,
as entradas das linhas 71 e 75 na 22 coluna de W sao iguais. Por fim, se escolhermos
qualquer outra coluna de W, do Lema [5.19] que se uma das linhas i; e i5 for a 12
linha de W entao i; e 15 possuem suas respectivas entradas distintas, caso contrario
tais entradas serao iguais. Logo, existem somente duas linhas distintas dentre as
k + 1 primeiras linhas de W: a 12 linha e as restantes que sao iguais.

De modo anédlogo, mostra-se que da (k+2)2 a (k+s+2)2 linha existem exatamente

duas linhas distintas: a (k + 2)2 linha e as restantes que sao iguais. Deste modo,
rank(W) < 4. (5.7)

Agora, vamos mostrar que as colunas 7, A}, A?) e A%7 sao linearmente indepen-
dentes. Se x1) + 12 A) + x3A%) + 24A%) = 0 entao

1 s+1 s+1+k s+14+k+s(s+1) 0

1 1 kE+1 E+1+s 0

1 1 kE+1 E+1+s 0
Ty | —— | T2 to3 | ———— | + 24 =|—1|

1 k+1 E+1+s E+1+s+k(k+1) 0

1 1 s+1 s+1+k 0

1 1 s+1 s+1+k 0

o que nos da o seguinte sistema linear homogéneo com 4 equacoes e 4 incognitas:

1+ aa(s+1)+a3(s+1+k)+ay(s+1+k+s(s+1))=0
r1+xo+23(l+k)+aa(s+1+k)=0
ry+aok+1)+as(s+1+k)+as(s+1+k+k(k+1)=0
SL’1+$2—|—SL’3(1—|—8)—|—5L’4<8+1+1{7):0

S :

O determinante da matriz dos coeficientes de S é

D = (k* —ks)s(s+ 1) + k(k + 1)s* — kk(k + 1)s.
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Assim, D # 0 quando k # s. Neste caso, rank(W)> 4. De (1), rank(W) = 4.
Logo, T" possui quatro autovalores principais.

Para determinar os quatro autovalores principais de 7T', vamos mostrar que 0 é
um autovalor nao principal.

Da Proposicao 2.28] cada par de vértices gémeos e nao adjacentes estd relacio-
nado a um vetor de Faria, que é um autovetor associado ao autovalor 0. Fixe um
vértice ¢ de grau 1 e considere os pares de vértices gémeos nao adjacentes ¢ e j, onde
J tem grau 1 e possui o mesmo vizinho de 7. Deste modo, obtemos s+ k — 2 vetores
de Faria linearmente independentes que sao autovetores associados ao autovalor 0.
Como 0 possui multiplicidade k+ s — 2, pelo Lema [5.16, segue que 0 é um autovalor
nao principal de T'. Logo, os autovalores principais de 7' sao A1, Ao, A1 € Ap.

O

Como consequéncia imediata do Teorema [5.20, temos o seguinte resultado.

Corolario 5.21 Seja T'(k,s) uma dupla estrela. O menor autovalor de T(k,s) é

nao principal se e somente se k = s.

Uma generalizacao da operagao juncao, definida na Secao 2.1, foi primeiramente
introduzida em [55] sob a designagao de composicdo generalizada e mais recen-
temente em [56] com a designacdo de H-jungao (“H-join”) definida como segue:
dado um grafo H tal que V(H) = {1,2,...,p}, considere uma familia com p gra-
fos, F = {G1,Gs,...,G,}, onde, para j € {1,2,...,p}, cada grafo G, tem or-
dem n;. Cada vértice j € V(H) estd associado ao grafo G, € F. A H-jungdo
de Gy1,Gy,...,Gp é o grafo G = H[G1,Gy,...,Gyl tal que V(G) = U/, V(G))
e B(G) = ( g;lE(Gj)) U (U{r,s}eE(H) Hu,v}ue V(G e ve V(GS)}>. Para
exemplificar a operacdo H-jungao, considere o grafo H = P3, ,onde V(H) = {1, 2, 3}
e F(H) = {{i,i + 1} |1 < i < 2}, e os grafos G; = K;,Gy = Py e Gg = C3. A
H-juncao de Ky, Py e C3 é o grafo H [Ky,Ps, C3], que estd ilustrado na Figura 5.3l

1 2 3
o~ o o
Ps3
C e C [
a a
° » f o« % > f
b d b d
K P C3 H K1, P, Cs]

Figura 5.3: A H-juncao de Ky,Py e C3, onde H = Ps
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Sejam k, s inteiros positivos. Considere o grafo H = Py, onde V(H) = {1,2,3,4}
e BE(H) = {{i,i+1}|1 <i < 3}. Sejam os grafos G; = K;,Gy = K;,G3 = K; e
G4 = K. Denotamos a H-jungao de Ky, Ky, K, e Ky por Hy s = H[K, K}, K5, K.

[lustramos na figura a seguir os grafos Hs 4 e Hs 5.

Figura 5.4: Grafos Hs4 e Hs 5

Teorema 5.22 Dados k,s inteiros positivos, considere os grafos Hys =
H[Ky, Ky, Ky, K1), onde H = Py.

(i) Se k = s entao Hy s possui dois autovalores principais;

(i) Se k # s entdo Hy s possui quatro autovalores principais.

Demonstracao. Para k,s inteiros positivos e H = P;, o grafo Hy, =
H[Ky, Ky, K, K1] é o complementar da dupla estrela T'(k,s). Com efeito, Hy g

possui 0 mesmo conjunto de vértices de T'(k, s) e o seu conjunto de arestas é

E = (U E(Gj)> U U Hu, v} ueV(G;) e veV(G)} ],

{i.jYeE(H)

que é igual ao conjunto {{i,j}|i+2<j<mn, ondei € {1,2,...,n—2}}, 0o qual é
o conjunto de arestas de m Pela Proposicao B.4], as duplas estrelas e os grafos
Hj, s possuem o mesmo numero de autovalores principais. Logo, o resultado segue
do Teorema

OJ
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Observe que os grafos Hs 4 e Hs 5, dados na Figural5.4], sdo os complementares das

respectivas duplas estrelas T'(3,4) e T'(5,5), que estao apresentadas na Figura [5.5]

A |
BOWE ©OO® FAOHO®O®® @O 0 1) (12
) T(5,5)

T(3,4

Figura 5.5: Duplas estrelas T7'(3,4) e T'(5,5)
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Capitulo 6

Particoes equilibradas e

autovalores principais

Neste capitulo utilizamos as particoes equilibradas para determinar uma cota su-
perior para o conjunto dos autovalores principais de um grafo. Definimos os grafos
foguete e mostramos que estes grafos possuem exatamente trés autovalores princi-
pais. Por fim, apresentamos uma condi¢ao para que um grafo com uma partigao

equilibrada de trés células possua dois autovalores principais.

Seja V' o conjunto de vértices de um grafo G. Uma parti¢cao equilibrada de
G é uma particdo de V' com r células m.(G) = {V;,Va,...,V.} tal que, para
i€ {1,2,...,7r}, a célula V; possui n; vértices e dados i,j € {1,2,...,r} distin-

tos temos que
(i) o subgrafo induzido (V;) é um grafo regular;
(i) os vértices de V; possuem o mesmo ntimero de vizinhos em V.

Denotamos por d; o grau do subgrafo induzido regular (V;) e para
i,j € {1,2,...,r} distintos, denotamos por d;; o ntmero de vizinhos que cada
vértice da célula V; possui em V;. Se nao houver duvida, denotamos a partigao

equilibrada de G com r células por 7,.

Para o grafo da Figura [6.I apresentamos uma particao equilibrada com trés

células: m3 = {V1, V5, V3}, onde V; = {6}, Vo = {5,7} e V3 = {1,2,3,4,8,9,10,11}.

8
9

5 6 7 10
11

N0 O

Figura 6.1: Particao equilibrada 7
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Com efeito, para todo i € {1,2,3} temos que o subgrafo induzido (V;) é um grafo
vazio, logo d;; = 0. O vértice 6 da célula V; possui 2 vizinhos em V, (vértices 5 e 7)
e nao possui vizinhos em V3. Portanto, dio = 2 e d;3 = 0. Cada vértice de V5 possui
1 vizinho em Vj e 4 vizinhos em V3. Logo, do; = 1 e dsg = 4. Por fim, cada vértice
de V3 possui 1 vizinho em V5 e nao tem vizinho em V;. Assim, d3s = 1 e d3; = 0.
A proposicao a seguir estabelece que o grau dos vértices de V; é igual a soma dos

nimeros de seus vizinhos em todas as células da particao.

Proposicao 6.1 (SCHWENK [55]) Seja G um grafo com uma particio equili-
brada m. = {V1, Vo, ..., V,.}. Dadoi € {1,2,...,1}, os vértices da célula V; possuem
grau di; + Z dis.

t=1
t#i

Neste capitulo serao utilizados os multigrafos orientados definidos no Capitulo 2.
Seja m, = {V4,Va,...,V,.} uma parti¢do equilibrada de um grafo G. Definimos a
matriz quadrada M, = (m;;) de ordem r cuja entrada m;; é igual ao ntmero de
vizinhos que os vértices da célula V; possuem na célula Vj, isto é, m;; = d;; como
a matriz quociente de .. O multigrafo orientado tal que M, ¢é sua matriz de
adjacéncia é chamado grafo quociente ou divisor de G. Este serd denotado por
G/7,.

Por exemplo, o grafo G da Figura possui a particao equilibrada 73 =
{V1, Vo, V3} com V} = {6}, Vo ={5,7} e V3 ={1,2,3,4,8,9,10,11}. Como d;; = 0,
dip =2, diz =0, dyy =1, dyo =0, dog =4, d33 =0, d33 = 1 e dzgz3 = 0, a matriz

quociente de w3 é

—

2
My, = 0
1

[an}
O =~ O

Da Proposicao 2.1l o grafo quociente de G, explicitado na Figural6.2] é o multigrafo
orientado cujo conjunto de vértices é V' = {V, V5, V3} e a quantidade de arcos que

partem de um vértice ¢ a um vértice j é igual a entrada (i, j) de Mo,.

OSSOSO

Figura 6.2: Grafo quociente G /73

O proximo teorema afirma que o espectro do grafo quociente de G esta contido

no espectro do grafo G.
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Teorema 6.2 (FINCK e SACHS [57]) Se 7, é uma particao equilibrada de um
grafo G entao o polinomio caracteristico da matriz de adjacéncia do grafo quociente

G /7, divide o polinémio caracteristico de G.

Todo grafo G possui pelo menos a particao equilibrada, aquela cujas células sao
subconjuntos unitarios de vértices disjuntos dois a dois. Chamamos tal partigao
de particao equilibrada simples. Existem grafos que possuem mais de uma particao
equilibrada e, consequentemente, mais de um grafo divisor, por exemplo, o grafo da
Figura [6.1] além de possuir a particao equilibrada simples, possui outra denotada

por 3.

Teorema 6.3 (CVETKOVIC [3]) Todo autovalor principal de G é autovalor de

qualquer grafo quociente de G.

A seguir registramos as matrizes de adjacéncia de G e de G/m3 para o grafo G
dado na Figura e para o grafo G /w3 na Figura [6.2]

00001000000
00001000000
00001000000
00001000000
11110100000 020

AG)=l 00001010000 e AG/m)=|1 0 4
00000101111 01 0
00000010000
00000010000
00000010000
00000010000

Observe que A(G/m3) = M, e o espectro de G ¢é constituido pelos autova-
lores simples —2,2, —v/6,1/6 e pelo autovalor 0 com multiplicidade 7. Por sua

vez, os autovalores principais de G pertencem ao espectro do grafo quociente:
MainSpec(G) = {—v/6,0,vV6} = Spec(G/3).

No Capitulo Bl determinamos a quantidade de autovalores principais das duplas
estrelas utilizando suas respectivas matrizes cadeias. Note que também podemos uti-
lizar as partigoes equilibradas para determinar os autovalores principais das duplas
estrelas balanceadas e encontrar uma cota superior para o nimero de autovalores
principais das duplas estrelas nao balanceadas. Eo que fazemos a seguir, como

exemplo de aplicacao do Teorema
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Como antes, consideramos as duplas estrelas T'(k, s) rotuladas como na Fi-

gura 6.3 nos casos k = s e k # s.

1 2 1 2
3 54+2 s4+3 2542 3 k+2 k+3 k+s+2
T(s,s) T(k,s)

Figura 6.3: Duplas estrelas

No caso k = s, temos que my, = {V1,Vo}, onde V] = {1,2} e V5 = {3,4,...,25+2}, ¢
uma particao equilibrada da dupla estrela balanceada T'(s, s). Com efeito, o subgrafo
induzido (V3) é um grafo regular de grau 1 e (V5) é um grafo vazio. Os vértices de
V1 possuem s vizinhos em V5, enquanto que os vértices de V5 possuem um tnico

vizinho em V;. Assim, a matriz quociente de m é dada por

M,Q:(l 5).
10

Do Teorema [63, temos que T'(s,s) possui no méximo dois autovalores princi-
pais. Como nao ¢ um grafo regular segue que o espectro de M,, é exatamente

o espectro principal da dupla estrela balanceada, ou seja, MainSpec(T(s,s)) =
{1+\/1+4s 1—/1+4s
2 0 2 :

No outro caso, considere a dupla estrela ndao balanceada T'(k, s) rotulada como
na Figura Tal drvore possui a particao equilibrada m, = {V;, V5, V3, V4 }, onde
Vi={1},Va={2}, V3 ={3,4,...,k+2} e Vi = {k+3,k+4,..., k+5s+2}. De fato,
os subgrafos induzidos (V;) sdo grafos vazios para todo i € {1,2,3,4}. O vértice de
V1 possui 1 vizinho em V5, k vizinhos em V3 e 0 vizinhos em Vj; o vértice de V5 possui
1 vizinho em Vj, 0 vizinho em V3 e s vizinhos em Vj; os vértices de V3 possuem 1
vizinho em V] e 0 vizinho em V3 e V}, e os vértices de V,; possuem 1 vizinho em V5 e
0 vizinho em V; e V3. O Teorema garante que a dupla estrela T'(k, s) possui no
maximo quatro autovalores principais. Lembramos que no Capitulo B mostramos
que eram exatamente quatro os autovalores principais de T'(k, s) e os exibimos.

Outro resultado obtido no final do capitulo anterior, o Corolario[5.22] que fornece
a quantidade de autovalores principais dos grafos Hy, = H[K, Ky, K5, K], onde
H = P4, que sao os complementares das duplas estrelas T'(k,s). Utilizando as
particoes equilibradas e suas respectivas matrizes quocientes podemos determinar
os autovalores principais de tais grafos.

Dada uma dupla estrela balanceada T'(s, s), considere o grafo H s, como exemplo
temos H(5,5) na FiguraB.hl A particdo equilibrada m = {Vi, V5}, onde V; = {1, 2}
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e Vo = {3,4,...,2s + 2}, dada acima para a dupla estrela balanceada também é

uma particao equilibrada para H; g, dado na Figura [6.4l

Figura 6.4: H,

Com efeito, o subgrafo induzido (V;) é um grafo vazio e (V3) é um grafo regular
de grau 2s—1. Os vértices de V; possuem s vizinhos em V5, enquanto que os vértices

de V5 possuem um unico vizinho em V;. Assim, a matriz quociente de 7y é

Mm:(O s )
1 2s—1

Do Corolério [0.22] H, s possui exatamente dois autovalores principais. Do Teo-
. 2 _ 2 — ~
rema B3, MainSpec(H, ) = 0(M.,). Portanto, —¥2t=2stl o YAEH25—L 56 o

autovalores principais de H ;.

Agora, considere o grafo Hy, s para k # s (ver Figura[6.3]). Temos que a particao
equilibrada my = {Vi, V5, V3, Vy}, onde Vi = {1}, Vo = {2}, V3 = {3,4,...,k + 2}
eVi={k+3k+4,...,k+ s+ 2} dada anteriormente para a dupla estrela nao
balanceada também ¢é uma particao equilibrada para Hj,. De fato, os subgrafos
induzidos (V1) e (V1) sao grafos vazios, (V3) é um grafo regular de grau k — 1 e (V)
é um grafo regular de grau s — 1. O vértice de V; nao possui vizinhos em V5 e V3
enquanto possui s vizinhos em Vj; o vértice de V5, nao possui vizinhos em V; e Vj,
mas possui k vizinhos em V3; os vértices de V3 possuem 1 vizinho em V5, s vizinhos
em Vj e 0 vizinhos em V. Finalmente, os vértices de V; possuem apenas 1 vizinho
em V7, nao possuem vizinhos em V5 e k vizinhos em V3. Logo, a matriz quociente

de my é

My, =

_ o O O
o = O O

Do Corolario £.22, Hj s possui exatamente quatro autovalores principais. Logo,
do Teorema [6.3, os autovalores principais de Hy, s s@o as raizes do polinomio carac-
teristico de M, p(z) = 2+ (=s—k+2)x®+ (=25 —2k+ 1)z + ((2k—1)s—k)z + ks.

66



Um grafo foguete, Fy,,, ¢ formado por um grafo r-regular (r > 0) possuindo
k > 1 vértices de modo que cada um dos seus vértices é ligado ao vértice central da
estrela K ,. O grafo foguete F; 43 aparece na Figura [6.0l Este é formado por Kj

em que cada um dos seus vértices é ligado ao vértice central da estrela Kj 3.

Figura 6.5: Grafo foguete F5 43

Lema 6.4 A particio 7 = {Vi, V2, V3} do grafo foguete Fy,,,, em que Vi é a célula
constituida pelos k - p vértices pendentes de Fy,.,, a célula V, é formada pelos k
vértices centrais das estrelas e V3 é composta pelos k vértices do grafo r-reqular é

uma particao equilibrada.

Demonstracao. Seja Fy ., um grafo foguete. Considere a partigao {Vi, Vo, V3} de
Fyrp tal que a célula V; é constituida pelos vértices pendentes, V5 é formada pelos
vértices centrais das estrelas K, e a célula V3 é composta pelos vértices do grafo
r-regular.

Em primeiro lugar devemos verificar se o subgrafo induzido por cada uma das
células da particao é um grafo regular. De fato, (V1), (V3) sao grafos vazios e (V3) é
o grafo r-regular com k vértices.

Agora, mostraremos que os vértices de uma dada célula possuem o mesmo
nimero de vizinhos em cada uma das outras células. Com efeito, cada vértice de
V} possui um vizinho em V5 e nao possui vizinho em V3. Cada vértice de V5 possui
p vizinhos em V; e um vizinho em V3 e, por fim, cada um dos vértices de V3 possui

um vizinho em V5 e nao possui vizinho em V.

0

Teorema 6.5 Todo grafo foguete possui trés autovalores principais.

Demonstracao. Seja Fj,, um grafo foguete com a particao equilibrada 7 =
{V1, Vo, V3} descrita no Lema [6.41
Sejam x,y e z vértices em Vi, V5 e Vi, respectivamente. Tem-se que d(z) = 1,

dly)=p+1led(z)=r+1.

67



Como o grafo quociente Fj, ,/m possui 3 vértices, segue-se do Teorema que
F}»,» tem no maximo trés autovalores principais. Visto que Fj ., nao é regular, do
Teorema [3.2] F}, ., possui dois ou trés autovalores principais.

Suponhamos, por absurdo, que Fj,, possui dois autovalores principais. Do
Teorema .8 existem a e b racionais tais que Fj,, é um grafo 2-cadeia (a, b)-linear.
Ainda temos, da Proposigao .9 que a e b sao inteiros. Assim, do(u) = ad(u) + b

para todo vértice u de Fy,, , e temos,
dy(x) =a+b, do(y)=alp+1)+b e da(z) =a(r+1)+0b. (6.1)

Do Lema 229 dy(u) = d(j) para todo u € V(G). Portanto,

jENG(u)

dy(x) =p+1, do(y) =p+ (r+1) e do(2) = (p+1) +r(r+1). (6.2)
De ([6.) e (6.2), segue-se que
a+b=p+ 1 (6.3)

Logo,
ap+1)+b=p+r+1 e a(r+1)+b=p+1)+r(r+1). (6.4)

De (63), a = p+ 1 — b. Substituindo em (64]), chegamos a b=0b(p+ 1) +p+
r+1— (p+ 1)% Consequentemente, como p # 0 tem-se

2
b= 1077"“’ (6.5)
p
Substituindo (6.5) em ([6.3]) obtemos
Cplp+1)—(p+1)+p+r+1
; :
Sendo (p+1)2=p(p+1) +p+ 1, segue-se
r
a=—. 6.6
p (6.6)

Aplicando (6.5) e (6.8) a ([6.4) chegamos a r(r+1)+p? —r +p = p(p+1)+pr(r+1).
Assim, r(r+1)+p(p+1) —r = p(p+1) +pr(r+1). Portanto, r* = pr(r+1). Como
r # 0, temos que p = —7 < 1. Isto contraria a defini¢ao do grafo Fj,,p. Logo, F
possui trés autovalores principais.

O

Note que se G é um grafo com s autovalores principais entao qualquer particao
equilibrada de G possui pelo menos s células (Teorema [6.2)). Foi conjecturado em
1979 por HARARY e SCHWENK [58] que sempre existe uma parti¢ao equilibrada
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cuja quantidade de células é exatamente o niimero de autovalores principais do grafo,
os grafos foguete sao exemplos de grafos com trés autovalores principais que possuem
uma particao equilibrada com trés células. Mas, isso nao é sempre verdade. Além
do contraexemplo fornecido em 1982 por POWERS e SULAIMAN [59], citamos
as arvores harmonicas 7, que sao grafos com exatamente dois autovalores princi-
pais (Proposigao [.16]). Estas drvores nao possuem partigoes equilibradas com duas
células, visto que os vértices de uma mesma célula possuem o mesmo grau, teriamos
que os vértices das arvores 7T, possuiriam somente dois graus distintos. Porém, tais
arvores possuem particoes equilibradas com trés células. Por exemplo, a particao
{Vi, Vs, V3} tal que V; é formado pelas (¢ — ¢ + 1)(¢ — 1) folhas, V4 é constituido
pelos vértices centrais das ¢? — ¢+ 1 estrelas K 1,6—1 € V3 ¢ um conjunto unitario cujo
vértice é vizinho aos vértices centrais das estrelas é uma particao equilibrada de 7.
De fato, os subgrafos induzidos (V1), (Va) e (V3) sdo grafos vazios. Os vértices da
célula V] possuem um tnico vizinho que esta na célula V5 e os vértices de V5 possuem
¢ — 1 vizinhos em V; e um s6 vizinho em V3. Por fim, o vértice da célula V3 possui

exatamente (2 — £ + 1 vizinhos que estao em V5.

Revendo a notagdo dz(i) = >y, d(j) com i € V(G) (Lema 229), apresen-
tamos no teorema a seguir uma condi¢ao necessaria e suficiente para que os grafos
que possuem uma particao equilibrada com trés células tenham exatamente dois

autovalores principais.

Teorema 6.6 Seja G um grafo nao reqular com particao equilibrada w3 =
{1, Vo, V3} tal que os vértices de duas das células, digamos Vi e Vs, possuam graus
distintos. Sejam x,y e z vértices quaisquer em Vi, Vs e Vs, respectivamente. Tem-se
que G possui exatamente dois autovalores principais se e somente se

da(2)(d(y) — d(2)) + da(y)(d(2) — d(2))

d2(2) = d(y) —d(z)

Demonstracao. Seja G um grafo nao regular com uma particao equilibrada
m3 = {V1, V2, Va}.

Sejam x,y e z vértices em Vi, V5 e V3, respectivamente.

Do Teorema (4.8, G possui exatamente dois autovalores principais se e somente
se existem inteiros a e b tnicos tais que dy(u) = ad(u) + b para todo u € V(G).
Assim,

do(x) = ad(z) +b, do(y) =ad(y)+b e dao(z) = ad(z) +b. (6.7)

Da primeira equagao em (6.7]), temos que
b =dy(x) — ad(z). (6.8)
Substituindo (6.8)) na segunda equacao de ([6.7)), chegamos a ds(y) = ad(y)+ds(z) —
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ad(x), o que implica em dy(y) +d2(z) = a(d(y) —d(z)). Como os vértices das células
Vi e Vs possuem graus distintos segue que d(y) # d(z). Deste modo,

_ da(y) — da(x)
“= Ty —dw) (69)
Substituindo (6.9) em (6.8]), obtemos:
o () @),
b = o= (G ) 40
| dl@)(dly) — dl@)) — d(@)da(y) + (@) ()
d(y) —d(x
Logo,
_ d(y)ds(x) — d(z)ds(y)
b o= o —de (6.10)
Substituindo (6.9) e (6.10) em (6.7)), chegamos a
da(y) — da(x) d(y)ds(x) — d(x)ds(y .
dy(z) = <W) d(z) + d(y)—dz) que equivale a
dy(2) = dy(x)(d(y) — d(2)) + da(y)(d(2) — d(x))
d(y) — d(x) ' -

Observacao: E bom esclarecer que o Teorema pode ser obtido como uma
aplicacdo do Teorema [6.6l Com efeito, seja Fj ., um grafo foguete com a particao
equilibrada = = {Vj, V5, V3} como dada no Lema [6.4]

Sejam x,y e z vértices em Vi, Vs e V3, respectivamente. Assim, d(z) =1, d(y) =
p+1led(z) =r+1. Do Lema229 dy(x) =p+1, da(y) =p+r+1edyz) =
p+1+r(r+1).

Suponhamos que Fj ., possua dois autovalores principais. Do Teorema [6.6],

(p—i—l)(p—'r’)—l—(var—i—l)r.

p+l+r(r+1)= p

Entdo, p(p+1)+pr(r+1) = (p+1)p— (p+1)r+ (p+1)r+r> Assim, pr(r+1) = r2.

_r_

Como r # 0 temos que p = 15

< 1, o que ¢ uma contradi¢ao. Logo, Fy, ., possui

trés autovalores principais.
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Capitulo 7

Espectro principal de certas

familias de arvores

Neste capitulo, determinamos os autovalores principais dos caminhos e apresen-
tamos alguns resultados envolvendo as arvores de Bethe generalizadas. Por fim,
determinamos a quantidade de autovalores principais de uma subfamilia das arvores
de Bethe generalizadas, as arvores completas quase-regulares, e apresentamos o seu

polinomio caracteristico principal.

7.1 Caminho

Nesta secao, vamos determinar os autovalores principais do caminho P,, e cons-
tatamos que a ordem do seu espectro principal depende da paridade de n. Na figura
a seguir, apresentamos o caminho Pg que contém dois vértices centrais: 3 e 4, e o

caminho P; que tem um tnico vértice central, 4.

4
3 4 3 5)
2 5 2 6
1 6 1 7

Ps Pr
Figura 7.1: Pg e P+
No Teorema [Tl caracterizamos os autovalores principais dos caminhos.

Teorema 7.1 Seja P, o caminho com n vértices e seja j € {1,2,...,n}. O auto-

o j7r , . . - o
valor a;j = 2 cos (—n+1) de P, ¢ principal se e somente se j € impar.
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Demonstragiao. Pela Proposicao Z.21] o vetor w9 = (w;), cujas coordenadas sido
dadas por w; = sen(id;), é um autovetor do autovalor 0y = 2 cos(d;) de P, para todo

jeA{L,2,...,n}, onde §; = . Assim, Zwl Zsen i6;). Como sen(0) =0

=1
segue que

i w; = i sen(id;).
i=1 i=0

Pelo Lema b.12], fazendo a =0er =9, = % temos que
n

—Jm njm n g
n cos | ——— ) — cos
= g '
=1 2sen | ————
2(n+1)
Como 1 < j < n temos que sen T # 0 e como a funcao cosseno é uma
2(n+1)
funcao par segue que
. gm njm Vs
i =0 <= — | = . 7.1
R ) R Tt e
Do Lema[.13e da equacao (1)), >°1 , w; = 0 se e somente se para algum k € Z,
ou Zﬂ + 2(7{11) = (n+1) + 2km, ou Zﬂ + 2(7]111) = 2(71?1) + 2kw. Vamos analisar os

casos possiveis.

1° caso: Existe k € Z tal que nn + LN + 2km.

n+1l 2n+1) 2(n+1)

Neste caso,
njm g gm gn
1l 2t D) 2miD) T nTa
n n ‘ .
Dado que < 1, tem-se < j < n, ou seja,
n+1 1
2k < j <n. (7.2)
Por outro lado,
Jn : 2k
=2k <= —2k)=2k<=n= . 7.3
nt 1 n(j = 2k) T ok (7:3)

2k Ji < n

ok < ok S ok Assim, da equagao (7.3)),

Da inequagao (.2)),
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n
j— 2k’

n < isto é, j < 14 2k. De (T.2)), temos:

2k <3 <2k+1,

o que contradiz o fato de j ser um numero inteiro. Logo, tal caso nao é possivel.

) njm gm —jm
22 : Existe k € Z tal = 2km.
caso: mxiste a quen+1+2(n+1) 2(n+1)+ T

Temos agora que

jnm g —j7 2in+j —j+2k(2(n+1))
= 2k <~ =
ntl 2m+D) 2m+n) T 2(n+ 1) 2(n+ 1)
< 2j(n+1)=4k(n+1)
— j =2k
Deste modo, >, w; # 0 se e somente se j € {1,2,...,n} é um ntmero {mpar.

O

Note que a Proposicao (.14 decorre do Teorema [.Il De fato, do Teorema [T.1]
temos que o menor autovalor de P, é nao principal se e somente se n é par. No
corolario a seguir, determinamos a quantidade de autovalores principais que um

caminho possui.

Corolario 7.2 Seja P, o caminho com n vértices. Se m € par entao P, possui
exatamente n/2 autovalores principais e, se n € impar, entdao P, possui exatamente

(n+1)/2 autovalores principais.

Demonstracao. Pelo Teorema [T, os autovalores principais de P, sao «a; =

2 cos (n]—L) para j impar. Deste modo, P, possui n/2 autovalores principais, quando
n é par. No caso em que n é impar, P,, possui (n + 1)/2 autovalores principais.

O

Seja o grafo I,, com n vértices rotulado de 1 a n. Para cada i € {1,2,...,n},
{i,7 4+ 2} é uma aresta quando j € {i,i+1,...,n—2}. O grafo [,, tem exatamente
estas arestas. Este grafo é o complementar do caminho P,, ou seja, I, = P,. Note
que tal grafo possui n — 2 vértices de grau n — 3 e dois vértices de grau n — 2. A
Figura exibe os grafos I e I;.
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Figura 7.2: Ig e I;

Pela Proposicao[3.4l os caminhos e seus grafos complementares possuem o mesmo

numero de autovalores principais. Imediatamente, temos o seguinte resultado.

Corolario 7.3 Os grafos 1,, possuem exatamente n/2 autovalores principais, se n

€ par, e tém exatamente (n + 1)/2 autovalores principais, se n é impar.

Na proxima secao, trabalhamos com as arvores de Bethe generalizadas e apresen-

tamos nossas contribuicoes para esta familia com relagao aos autovalores principais.

7.2 Arvores de Bethe Generalizadas

Uma drvore de Bethe Bgj é uma arvore enraizada com k niveis cuja raiz estd
no nivel 1 e tem grau d, os vértices dos niveis de 2 a k — 1 possuem os graus iguais
a d+ 1 e os vértices do nivel k£ tem grau 1. Uma drvore de Bethe generalizada
com k niveis é uma arvore enraizada na qual os vértices no mesmo nivel tém o
mesmo grau (mas podem ter graus distintos em niveis diferentes). Adotando aqui
as mesmas notagoes de [60], para m € {1,2,...,k} representamos por di_,,1 O
grau dos vértices do nivel m e o nimero de vértices neste nivel por ng_,, 1. Assim,
Nk—m = Ng—m+1(dg—ms1 — 1) para todom € {2,3,...,k—1}. Além disso, o grau de
cada vértice do nivel k£ é dado por d; = 1 enquanto que no nivel 1, temos somente
a raiz que possui grau di. Tal drvore serd denotada por B4, 4, ,...ds), quando nao
houver duvidas sobre a notacao sera simplesmente denotada por Bj. Para maiores
detalhes sugerimos [60], [61] e [62], assim como [63], [64], [65], [66] e [67].

Note que toda arvore de Bethe é uma &arvore de Bethe generalizada quando
dy =d3 =---=dr_1 =d+1, onde d = dj é o grau da raiz da arvore de Bethe. Nesta
secao, iniciamos com a apresentagao dos resultados conhecidos sobre tais arvores,
para posteriormente, apresentar os resultados que obtivemos sobre as mesmas. Veja,

na Figura[Z.3] a arvore de Bethe Bs 4 e a arvore de Bethe generalizada B 32 4).-
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1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 34 5 67 8 910 11 12
By Bi23,24)

Figura 7.3: Arvore de Bethe B, 4 e a arvore de Bethe generalizada B2 32 4)

A arvore By 4 possui quatro niveis, com nimeros de vértices por niveis n; = 8,
ne = 4,n3 = 2emny =1, e cujos graus sao d; = 1,dy = 3,ds3 =3 edy = 2. A
arvore de Bethe generalizada B2 32.4) possui cinco niveis com ntimero de vértices
por niveis iguais a n; = 12,n, = 4,n3 = 4,n4 = 2 e n5; = 1 e cujos graus sao
d1 = 1,d2:4,d3:2,d4:36d5:2.

Na proposicao a seguir é dada uma recorréncia que fornece uma expressao para

o polinomio caracteristico e o espectro de uma arvore de Bethe generalizada.

Proposigao 7.4 (ROJO e SOTO [60]) Seja By, uma drvore de Bethe generali-
zada com k niveis e seja Q= {m|1 <m <k—1eny > nyu1}. Para cada x € R,

define-se a recorréncia:

o(z) = 1;
@) = . (7.4)
Gm(T) = z¢n_1(z) — mflqm_Q(x), 2<m<k.

m

(i) Se gm(x) # 0 para todo m € {1,2,...,k — 1} entao

det(xI — A(By)) = ai(w) ] [ (g ()=

meQ

(ii) O espectro de By, € dado por

Spec(By) = | | {z € R|(gm(x))" "+ =0} | | J{z € R|gu(x) = 0}.

meQ
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Dada uma érvore de Bethe generalizada By, a matriz tridiagonal Ry = R(By) de

ordem k tem (7, j)-ésima entrada denotada por r;;, assim definida:

\/nIL> sej=t1+1paral <i<k-—1;
TN A sej=ilpa2<i<h (7.5)

0, caso contrario.

Tal matriz é denominada a matriz tridiagonal de By. Por exemplo, By 4 e B(g324),

arvores dadas na Figura [[.3] possuem as seguintes matrizes tridiagonais

0 V3
0 v2 0 0 /3

V2 0 V2 0 3
0 V2 0 V2
0 0 V2 0

0
0
R, = e Ry = 0
V2
0

0
1
0

V2

0

&O&OO

0
0 1
0 0
0 0

Lema 7.5 (ROJO e SOTO [60]) Sejam By uma drvore de Bethe generalizada
com k niveis e Ry a sua matriz tridiagonal. Para todo m € {1,2,...,k} tem-se

gm(x) = det(xl,, — Rglau]), onde Rilan,] € a submatriz principal lider de Ry.

Teorema 7.6 (ROJO e SOTO [60]) Sejam By wma drvore de Bethe generali-
zada com k niveis e Ry a matriz tridiagonal de By. Para o conjunto ) =

{m|1<m<k—1en, > ny,.1}, tem-se:

(1) Spec(By) = [U U(Rk[am])] Uo(Ri) e

me)

(ii) a multiplicidade de qualquer autovalor de Ry[a.,], como autovalor de By, é

pelo menos Ny, — Nyi1 para todo m € 2 e a multiplicidade € 1 para m = k.

Como exemplo de aplicacao do Teorema [[.6] prosseguimos considerando as
arvores Byy e Bz324) dadas na Figura [Z.3] e as suas matrizes tridiagonais Ry e
R5; dadas anteriormente. Iniciamos, analisando a arvore de Bethe B 4. Neste caso,
Q = {1,2,3}. Para o espectro de By, serdo considerando os espectros da matriz
tridiagonal R, e das suas submatrizes principais lideres: Ryf[ai], Ry[ow] e Rylas].
Apresentamos na Tabela [7.1] os autovalores destas matrizes e as suas respectivas

multiplicidades no espectro de By 4:
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Autovalores Multiplicidade em Ba 4

Rylan] | O np—neg=8—-4=4
Rylas] | —V2,V2 ng—mn3=4—-2=2
Rylas] | —2,0,2 ng—ng=2—-1=1
Ry ~VV5+3,-V3-v5V3-V5VV5+3 1

Tabela 7.1: Autovalores de Ba 4

Como todos os autovalores nao nulos de Ryf[aq], Ry[an], Ryas] e Ry sdo distintos,
cada autovalor nao nulo de B; 4 possui a multiplicidade indicada na terceira coluna.

O autovalor 0 tem multiplicidade igual a 4 + 1 = 5.

No caso da drvore de Bethe generalizada B304y, = {1,3,4}. Assim, o es-
pectro de B(z324) depende dos espectros da matriz tridiagonal Rs e das suas sub-
matrizes principais lideres: Rs[aq], Rs|as] e Rs[ay]. Na Tabela [[2], apresentamos

os autovalores destas matrizes e as suas respectivas multiplicidades no espectro de

3(2,3,2,4)1
Autovalores Multiplicidade em B 32 4)
Rs[aq] | O ny—ng=12-4=238
Rslon] | —v3,V3
Rslas] | —2,0,2 ng—mng=4—2=2
Rslag] | —VV3+3,-v3 —V3,v/3 - v3,V/V3+3 ng—ns;=2-1=1
Rs | —VV2+4,-V4-v2,0,V4— V2, VV2+4 1

Tabela 7.2: Autovalores de Bz 32,4

Novamente, os autovalores nao nulos de Rslay], Rs|as], Rsay] e Ry sao distintos.
Portanto, cada autovalor nao nulo de Bz 324y possui a multiplicidade indicada na

ultima coluna. O autovalor 0 tem multiplicidade igual a 8 +2 + 1 = 11.

Seja By, uma arvore de Bethe generalizada com n vértices. Rotulamos os vértices
de By, a partir do nivel k (de baixo para cima) e da esquerda para a direita como
descrito na Tabela [7.3}

Nivel | Numero de vértices | Grau dos vértices | Rotulagao dos vértices
1 ng = 1 dk n
2 ng_1 = dg dr_1 n—dg,n—dy+1,...,n—1
k-1 n9 do nm+1,n+2,...,n1+no
k ni d1:1 1,2,...,’01

Tabela 7.3: Rotulagao para B
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Definimos a particao {Vi, Va, ..., Vi} de By cujos vértices do nivel i constituem
a célula V;_;,1. Com a rotulacao da arvore By, dada na Tabela [[.3] as células da

particao ficam da seguinte forma:

Vi = {1,....,m};
Vo = {nmi+1,...,n1+ns};
: (7.6)
Viiig = {n—dg,n—di+1,...,n—1}e

Ve = {n},

onde n =1+ Zi:ll n; e #V; = n;. Denotamos tal partigao por 7(By).
O lema que segue mostra que m(Bj) é uma partigao equilibrada.

Lema 7.7 Para k > 2, seja By, uma drvore de Bethe generalizada com k niveis. A
particao w(By) cuja (k — i+ 1)-ésima célula é constituida pelos vértices de By no

nivel i € uma parti¢cao equilibrada de By,.

Demonstragao. Para k > 2, seja By uma arvore de Bethe generalizada com k
niveis e 7(By) a particao de By, definida de modo que os vértices do nivel i constituem
a célula Vi_; 11, veja em ([T.0).

Para todo i € {1,2,...,k}, os subgrafos induzidos (V;) sao grafos vazios e, por-
tanto, regulares. Agora, vamos verificar se os vértices de uma dada célula possuem
o mesmo numero de vizinhos nas outras células.

Os vértices da célula V; sao folhas e cada uma delas sé possui um vizinho em V5.
Para i € {2,3,...,k — 1}, cada vértice de V; possui d; — 1 vizinhos em V;_; e um
s6 vizinho em V;,;. Por fim, a célula V}, é constituida somente pela raiz de By que
possui dy vizinhos em Vj_;. Logo, a particao m(B) é uma particao equilibrada de
B

O

Para a partigao equilibrada 7(By) de uma arvore de Bethe generalizada By, a

matriz quociente Mg,y = (m;;) possui as entradas definidas por

1, sej=1i+4+1;

ni—1

mij =

, sej=1—1; (7.7)
n;

0, caso contrario.

Por exemplo, as drvores By e B34y (Figura [Z3) estdo rotuladas como
na Tabela [[3l A partigdo equilibrada de By, definida por niveis é m(Byy) =
{Vi, Vo, V3, Vi}, onde Vi = {1,2,3,4,5,6,7,8}, Vo = {9,10,11,12}, V3 = {13,14}

e V4 = {15} e a sua matriz quociente é
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MaBya) =

S O N O
o N O =
N O = O
o = O O

enquanto que a particao equilibrada de By 324y definida por niveis é (B2 324)) =
{V1, Vo, V3, Vi, Vs}, onde Vi = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}, Vo, = {13, 14, 15,16},
Vi ={17,18,19,20}, V, = {21,22} e V5 = {23}, cuja matriz quociente é

M”(B(2,3,2,4)) =

O O O w O
[ =
S N O = O
N O = O O
o = O O O

Nos exemplos acima notamos que as matrizes quocientes My, ;) € Mz (5,;.,.4)
possuem o mesmo espectro das respectivas matrizes tridiagonais R, e R5 das arvores
Bay e Bazaa. O que nos leva a préxima proposigao, a qual nos permite concluir
que o espectro da matriz tridiagonal de uma arvore de Bethe generalizada By, ¢é igual

ao espectro do seu grafo quociente By /7 (By).

Proposicao 7.8 Seja By uma drvore de Bethe generalizada cuja particao equili-
brada definida por niveis € w(By). A matriz tridiagonal de By, é semelhante a matriz

de adjacéncia Mg,y do grafo quociente By, /7 (B}).

Demonstragao. Sejam By uma arvore de Bethe generalizada com a particao equi-
librada definida por niveis 7(By), dada em (Z.4]).

Seja Sy, = (s;j), a matriz diagonal de ordem k com entradas

1, sei=75=1;
n
Sij = L osei =j5#1, (7.8)
n;
0, caso contrario.

Sejam Ry, = (1) e Mz(s,) = (m;;) matrizes quadradas de ordem k definidas em
([Z30) e (T1), respectivamente. Provaremos que as matrizes quadradas Sy Ry = (pi;)

e Mxs,)Sk = (¢ij) sdo iguais, para concluir que Ry e Mys,) sao semelhantes.

Como S, é uma matriz diagonal, para i € {1,2,...,k}, s;; sdo as tnicas entradas
nao nulas. Assim, para quaisquer i, € {1,2,...,k},
k k
Dbij = E SuTiyy = Suliy € iy = E My Sy = M S . (7-9)
=1 =1
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Agora, para cada i € {1,2,...,k} vamos verificar se as entradas nao nulas das
matrizes SR, e My (p,)Sk sao iguais.
n1

Se i = 1, as matrizes My p,) e R, possuem as entradas mip; = 1 e rip = —
2

como as tnicas entradas nao nulas e, de (Z.9)),

ny n
S11712 = — € My2822 = —.
No N2

Logo, pi2 = qi2.

Para 2 < ¢ < k — 1, as i-ésimas linhas de Ry e M (3,) possuem somente duas
entradas nao nulas nas colunas j =i —1ej =14+ 1. No caso j =i — 1, por (L9),
chega-se a

Piti-1) = SiTiG-1)

. /nl i1
o ( n;— 1) ni—1
ni—1
N
n; n;—1
i1 1

e também a -1y = Mi-1)Si-1)(i-1) = n ni—1
i i—1

Deste modo, pii—1) = ¢it—1)- No caso j =i + 1, temos

Piti+1) =  SiuTiGi+1)
ny n;
n; \ MNit1
ny
i1

11
€ Qii+1) T MG S(i1)i+1) = L ( n‘+1) :

Consequentemente, Di(i+1) = qi(i+1)-

Por fim, para o caso ¢ = k, as tnicas entradas nao nulas de Rj e Myg,) sao
Nk—1 Nk

Tk(k—1) = - € Mgk—1) = — Consequentemente,
k k
Pr(k—1) =  SkkTk(k—1)
o ( g — 1) N1
Nk
Nk n
N Ng—1
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Nk—1 ni

€ Qr(k—1) = Mgk-1)SE-1)(k-1) = - el

Portanto, pyr—1) = qrk—1)- Logo, as matrizes Ry, e My(z,) sao semelhantes.

O

A matriz Mys,) é a matriz de adjacéncia do grafo quociente By/m(By) que,
pelo Teorema [6.3], contém os autovalores principais de By. Visto que My z,) ¢ uma
matriz quadrada de ordem k temos que a quantidade de niveis de By nos da uma
cota superior para a quantidade de seus autovalores principais. Note que esta cota
nao é justa. De fato, a drvore harmoénica 7Ty (Figura B3]) é uma arvore de Bethe
generalizada com trés niveis e apenas dois autovalores principais (Teorema .12,
enquanto que a arvore de Bethe By, na Figura [[.3] possui quatro niveis e qua-
tro autovalores principais: —\/\/5 + 3, —\/3 — \/5, \/3 —vVbe \/\/5 + 3. Baseados
nestas observagoes apresentamos a seguinte conjectura.

Conjectura 7.9 Para todo k par, By, uma drvore de Bethe generalizada com k

niveis, possui exatamente k autovalores principais.

Prosseguimos apresentando as nossas contribuicoes sobre os autovalores princi-
pais para as arvores de Bethe generalizadas. O Teorema [Z.I0 afirma que a matriz
tridiagonal de By, uma arvore de Bethe generalizada, contém os autovalores princi-

pais.

Teorema 7.10 Os autovalores principais de wma drvore de Bethe generalizada
By sao autovalores de sua matriz tridiagonal Ry consequentemente, By possui no

mazimo k autovalores principais.

Demonstragao. Seja By uma arvore de Bethe generalizada com a particao equi-
librada definida por niveis é 7(By), dada em (Z.6]). Da Proposi¢ao [[.8 a matriz
tridiagonal Ry é semelhante & matriz de adjacéncia do grafo quociente By /7w (Bg).
Do Teorema 2.5 essas matrizes tém o mesmo espectro. Logo, do Teorema [6.3] R},

contém os autovalores principais de By.

OJ

O teorema a seguir apresenta uma relacao sobre as coordenadas dos autovetores

de Bj considerando a particao equilibrada definida por niveis.
Lema 7.11 Sejam By uma drvore de Bethe generalizada com n vértices e a sua
parti¢ao equilibrada definida por niveis w(By) = {V1, Vg, . Vk} Sev = (v;) € um

autovetor associado a um autovalor \ de Bj entao \ E v; = E d; E v;, onde d;
=1 = 1€V
¢ o grau dos vértices em V.
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Demonstracao. Seja B, uma arvore de Bethe generalizada com n vértices cuja
parti¢ao equilibrada por niveis é m(By) = {V1, Va, ..., Vi }.
Seja Av = Av, onde v = (v;) e A = (a;;) é a matriz de adjacéncia de Bj. Temos

Av; = Zaijvj = Zvj para todo ¢ € {1,2,...,n}. Assim,
j=1

j~i

( )\ZUZ = (dQ — ].)ZUZ,
ieVi icVa
)\Zvi:(derl—l) Z v; + Z v, se2<j<k-—2;
iev; i€Vt i€Vj_1
A Z vi:dkvn+ Z Vi,
i€Vi_1 i€Vi_g
AU, = Z v;.
L i€Vi_1

Somando todas as coordenadas de Av, temos:

T
[N}

n k
A Z v, = (dj+1 — ].) Z V; -+ dkvn -+ Z Z V;
1=1

i€Vj41 j=2 i€V;_1

<.
Il
—_

k-1 k—1
_ (di = 1) v | +diva+ DD
j=2 i€V j=1ieV;

Deste modo,

k k—1 k—1

IICOBLIEDIPBLED DY DL

i=1 j=2 i€V j=2 i€V j=1ieV;
k

>
&
I

n k
Como d; = 1, segue que )\Zvi = Z devi
j=1

i=1 i€V;

0

O proximo resultado nos déd uma condicao necessaria e suficiente para que um

autovalor nao nulo de uma arvore de Bethe generalizada seja nao principal.
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Teorema 7.12 Seja B, uma drvore de Bethe generalizada com n vértices e a

particao equilibrada por niveis w(By) = {Vi, Va, ..., Vi}. Um autovalor nao nulo A
k

de By é nao principal se e somente se E d; E v; = 0 para todo autovetor v = (v;)
j=1  €V;
de \, onde d; é o grau de cada vértice em V.
Demonstragao. Seja A um autovalor de uma arvore de Bethe generalizada By,.
Temos que A é nao principal se e somente se todo autovetor v associado a A possui
a soma de suas coordenadas iguais a 0. Logo, pelo Lema [[.T1], A é ndo principal se e
somente se as coordenadas de qualquer autovetor v = (v;) associado a A satisfazem

k
Zd]Z’UZ:O

j=1 i€V
O
O lema a seguir fornece propriedades sobre a primeira e a tultima coordenadas de
um autovetor da matriz tridiagonal Rj. Note que este resultado é um caso particular
do Teorema 2.3

Lema 7.13 Todo autovetor associado a um autovalor da matriz tridiagonal de uma

drvore de Bethe generalizada By, tem a primeira e a dltima coordenadas nao nulas.

Demonstragao. Dada B, uma arvore de Bethe generalizada com k niveis, consi-
dere a sua matriz tridiagonal Ry.

Seja AW = Ryw. As coordenadas de w = (w;) satisfazem a relacao:

AWy = Wo;

Aw; = Ewifl + \/iwzﬁrla 2<i<k-1; (7.10)
n; 7’LH_1

)\wk = Wp—1-
Suponhamos por absurdo que se tenha, por exemplo, w; = 0. Da primeira
equagao de (ZI0) segue que wy = 0. Da segunda equagao obtemos w; = 0, para

i€{3,4,...,k}. Isto contradiz o fato de w ser um autovetor. Logo, w; # 0.

0

Lema 7.14 Seja By uma drvore de Bethe generalizada com n vértices cuja particao
equilibrada definida por niveis é w(By) = {V1,Va,..., Vi}. Se w = (w;) é um au-
tovetor associado a um autovalor A da matriz tridiagonal Ry de By entdo A é um

autovalor de By que possui um autovetor v = (v;) cujas coordenadas sio dadas por

v =, /ij para todo i € V;, (7.11)
j

onde nj € o nimero de vértices na célula V; para todo j € {1,2,...,k}.
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Demonstragao. Seja M g,) a matriz quociente da particao 7(By) e seja Ry a
matriz tridiagonal de By. Da Proposigao [.8] existe uma matriz diagonal Sy, = (s;;)

de ordem k cujas entradas sao dadas por

p

1, se1=7=1;
R ny . .
Sij = —, sei=j#1;
Ny
\ 0, caso contrario

tal que Sp Ry, = My s,)Sk.

Seja w = (w;) um autovetor de Ry, associado a um autovalor \. Como Sy Ryw =
Mz,)SkW temos que SpAW = M5,k W, isto é, A(Spw) = Mrs,)(Skw). Deste
modo,

T
_ ni R ni
Skw = ( wy g W2 o Wk )

¢ um autovetor de My, associado a A. Segue, pelo Teorema 2.4 que o vetor

T
/n /n
vV = < wljnl n_;w2jn2 e n_;wkjnk )

é um autovetor de Bj associado a .

O

Conforme observado nas Tabelas[Z.I]e[l.2] as drvores Ba 4 € B(a,32,4) 520 exemplos
de arvores de Bethe generalizadas que possuem, além dos seus indices, outros auto-
valores simples. O Teorema apresenta uma condicao necessaria e suficiente para
que um autovalor da matriz tridiagonal Rj de uma arvore de Bethe generalizada By,

que é simples em By, seja um autovalor nao principal.

Teorema 7.15 Seja w = (w;) um autovetor associado a um autovalor A da matriz
tridiagonal Ry de uma drvore de Bethe generalizada By. Suponha que \ seja um

autovalor simples de Bj. Desse modo, A € um autovalor nao principal de By se e

somente se Y5, Vniw; = 0.

Demonstragao. Seja B, uma arvore de Bethe generalizada com particao equili-
brada 7(Bg) = {V1,Va,...,Vi}, dada em (Z6). Logo, a cardinalidade de V; é nj,
para cada j € {1,2,...,k}.

Se w = (w;) é um autovetor associado a um autovalor A de Ry, do Lema[7.14] o

vetor v = (v;) cujas coordenadas sdo dadas por

n .
v =, /—le para todo i € V},
n.
j
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onde j € {1,2,...,k}, é um autovetor de By associado ao autovalor A. Entao a

soma das coordenadas de v é

k

k k k
3= Yo Py = 3 T < S (1)
j=1 j=1 J=1

j=1ieV;

Como A é um autovalor simples de By, segue que A é um autovalor nao principal
de B se e somente se Zle Vrjw; = 0.
OJ

O préximo resultado, Teorema [.16], fornece uma condicao suficiente para que
um autovalor de Ry seja um autovalor principal para a arvore Bj, mesmo que nao

seja um autovalor simples de Bj.

Teorema 7.16 Seja w = (w;) um autovetor associado a um autovalor A da matriz
tridiagonal Ry de uma drvore de Bethe generalizada By,. Se Zle Vnaw; # 0 entao

A € um autovalor principal de By.

Demonstracao. Seja w = (w;) um autovetor associado a um autovalor A de Ry.

Do Lema [7.14] o vetor v = (v;) cujas coordenadas sdo dadas por

n .
v =, /—le para todo 7 € V},
n.
j

onde j € {1,2,...,k}, é um autovetor de By associado ao autovalor A. De (.I12),

n k k
D1 Vi = /M Y5y y/mjw;. Como 37 (/nw; # 0 segue que a soma das coorde-
nadas de v nao é nula. Logo, A\ é um autovalor principal de B;.

O

7.3 Arvore de Bethe

Nesta secao, vamos analisar os autovalores principais para as arvores de Bethe e
apresentaremos uma conjectura sobre a ordem do espectro principal de tais arvores.
Para a arvore de Bethe By, a matriz tridiagonal definida em (Z.H), Ry = (745),

possui as coordenadas dadas por:

Vd, sej=i+1louj=i-—1;

0, caso contrario.

Como exemplo temos a matriz tridiagonal R4(pégina [76) da arvore de Bethe Bs 4

(Figura [T.3)).
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Apresentamos a seguir, um resultado de ROJO e ROBBIANO [66] que determina

o espectro das arvores de Bethe.

Proposigao 7.17 (ROJO e ROBBIANO [66]) Para todo j € {1,2,...,k} e

para todo ¢ € {1,2,...,7} os autovalores da drvore de Bethe By, distintos do indice
l :
sdo 2v/d cos % com multiplicidades iguais a d*~7=1(d—1), enquanto que o seu
J
7
mdice € 2v/d —_—
indice é 2v/d cos <k:+1)

Do Teorema [T.I0], o espectro principal da arvore de Bethe By estd contido no
espectro da matriz Ry. No Teorema [[.18] mostramos que os autovetores do caminho

P sao também autovetores da matriz tridiagonal Rj.

Teorema 7.18 Sejam d e k inteiros positivos. Tem-se que W € um autovetor asso-
ctado ao autovalor o do caminho Pj, se e somente se w ¢ um autovetor associado

ao autovalor X = av/d da matriz tridiagonal Ry da drvore de Bethe Byy.

Demonstracao. De (Z.I3)), temos que

0 vVd 0 - 0 0 0 0 --- 00
Vd 0 Vd - 0 0 101 --00
0 vd 0 -~ 0 0 010 ---00
Re=| . . |=val . | =VdAP).
0 0 - 0 d 000 --- 01
0 0 0 - +d 0 000 ---10

Assim, A(Py)w = aw se e s6 se VAA(P,)w = av/dw.
U

Como consequéncia do Teorema [[.18], para utilizar os autovetores da matriz Ry,

basta considerar os autovetores do caminho Pj.

Corolario 7.19 Os autovalores da matriz Ry, sao \; = 2+/d cos (/{;j——:jl) para todo

j€A{1,2,...,k} e estao em ordem decrescente com relagdo ao indice j.

Demonstragao. Do Teoremal2.2T] os autovalores do caminho Py sao simples e sao

da forma a; = 2 cos (k]—fl) para todo j € {1,2,...,k}. Do Teorema[7.I§] os auto-

T
valores da matriz Rj, também sao simples e possuem a forma \; = 2v/d cos (‘]—)

k+1
para j € {1,2,...,k}.

86



Do Lema 222 os autovalores de P, estdo em ordem decrescente e como v/d > 0

segue que os autovalores de Ry estao dispostos em ordem decrescente.
O

No Corolario [7.20 é apresentado o polinémio caracteristico da matriz tridiagonal
de uma &arvore de Bethe, sabe-se que o polindmio caracteristico principal de tal

arvore divide este polinémio (Proposigao [T.§]).

Corolario 7.20 O polinomio caracteristico da matriz tridiagonal Ry de uma drvore
de Bethe By, €

r(z) = 3 (14 ( o ) (Va)” (e e B,

Demonstracao. Seja R a matriz tridiagonal de uma arvore de Bethe B .

Para todo j € {1,2,...,k}, se a; é um autovalor do caminho P segue, do
Teorema [.18, que A\; = \/Eaj ¢ um autovalor de By .
s
Do Lema R20, temos que —X sao as raizes do polindmio p(z) =

Vd
k—j k_] k—2j . . 7 A .
(—=1) )z para todo j € {1,2,...,k}. Assim, se r(z) é o polinomio
, J
Jj=0
do enunciado entao, para todo j € {1,2,...,k} tem-se

|

I

;b

|

,_
(ME

r(A) =

— .
NN
L O

J

(e

= j:\/E)kp <\>—](_i) =0.

Isto significa que as raizes do polinémio r(z) sdo os k autovalores da matriz tri-

(—1)F ( ' _-j ) \/gzj/\jk_%

o
<

diagonal Rj. Como este é monico temos que r(x) é o polinomio caracteristico de
Ry.
O

Note que 0 é uma raiz do polinémio r(z) somente no caso em que k é um nimero
impar. Da Proposicao [.8, o polinomio caracteristico principal de B,y divide o
polinémio r(z) e, portanto, 0 ndo é um autovalor principal para a drvore de Bethe
que possui um nimero par de niveis. Como podemos constatar na matriz tridiagonal

R4 da érvore By 4 que ndo possui 0 no seu espectro (veja Tabela [T]]).
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Por meio de testes e varios exemplos, obtivemos evidéncias de que a quantidade
de autovalores principais de uma arvore de Bethe By é exatamente igual ao nimero
de niveis que ela possui, independente da paridade de k. De fato, uma arvore de
Bethe com trés niveis (diametro 4) possuem no maximo 3 autovalores principais
(Teorema [T10]), sendo que as tnicas arvores de diametro 4 que possuem dois auto-
valores principais sao as arvores harmonicas, que nao sao arvores de Bethe. Estas

consideracoes nos levam a estabelecer a seguinte conjectura.

Conjectura 7.21 Uma drvore de Bethe com k > 3 niveis possui exatamente k

autovalores principais.

Considerando a particao equilibrada definida anteriormente, fornecemos no teo-
rema a seguir uma condi¢ao necessaria e suficiente para que um autovalor de uma
arvore de Bethe seja nao principal a partir do conhecimento das coordenadas refe-

rentes as folhas dos seus autovetores associados.

Teorema 7.22 Seja B, uma drvore de Bethe com n vértices cuja particao equili-
brada definida por niveis € m1(Bax) = {V1, Va, ..., Vi}. Um autovalor \ de By, € ndo
principal se e somente se as coordenadas de qualquer autovetor v = (v;) associado

a \ satisfazem v, = —dz v;.

i€y
Demonstracao. Seja By uma arvore de Bethe com n vértices cuja particao equi-
librada definida por niveis é m(Bgx) = {V1, V2, ..., Vi}.

Seja v = (v;) um autovetor associado a um autovalor A de Byy. Pelo Lema [T.11]

Como dy = 1,d, =d e, para j € {2,3,...,k — 1}, temos d; = d + 1 segue que

n k—1
A o= DY v (d+ D)D) vt do,
i=1 i€V j=2 ieV;

k—1 k—1
= ZvﬂrZZvﬁrd ZZvi+vn

ievi =2 i€V =2 i€V}
n n

= E V; — Up + d E Vi — E V;
=1 =1 ISA%]

n

= (d+1)Zvi—vn—dZvi.

i=1 1€Vy
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Portanto,
n

vt dY = (d+1=N)> v (7.14)

S%] =1
Como B nao é um grafo regular e possui o grau maximo A = d + 1 segue,
do Teorema [2.I8, que o indice desta arvore é estritamente menor do que d + 1.
Consequentemente, A < d + 1.
Um autovalor A é nado principal By se e somente se todo autovetor v = (v;)
associado a este autovalor satisfaz Y ., v; = 0. Da equagao (ZI4), isto equivale a
dizer que A é um autovalor nao principal se e somente se qualquer autovetor v = (v;)

associado a \ satisfaz

O

Para uma aplicagao do Teorema [[.22] citamos a arvore de Bethe B4,
dada na Figura [[.3] com a parti¢do equilibrada definida por niveis 7(By4) =
(Vi,Vo,V5,Va}, onde V; = {1,2,3,4,5,6,7,8}, Vo = {9,10,11,12}, V5 =
{13,14} e V, = {15}. Dentre os autovalores de B4, consideremos /2, com
multiplicidade 2, e —+/3 4 /5, com multiplicidade 1 (veja Tabela [Z1). Os
VetOIGSV:<11—1—10000\/5—\/500000)T eu =

T
(0 00011 -1 =100 v2 —v2 0 0 o) formam uma base para
o autespaco de v/2. Note que, D Vi = Dt = 0 e v, = u, = 0.

Como v, = 0 = =23 . v e wu, = 0 = =23, u; temos que V2 é
um autovalor ndo principal. Por outro lado, se A = —v/34+ /5 entdo v =

T
(11111111)\)\)\)\\/54—1\/54—1(1—\/3) \/5+3) é um

autovetor associado a —v/3 + /5. Temos que ZiEVl v; = 8 que é diferente de
(1 — \/5) V5 + 3~ —2,83. Do Teorema [[.22, —v/3 + v/5 é um autovalor princi-

pal.

No Corolario [[.23] aplicamos o Teorema [7.22] analisando os autovetores associa-
dos aos autovalores da matriz tridiagonal Ry de uma arvores de Bethe, os quais sao

simples para a arvore.

Corolario 7.23 Seja w = (w;) um autovetor associado a um autovalor X da matriz
tridiagonal Ry, de uma drvore de Bethe Byy. Se X é um autovalor simples de Bqy
entao A é um autovalor nao principal de By, se e somente se wy, = —dy/njwy, onde

ny € o numero de vértices no nivel k.

Demonstracao. Seja By, uma arvore de Bethe cuja particao definida por niveis

é m(Bax) = {V1,Va,..., Vi}.
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Seja w = (w;) um autovetor associado a um autovalor A da matriz tridiagonal
Ry, que é um autovalor simples de B. Pelo Lema [7.14], B, possui um autovetor

associado a A cuja i-ésima coordenada ¢é definida por

n .
v =, /—1wj para todo i € V},
nA
J

onde n; é o nimero de vértices no nivel k + 1 — j para todo j € {1,2,...,k}.
Do Teorema [Z.22] A é um autovalor nao principal de B, se e somente se as
coordenadas de qualquer autovetor u = (u;) de By associado a A satisfazem w,, =

—d Z u;. Como A é um autovalor simples segue que A é um autovalor nao principal

%1
de Bg se e somente se v,, = —d g v;. Porém,
1€V
n ny
E Vi = \/ wl = E W1 = NWyp € Uy =/ — Wk = /N Wy
V' n
eV S % IS % k
Logo, A é um autovalor nao principal de By se e somente se wy = —dy/njw.

0

O proximo resultado, Corolério [7.24], fornece uma condicao suficiente para que
um autovalor de Rj seja um autovalor principal para a arvore By, mesmo que nao

seja um autovalor simples de B .

Corolario 7.24 Seja w = (w;) um autovetor associado a um autovalor X da matriz
tridiagonal Ry da drvore de Bethe Byy. Se wy # —dy/niw; entao A é um autovalor
principal de Bg.

Como consequéencia imediata do Corolario [7.24] temos que 0 é um autovalor
principal das arvores de Bethe com um nimero impar de niveis. De fato, considere

a arvore de Bethe By, onde k é impar. Dos Teoremas [[L1§ e [2.21], temos que

W:<sen(g> sen () - sen (%T) )T

¢ um autovetor da matriz tridiagonal Rj; associado ao autovalor 0. Note que
sen( ) # —dy/ny sen( ) Com efeito, suponhamos por absurdo que sen (’”) =
—d\/_sen( ) Comosen( )—1 d>1le,/n > lseguequesen( )——d\/_<
—1, um absurdo. Do Corolario [Z.23] 0 é um autovalor principal da arvore de Bethe

B, onde k é um nimero impar.

Na proxima secao, aplicamos novamente os resultados obtidos na Secao e
determinamos o polinomio caracteristico principal e consequentemente, o nimero de

autovalores principais para um caso particular das arvores de Bethe generalizadas.
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7.4 Arvore completa quase-regular

De acordo com CVETKOVIC e DAVIDOVIC [12], a &rvore enraizada com k
niveis, cuja raiz estd no nivel 1 e tem grau d > 1, os vértices dos niveis 2 a k — 1
também possuem grau d e os vértices no nivel k£ tem grau 1 é chamada drvore com-
pleta quase-regular. Denotamos tais arvores por Qg . Ilustramos a arvore completa

quase-regular Qs 5 na Figura [7.4l

46

1 2 3 4 5 6 7 8 9 101112 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

Figura 7.4: Arvore completa quase-regular Qs 5

Note que as arvores completas quase-regulares sao arvores de Bethe generalizadas
e podemos aplicar os resultados anteriores. Além disso, o caminho P, com n impar
é uma drvore completa quase-regular Q, nil, enquanto que se n é par entao P,
nao ¢ ao menos uma arvore de Bethe generalizada. Por exemplo, o caminho P; na
Figura [Z.1] é a arvore completa quase-regular Qo 4.

Considere a arvore completa quase-regular Qu ) cuja matriz tridiagonal Ry, (de-
finida em (Z.H)) é dada por

0 d—1 0 0
d—1 0 d—1
Rk: )
vd—1 0
: . d—1 0 d
0 0 Vd 0
poisd; =1edy =d3 =---=dp = d. Por exemplo, a matriz tridiagonal da arvore

Qs €

Considerando a parti¢ao equilibrada definida por niveis 7(Qg4) (Lema [T7) para

a arvore completa quase-regular Qg , no proximo resultado mostramos que a soma
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das coordenadas dos autovetores de 9, pode ser reduzido a analisar apenas a soma

das coordenadas associadas as folhas da arvore.

Teorema 7.25 Seja Qg uma drvore completa quase-regular com n vértices com a
particao equilibrada definida por niveis (Qax) = {V1, Va,..., Vi }. Sev = (v;) é um
autovetor associado a um autovalor X\ de Qqy entdo (A — d) Zvi =(1-4d) Z ;.-

=1 1€V
Demonstracao. Sejam Qg uma arvore completa quase-regular com a rotulagao
dada em (7.0)) e sua parti¢ao equilibrada dada por niveis m(Qqx) = {V1, Va, ..., Vi }.
Seja A um autovalor de Q4 com autovetor v = (v;). Do Lema [T11] temos que

n k
A E v; = g d; E v;, onde d; é o grau dos vértices na célula V;. Assim,
i=1

j=1  i€V;

n k
)\ZUZ‘ = ZUZ—FZCZZUZ
=1

ieVh j=2 i€V,

— Zvi—kd(ivi—Zvi)

ieVy =1 S%1
% i=1

n

Logo, (A —d) Zvi =(1-4d) Zvi.
i=1 1€Vh

O

No Teorema [7.26] mostramos que todo autovalor A\ da matriz tridiagonal Ry de

uma arvore Qg ¢ um autovalor principal de tal arvore.

Teorema 7.26 Seja Qg uma drvore completa quase-regular. Os autovalores da

matriz tridiagonal Ry, sao autovalores principais de Qq.

Demonstracao. Seja Qg uma arvore completa quase-regular e a sua matriz tri-
diagonal Rjy.
Pelo Lema [T.14] se A é um autovalor de Ry com autovetor w = (w;) entdao A é

um autovalor de Qg cujo autovetor v = (v;) possui coordenadas definidas por

n .
(I /#wj para todo 7 € Vj,
j

onde j € {1,2,...,k}.
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Do Teorema [7.25], (A — d) Zvi =(1-4d) Z v;. Assim,
i=1

i€V

n

A=) v =(1—dnw. (7.15)

=1

Suponhamos, por absurdo, que Y, v; = 0.

Como Q;j nao é um grafo regular e possui o grau miximo A = d segue,
do Teorema .18, que o indice desta arvore é estritamente menor do que d. Da
equacao (ZIH), >, v; = 0 implica que (1 — d)njw; =0. Como d > 1 eny > 1 te-
mos que w; = 0, o que contradiz o Lema [.T3] Logo, Z?Zl v; # 0 e por conseguinte,
A é um autovalor principal de Q.

OJ

Do Teorema 2.3, os autovalores da matriz tridiagonal R, de uma &rvore
completa quase-regular Q;; sao todos distintos e, portanto, Qg possui exa-
tamente k autovalores principais. Por exemplo, os autovalores principais da

arvore Qs 5, dada na Figura [7.4] sao os autovalores da sua matriz tridiagonal Rs:

VVIT+ VVITH V- VTE VoVTE
v T vE T v e o

Do Lema [I.5 temos que o polindomio caracteristico da matriz tridiagonal Ry

de uma arvore completa quase-regular Qg ¢ definida pela recorréncia definida em

(4). No Corolario [7.27] apresentamos o polinoémio caracteristico principal de Qg.

Corolario 7.27 O polinomio caracteristico principal de uma drvore completa quase-

reqular Qg € o polinomio q,(x) definido pela recorréncia

(@) = 1

() = =

() = x¢u_1(x) — (d—1)gm2(x), 2<m<k-—1,
(r) = zqu-1(z) — dgr—o(7).
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Capitulo 8
Consideracoes finais

No decorrer deste capitulo, destacamos as nossas contribuicoes e apontamos
possiveis linhas de pesquisa para desenvolvimento futuro.

Dentre as nossas principais contribuigoes destacamos: a caracterizacao dos grafos
conexos bipartidos de ordem n tais que —1 — A, € um autovalor principal do grafo;
a identificacao de algumas classes de grafos conexos bipartidos para os quais o menor
autovalor é nao principal e a determinacao do espectro principal dos caminhos e das
duplas estrelas. Além disso, construimos uma classe de grafos (que chamamos grafos
foguete) com uma partigao equilibrada com trés células e exatamente trés autovalores
principais. Em sequéncia, apresentamos uma condigao necessaria e suficiente para
que um grafo com uma particao equilibrada com trés células possua exatamente dois
autovalores principais.

A partir de nossa investigacao sobre autovalores principais em arvores de Bethe
generalizadas, obtivemos uma condigao necessaria e suficiente para que um autovalor
nao nulo de tais arvores seja nao principal. Aplicamos os resultados obtidos para
determinar a quantidade de autovalores principais das arvores completas quase-
regulares, que constituem uma subfamilia das arvores de Bethe generalizadas.

Como sugestoes para trabalhos futuros, propomos continuar investigando auto-
valores principais em arvores de Bethe generalizadas. Nesta linha, destacamos as
duas conjecturas propostas no Capitulo [7l a saber: arvores de Bethe com k niveis
possuem exatamente k£ autovalores principais e o niimero de autovalores principais de
arvores de Bethe generalizadas com um nimero par de niveis coincide com o niimero
de niveis. Ainda estd em aberto a questao do ntimero de autovalores principais em

arvores de Bethe generalizadas com um nimero impar de niveis.
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