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O objetivo deste trabalho é demonstrar que representagoes baricéntricas de re-
des nao cristalogréficas (abreviadamente, redes NC) sempre apresentam colisoes de
vértices, e que os grafos quociente destas redes sempre admitem uma particao equi-
voltagem, o que serd chamado de Teorema Fundamental das Redes NC. Em paralelo,
descrever completamente os grupos de automorfismos limitados de tais redes. De-
pois dos trés capitulos que introduzem conceitos fundamentais, sao estudadas redes
NC com grupos de automorfismos limitados nao abelianos com agao livre; a natu-
reza particularmente mais simples de tais automorfismos permite a criacao de um
procedimento para a geracao de exemplos nao triviais de redes NC. No capitulo se-
guinte, demonstra-se que representacoes baricéntricas de redes NC que admitem um
sistema de imprimitividade com blocos finitos para automorfismos limitados sempre
apresentam colisoes de vértices em sua representagao baricéntrica e admitem grafos
quociente com uma particao equivoltagem. No capitulo final, demonstra-se que toda
rede NC admite tal sistema de imprimitividade, o que conclui o objetivo primario
do trabalho. Ao longo do estudo sao desenvolvidas importantes ferramentas, como
as particoes equivoltagem, os grupos de correlagao e os grafos fibra. Sao desenvolvi-
dos também teoremas sobre representagoes limitadas. Os grupos de automorfismos
limitados das redes NC sao completamente descritos como produtos subdiretos de

produtos entrelagados de grupos mais simples.
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The goal of this text is to prove that barycentric representations of non crys-
tallographic nets (shortly, NC nets) always present vertex collisions, and that the
quotient graphs of such nets always an equivoltage partition, which will be called The
Fundamental Theorem of NC Nets. In parallel, to describe completely the bounded
automorphism groups of such nets. After the first three chapters introducing the ba-
sic concepts, NC nets with freely-acting non abelian bounded automorphism groups
are studied; the particularly simple nature of such automorphisms leads to the cre-
ation of a procedure of generation of non-trivial NC nets. In the next chapter, it is
proved that barycentric representations of NC nets admitting a system of imprimi-
tivity with finite blocks for bounded automorphisms always display vertex collisions
in their barycentric representations and admit quotient graphs with an equivoltage
partition. In the final chapter, it is proved that all NC nets admit such a system
of imprimitivity, which concludes the main objective of the study. Important tools
are developed, such as equivoltage partitions, correlation groups and fibre graphs.
Theorems about bounded representations are developed. The bounded automor-
phism groups of NC nets are completely described as subdirect products of wreath

products of simpler groups.
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Capitulo 1

Introducao

Grafos infinitos podem ter uma estrutura muito complexa. As linhas de pesquisa que
se propoem a estudar tais grafos normalmente buscam alguma propriedade adicional
para reduzir a gama de possibilidades que uma quantidade infinita de informacgoes
pode implicar. Os grafos infinitos que serdao objeto deste estudo sao simples (sem
lagos ou arestas multiplas), 3-conexos, localmente finitos (cada vértice possui grau
finito) e periddicos. Essencialmente, é o que serd definido mais adiante como redes
periddicas. A periodicidade reduz muito a complexidade do grafo infinito, pois ao
invés de haver uma quantidade infinita de informacgoes, ha uma quantidade finita
que se repete periodicamente [3].

A razao que leva ao estudo de tais grafos infinitos é a modelagem de estruturas
cristalinas, objeto de pesquisa da Cristalografia. Os vértices e as arestas de um grafo
representam os atomos e as interacoes quimicas entre os mesmos, respectivamente
(veja a Figura 1.1). No cristal, tais atomos estdo dispostos numa configuragao que
se repete periodicamente em certas direcoes. Isto produz uma simetria translacional
nestas direcoes, o que pode ser estudado através de automorfismos destes grafos.
Por estes dois motivos, conceitos de Teoria de Grupos e de Teoria de Grafos serao
o ponto de partida deste estudo nos dois primeiros capitulos. Os conceitos destas
duas areas se misturam e convergem para os conceitos de redes periddicas, vistos no
terceiro capitulo.

O grafo em si é uma entidade abstrata. A principio as arestas nao possuem
comprimento, e nao ha como se medirem os angulos entre as mesmas. No entanto,
se os vértices e as arestas forem substituidos respectivamente por pontos e segmentos
de reta mergulhados no espaco Euclideano R”, as simetrias do mergulho do grafo
podem ser utilizadas como ferramentas adicionais. Mais adiante, o mergulho de
um grafo no espaco Euclideano sera definido como uma representagao do grafo.
Observe a Figura 1.2. Na primeira imagem ha uma representacao de um grafo
infinito. Na segunda, uma representacao um pouco mais simétrica. Na terceira, a

representacao de maxima simetria para este grafo. Repare que, topologicamente,



Figura 1.1: A esquerda uma imagem real da estrutura cristalina do grafeno, e a
direita um grafo infinito que a representa [1].

Figura 1.2: A figura da esquerda apresenta menos simetrias do que a intermediaria,
que por sua vez apresenta menos simetrias que a da direita, embora todas as tres
representem o mesmo grafo abstrato.

todas as trés representam o mesmo grafo abstrato.

Uma vez que o objeto que esté sendo estudado é um mergulho de um grafo num
espaco Euclideano, e como ha inimeras possibilidades para representagoes de um
grafo, pode-se trabalhar agora na obtencao de uma representacao que seja unica e
simplificada. Na verdade, sera procurada uma representagao definida como repre-
sentagao baricéntrica, onde cada vértice estd no baricentro (centro de gravidade)
dos seus primeiros vértices vizinhos. Ela é de fato uma configuracao de maxima
simetria, o que pode ser verificado em [4], e é tinica, como demonstrado em [5]. Um
dos problemas enfrentados quando se busca a representacao baricéntrica é a colisao
de vértices, ou seja, quando a Unica maneira de obter esta representacao implica
a sobreposicao de dois ou mais vértices. Este trabalho esta voltado para uma classe
de redes periédicas que apresenta sistematicamente colisoes de vértices.

A periodicidade é uma caracteristica tao forte, que a esséncia da natureza de uma
rede periddica (infinita) pode ser resumida num grafo finito, que redne informagoes
bésicas sobre os graus, e com rétulos sobre as arestas, que indicam as diregoes
de periodicidade. Este grafo finito, que sera definido rigorosamente no momento
propicio, chama-se grafo de voltagem. Encontrar propriedades importantes da
rede periédica (infinita) a partir da simples anélise do seu grafo quociente (finito)
de voltagem correspondente é também um objetivo deste trabalho.

A cada rede periddica esta associado um grupo de automorfismos. No caso de



uma rede cristalografica, o grupo de automorfismos ¢ isomorfo a um grupo cha-
mado de grupo de espago. Ha 17 tipos bidimensionais, e 230 tipos tridimensionais
[6]. Quando a rede possui um grupo de automorfismos que nao é um grupo de espago,
a rede periddica é qualificada como uma rede nao cristalografica (rede NC). O
objetivo deste trabalho é estudar detalhadamente a estrutura das redes
NC, culminando com a demonstragao de que a representacao baricéntrica
de qualquer rede NC apresenta colisao de vértices.

Os automorfismos serao as principais ferramentas utilizadas no estudo de re-
des. Redes periddicas sao caracterizadas principalmente por seus automorfismos
translacionais, ou simplesmente translacoes, uma vez que a periodicidade permite
a translacao da rede inteira sobre ela mesma. As translacoes constituirao parte de
uma importante classe de automorfismos a serem estudados, os automorfismos
limitados, que serao definidos futuramente. Os tnicos automorfismos limitados
que as redes cristalograficas possuem sao as translagoes. As redes NC se distinguem
das cristalograficas exatamente por possuirem automorfismos limitados diferentes
de translagoes, e tais automorfismos serao a chave para a descricao completa da
estrutura de tais redes. Descrever o grupo de automorfismos limitados das
redes NC é parte do objetivo deste trabalho.

A primeira parte deste trabalho (Capitulo 6) foi publicada em 2011, na revista
de cristalografia tedrica Acta Cristallographica A67, 240-251, sob o titulo de Non-
cristallographic nets with freely acting, non-abelian local automorphism
groups [7]. Como o préprio titulo sugere, a parte inicial trata de redes NC cujo
grupo de automorfismos limitados é nao abeliano e nao admite pontos fixos. A
razao de esta classe de redes NC ter sido escolhida para a primeira andlise estd
relacionada com a natureza particular de sua estrutura: o grupo de automorfismos
limitados neste caso é finitamente gerado. Com isso, além de uma demonstracao de
que representacoes baricéntricas de tais redes apresentam colisoes de vértices, um
procedimento para geracao de redes NC nao triviais é introduzido. A construgao
de uma rede NC através deste procedimento permite a compreensao e descricao do
grupo de automorfismos limitados de tais redes como produto subdireto de grupos.

Embora este tenha sido um importante resultado, grupos de automorfismos que
apresentam pontos fixos sao extremamente mais complexos. A estratégia para a
descrigao da estrutura de redes que apresentam tais automorfismos foi restringir
num primeiro momento o estudo a uma classe de redes particular: redes NC que
admitem um sistema de imprimitividade com blocos finitos para o grupo de auto-
morfismos limitados. Esta parte do trabalho (Capitulo 7) foi publicada em 2013,
na mesma revista, em A69, 276-288, sob o titulo de Non-crystallographic nets
with finite blocks of imprimitivity for bounded automorphisms [8]. Nesta

parte demonstra-se, entre outros importantes resultados, que uma representagao



baricéntrica de uma rede NC que apresenta blocos finitos de imprimitividade para
automorfismos limitados sempre apresenta colisoes.

A conclusao do trabalho sobre redes NC (Capitulo 8) foi alcangada em trés
etapas: primeiramente, demonstra-se que redes NC 1-periddicas sempre admitem
sistema de blocos finitos de imprimitividade para automorfismos limitados; em se-
guida, este resultado ¢ estendido a redes NC n-periddicas, utilizando-se o conceito
dos grafos fibra como principal ferramenta; finalmente, uma vez que foi demons-
trado que qualquer rede NC admite sistema de blocos finitos de imprimitividade
para automorfismos limitados, a aplicacao do Teorema 7.4.2 do capitulo anterior
garante que representacoes baricéntricas de qualquer rede NC apresentam
colisoes de vértices, finalizando o estudo das colisoes.

Uma questao que pode surgir é o porqué do estudo de redes NC. Numa primeira
andlise, é claro que seria muito importante para o cristalégrafo obter a capacidade
de distinguir entre redes cristalograficas e nao cristalograficas a partir da anélise
direta dos seus grafos de voltagem, ou de alguma outra propriedade simples.

Além disso, ha uma interessante possivel aplicacao a tecnologia de armazena-
mento de informacao. Cristais cuja topologia é representada por uma rede NC
podem exibir propriedades nunca antes vistas no que se refere a flexibilidade de sua
estrutura. Isto porque uma rede NC apresenta automorfismos limitados que nao
necessariamente sao translacoes, e possuem ordem finita. Isto implica maior flexibi-
lidade. Observe um exemplo: aproveitando o grafo periédico na Figura 1.3(a), pode
ser imaginada a aplicacao de armazenamento de informacao a qualquer composto que
possua esta topologia, onde cada célula fornece 1 bit. Repare que, gracas a reflexao
local, ha uma configuracao possivel para a informacao ”zero”e outra (a imagem da
reflex@o local) para a informagao "um”. Em (b), uma configuragdo bidimensional
com semelhante propriedade. Numa rede cristalografica (que constituem todas as
estruturas cristalinas de que se tem conhecimento hoje) nao hé esta possibilidade
de configuracao: todos os automorfismos limitados sao translagoes.

Recentemente (janeiro de 2012, [9]), a IBM anunciou que depois de cinco anos
de trabalho, conseguiram reduzir de um milhao para apenas doze o numero de
atomos necessarios para criar um bit de informacao. Isto possibilitaria aumentar,
segundo a IBM, a capacidade dos HDs atuais de 1 terabyte para pelo menos 150
terabytes. Imaginando que uma miniaturizagao ainda maior (dois dtomos para 1
bit) aumentaria ainda mais a capacidade dos HDs, as redes NC podem ser muito
luteis no futuro. Em outras palavras, a procura e a sintese de tais materiais podem

se tornar por si mesmas um desafiante objetivo ao quimico.
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Figura 1.3: Em (a), cada célula representando 1 bit: uma reflexdo local (A, By)
cria as configuragoes para as informacgoes zero e um. Em (b), uma configuragao
bidimensional semelhante.



Capitulo 2

Conceitos de Teoria de Grupos

2.1 Primeiros Conceitos

O conjunto dos automorfismos de um grafo, que serd visto no proximo capitulo,
possui a estrutura algébrica de um grupo, de maneira que serd util uma revisao de

alguns conceitos e propriedades. As defini¢oes estao de acordo com [10], [11] e [12].

Definigao 2.1.1. Um conjunto T com uwma opera¢do bindria @ : T X T — T €

um grupo (T ,e) se satisfaz as sequintes condigoes:

(a) Associatividade: a e (bec) = (aeb)ec, para todo a,b,c € T.
(b) Elemento neutro: existe e € T tal que cea =a e e = a, para todo a € T .

(c¢) Elemento inverso: para todo a € T, existe b € T tal que aeb=bea =e.

Defini¢ao 2.1.2. Um grupo é dito comutativo(ou abeliano) se satisfaz além de

(a), (b) e (c), a condi¢io de comutatividade: a @b =0bea, para todo a,b € T .

O conjunto T é chamado conjunto subjacente ao grupo (7,e). Muitas vezes
serd utilizado simplesmente 7, ao invés da notagao completa (7, ), para denotar
0 grupo com a sua operacao. A operacao de um grupo também pode ser chamada
de produto, ou multiplicacdo (mesmo que a represente uma adi¢ao). Também por
conveniéncia sera utilizada frequentemente a notagao mais simplificada ab ao invés
de a b. O numero de elementos do grupo ¢ dito a ordem do grupo. Um grupo
(T, e) é finito quando o conjunto 7 possui cardinalidade (denotada por |77) finita.
A identidade de um grupo é o seu elemento neutro, e serd denotada sempre por e.
Um subconjunto nao vazio S de T (denotado por § < T) é dito um subgrupo de T
quando, com a operacao e de 7, o conjunto § é um grupo. Um subgrupo de T é
dito proprio se ele nao é igual a T e é dito ndo trivial se ele nao é igual a e. Um
subgrupo préprio M de T é mazimal se ndao hé subgrupo contendo propriamente

M e propriamente contido em T .
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Figura 2.1: Uma representacao grafica do grupo Hy = (Z?,+) e de dois subgrupos:
em azul, A, = {(x,0) : € Z} e em vermelho, A, = {(0,y) : y € Z}. Em verde a
intersecao {e} = A, NA,.

Exemplo 2.1.1. O grupo H, = (Z",+) € também um grupo abeliano infinito. A
operagao € definida como a soma coordenada a coordenada: (ay, ..., an)+ (b1, ..., b,) =
(a1 + by, ...,a, + by), para todo (ai, ..., ay), ..., (b1, ....,b,) em Z". Uma representa¢ao
grdfica para o caso n = 2 se encontra na Figura 2.1. Os conjuntos A, = {(z,0) :
reZyel, ={0,y):y € Z}, com a operagao soma definida analogamente, sao
dois subgrupos de H.

Uma correspondéncia biunivoca entre dois conjuntos é chamada uma aplica¢ao
bijetiva entre os mesmos. No caso de os dois conjuntos serem iguaisa X = {A, B, C'},
um exemplo de aplicacdo bijetiva p : X — X é definido por: p(A) = B, p(B) = C
e p(C) = A. Isto pode ser visto como uma desarrumagao da ordem natural ABC
de X, onde o elemento A vai para o lugar do B, o B toma o lugar do C' e o C' por
sua vez vai para o lugar do A. Observe que esta ideia é naturalmente estendida a
conjuntos enumeraveis quaisquer: se X = {..., A_o, A_1, Ag, A1, As, ...}, 1 € Z, entao
a aplicacao bijetiva definida por p(A;) = A;41 envia um elemento A; para a posi¢ao

seguinte A; 1, para todo ¢ € Z. Este conceito sera estudado agora.

Definicao 2.1.3. Uma permutag¢ao de um conjunto X é uma aplicagao bijetiva
f:X—=X.

Isto pode ser interpretado como uma desarrumacao: cada elemento z € X toma o
lugar de algum outro ' = f(z) € X. O suporte de uma permutagao p é o conjunto
{r € X : pr # x}, isto é, é o conjunto de pontos nao fixados pela permutacao.
O conjunto de todas as permutagoes sobre um conjunto X é um grupo (com a

operagao de composigao de aplicagoes) chamado grupo simétrico sobre X, denotado



por Sym(X). Se o conjunto X é finito (possui n elementos), entao o grupo simétrico

¢ denotado S,,. Um grupo de permutagées sobre X é um subgrupo de Sym(X).

Exemplo 2.1.2. O grupo das permutacoes de trés elementos Sz € um grupo finito
que possui seis elementos: e, (12), (13), (23), (123) e (132).

Aqui cabe uma observacdo sobre a notacdao de permutacoes. Se hd trés elementos
{A, B,C} a serem permutados, a notagao (1,2,3), ou mais abreviadamente (123),
significa a permutacdo que desarruma a disposicao ABC' enviando A em B, B em
C e C em A, ou seja, rearruma os elementos na posicao CAB. A notagao (12)
significa que o terceiro elemento estd fixado na terceira posi¢ao, ou seja, C estd
fixrado e B troca de posicao com A, transformando a disposicio ABC em BAC.

A composicao de permutagoes se da da direita para a esquerda, ou seja, (123)(12)
significa primeiro desarrumar a disposicao ABC' wvia (12), produzindo a disposi¢ao
BAC; em sequida desarrumar BAC via (123), produzindo a disposi¢cio CBA. Como
partiu-se da disposicao ABC' e foi obtida a disposicao CBA, a composicao foi equi-
valente a aplicacao da permutacao (13), ou seja, (123)(12) = (13).

Observe que o grupo Sz € ndo abeliano, pois (12)(123) = (23) é diferente de
(123)(12) = (13).

Uma transposicao num conjunto X é uma permutagao que troca de posicao
dois elementos de X e mantém fixos todos os demais. Qualquer permutacao de
X pode ser escrita como um produto de transposi¢oes. Por exemplo, (1234) =
(12)(23)(34). Embora a decomposi¢ao de uma permutacao p qualquer num produto
de transposigoes nao seja unica, a paridade do nimero de transposi¢oes numa tal
decomposicao é unica, e é chamada simplesmente de paridade de p. Assim, uma
permutacao p € dita par se numa decomposi¢ao de p em transposi¢oes ha um nimero
par de transposicoes. Analogamente, pode-se definir uma permutacao impar. O
conjunto das permutacoes pares de n elementos com a operagao de composicao de
aplicagoes constitui um grupo, chamado grupo alternado, e denotado A,,.

Dado um grupo 7T, é possivel utilizar um subgrupo & < 7T para organizar os
elementos de 7 em classes de acordo com alguma regra estabelecida por S. Tais
classes sao chamadas érbitas, e os subgrupos que possuem as melhores propriedades
para o particionamento de 7 em Orbitas sao chamados subgrupos normais, cujas

definicoes estao descritas a seguir.

Definicao 2.1.4. Um subgrupo S < T ¢é dito normal quando dado s € S, tem-se
t~ist € S, para todot € T.

Qualquer subgrupo de um grupo abeliano é normal.

Definicao 2.1.5. Se (7,e) é um grupo e X é um conjunto, entio a ac@o a es-

querda de T sobre X € uma aplicagio o : T x X — X, definida por (t,z) — tx,
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que satisfaz duas condicoes:

a) Associatividade: (tew)ox =to (wox), para todo t,w €T ex € X,

b) Identidade: e o x = x, para todo x € X.

O congunto Ta = {tx :t € T} € chamado de orbita a esquerda de um elemento
z e X.

Definigao 2.1.6. Se (T, e) é um grupo e X € um conjunto, entio a a¢ao a direita
de T sobre X € uma aplicagio o : X xT — X, definida por (z,t) — xt, que satisfaz
duas condicoes:

a) Associatividade: x o (t e w) = (zot)ow, para todo t,w € T ex € X.

b) Identidade: x o e =z, para todo x € X.

O conjunto T = {at : t € T} € chamado de 6rbita & direita de um elemento
r e X.

Definicao 2.1.7. Quando as orbitas a esquerda coincidem com as orbitas a direita,
o conjunto Tx € chamado simplesmente de érbita de x por T. A orbita T x também
pode ser denotada [x], onde x € X. A agdo det € T sobre x € X serd denotada

por tx, ou eventualmente t(x).

Definicao 2.1.8. Um subconjunto de X contendo exatamente um elemento de cada

orbita por um grupo T € chamado dominio fundamental de X por T .
Seja S subgrupo de T e X um conjunto onde S atua.

Definigao 2.1.9. A cardinalidade do conjunto das orbitas por S é chamada indice
de S em T. O indice de S < T pode ser denotado por (S :T).

Todas as érbitas por & possuem a mesma cardinalidade, igual a cardinalidade

de S. O Teorema de Lagrange garante (para grupos finitos) que |7| = |S|(T : S).

Exemplo 2.1.3. Observe a Figura 2.2. Considere o grupo infinito (Z,+). O sub-
grupo normal (27, +) possui indice 2. Assim, (Z,4+) sob a a¢do definida como soma
por um numero par possui duas orbitas: uma composta pelos nimeros pares, que
pode ser representada pelo elemento zero, definindo a drbita [0] = {0+ 2k, k € Z}, e
outra pelos numeros impares, que pode ser representada pelo elemento 1, definindo
a orbita [1] = {142k, k € Z}. Analogamente, outro subgrupo normal é (3Z,+), que
possui indice 3, com a orbita [0] = {0+ 3k, k € Z}, a orbita [1] = {1+ 3k, k €Z} e
a orbita [2] = {2+ 3k, k € Z}.

Um subgrupo normal nao sé permite o particionamento de um grupo em classes
com boas propriedades, mas também permite a definicao de um novo grupo, onde

cada classe é um tratada como um elemento, como esta descrito a seguir.
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Z = (27+0,+) U (2Z+1,+)
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Figura 2.2: Em cada um dos dois exemplos, cada cor representa uma érbita.

Definigao 2.1.10. Se T é um grupo e S € um subgrupo normal de T, entao o con-
gunto das orbitas pela a¢ao de S, com operagao induzida de T € um grupo chamado

de grupo quociente de T por S, denotado por T/S.

Dado um elemento ¢ de um grupo 7 que atua sobre um conjunto X, diz-se que
t fixa um elemento x € X se tr = x. O elemento x é dito um ponto fixro de X por
t. Se o grupo 7T possui somente elementos que nao fixam pontos de X, diz-se que a
acao de T em X é livre, ou que 7 atua livremente sobre X.

Agora serao vistos mais alguns subgrupos com propriedades titeis a este trabalho.
A comutatividade, por exemplo, é uma boa propriedade, mas é até entao restrita
a grupos abelianos. No entanto, um subconjunto composto somente por elementos
que possuem esta boa propriedade, que na verdade é um subgrupo, é o que se define

a seguir.

Definicao 2.1.11. O centro de um grupo T € o subgrupo definido pelo conjunto
{z € T|zt =tz,Yt € T}. Em outras palavras, o centro de um grupo é o conjunto de

elementos que comuta com todos os elementos do grupo.

Exemplo 2.1.4. Enquanto o centro de (Z*,+) ¢ ele mesmo (e obviamente isto

ocorre para todo grupo abeliano), o centro de Sz é {e}.

A mesma ideia acima pode ser aplicada a um subgrupo, ou seja, pode-se definir

o centro de um subgrupo.

Defini¢ao 2.1.12. O centralizador de um subgrupo S < T é o conjunto {w €
Tlws = sw,Vs € S}. Em outras palavras, o centralizador de S < T € o conjunto de
elementos de T que comuta com todos os elementos de S. O centralizador também

¢ um subgrupo de T .

Outro subgrupo importante necessario a este trabalho é aquele gerado por um
unico elemento, definido como o conjunto formado pelo elemento e todas as suas

poténcias positivas e negativas.

Definigao 2.1.13. Se t € T, entao (t) € o subconjunto gerado por t, dado por
)y ={..., (72, t7 e, t,t%,...}. Pode-se mostrar que (t) é um subgrupo de T. Diz-se
que t € o gerador do grupo (t).
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Definicao 2.1.14. Um grupo gerado por um unico elemento é chamado grupo

ciclico.

Obviamente, para um grupo ciclico finito (¢) existe k& € N tal que t* = e. Este
numero k é chamado de ordem do elemento t. Analogamente a definicao de conjunto
gerado por um elemento, pode-se definir um conjunto gerado por um conjunto de

elementos, como a seguir.

Definig¢ao 2.1.15. De uma forma geral, se {t1,ts,...,t,} C T, entao (t1,ta,....t,) €
o subconjunto gerado por {ti,ts,....t,}, dado por todos os produtos possiveis entre

os elementos de {e,t1,t1 " to, ta™ . by, bt} Pode-se mostrar que (t1,ta, ..., t,) €

um subgrupo de T . Diz-se que {t1,ts,....,t,} € 0 conjunto gerador do grupo.
Se em T existe k € N tal que t;* = e, diz-se que a ordem do elemento t; é k.

Exemplo 2.1.5. Observe que o subgrupo A, = {(x,0) : x € Z} de (Z*,+) € exata-
mente o subgrupo gerado por (1,0), ou seja, ((1,0)). Analogamente, A, = {(0,y) :
y € Z} € igual a ((0,1)). Pode-se observar uma representacio geométrica na Fi-

gura 2.1.

Alguns subgrupos possuem uma estrutura mais préxima de espacos vetoriais, e
estes também serao de fundamental importancia para o este trabalho. Podem ser

observadas a seguir algumas propriedades nesta direcao.

Definicao 2.1.16. O posto de um grupo ¢ a menor cardinalidade de um conjunto

gerador do grupo.

Exemplo 2.1.6. O grupo (Z* +) pode ser gerado pelo conjunto A =
{(1,0),(0,1),(1,1),(1,2)}, pode ser gerado pelo conjunto B = {(1,0),(0,1)}, ou
ainda por C' = {(1,0),(0,1),(1,1)}. Como nao hd maneira de gerar tal grupo com
menos de dois elementos, B = {(1,0),(0,1)} é um conjunto gerador minimal de

(Z2,+), que consequentemente tem posto 2. Pode-se ainda dizer que (Z*,+) é igual

a {((1,0),(0,1)).

Definicao 2.1.17. Um grupo livre abeliano ¢ um grupo abeliano que possui um
subcongunto finito B (base) tal que cada elemento pode ser escrito de forma unica

como combinacao linear finita de elementos de B, com coeficientes inteiros.

Exemplo 2.1.7. O grupo (Z*,+) € livre abeliano. Veja que uma base B para o grupo
pode sert; = (1,0) ety = (0,1). Pode-se, por exemplo, escrever o elemento (5,7) de

forma unica como combinagao linear de ty ety da sequinte forma: (5,7) = bty + Tts.

A organizacao e a classificacao dos mais variados tipos de grupos depende de

uma ferramenta que permita alguma forma de comparacao entre os mesmos.
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Figura 2.3: Dois subgrupos isomorfos de (Z?,+): em vermelho, Ay = {(z,0) :
v € Z} e em azul, A, = {(x,2) : v € Z}. A origem, em verde, ¢ identidade em
ambos.

Defini¢ao 2.1.18. Sejam (T,e) e (W, X) dois grupos. Uma aplicagcio f: T — W
¢ um homomorfismo se satisfaz f(t; @ ty) = f(t1) X f(t2), para todo ty,ty € T.

Definicao 2.1.19. Um homomorfismo injetivo é chamado de monomorfismo.
Um homomorfismo sobrejetivo é chamado de epimorfismo. Um homomorfismo

bijetivo é chamado de tsomorfismo.

Grupos isomorfos sao indistinguiveis sob o ponto de vista da Teoria de Grupos,
no sentido de que possuem a mesma estrutura e as mesmas propriedades. Diz-se
que um grupo S pode ser mergulhado (ou inserido) num grupo 7 quando h& um

subgrupo de 7T isomorfo a §.

Definigao 2.1.20. Um isomorfismo de um grupo (T, ) em si mesmo € chamado

de automorfismo de grupo.

Exemplo 2.1.8. Observe a Figura 2.3. Considere N0 = {(z,0) : v € Z} e
ANow) = {(z,2) 1 @ € Z}. A aplicagio ¢ : Nz o) = Noa), definida por ¢{(z,0)} =
(x,x), € um homomorfismo de grupos. Veja que ¢p{(x1,0) + (22,0)} = o{(x1 +
22,0)} = (21 + 22,1 + 22) = (x1,21) + (22, 22) = ¢(21,0) + &(22,0), para todo

X1, Ty € 2. E claro que ¢ € bijetiva; entdo ¢ € um isomorfismo de grupos.

Defini¢ao 2.1.21. Sejam (T, o) e (W, X) dois grupos, e ¢ : T — W um homomor-
fismo de grupos. O conjunto Kerf = {t € T : f(t) = ew} € um subgrupo normal
de T chamado nicleo de ¢. O conjunto Imf ={w e W : ¢(t) = w,t € T} € um

subgrupo de VW chamado tmagem de ¢.
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Definicao 2.1.22. Uma relagao entre geradores de um grupo € uma equagao em
que o produto de tais elementos (incluindo poténcias e inversos) é igual a identidade,
a excecao do produto de um elemento por seu inverso (e nao hd nenhum subproduto

igual a identidade).

Definicao 2.1.23. Um grupo é dito livre se nao hd nenhuma relagao entre seus

geradores.

A seguir pode-se observar uma definicao mais rigorosa dos produtos de elementos
que geram relagoes. Seja S um grupo livre de posto n, e Xg = {s; : i € I} um
conjunto de geradores deste grupo. Considere também o conjunto dos inversos dos
geradores Xg ' = {s;7! : i € I'}. Uma palavra em Xg é uma sequéncia de elementos
de XsUXs ! Por exemplo, 515455 s, é uma palavra em Xg = {s1, 5o, 3, 54}. Diz-
se que uma palavra é reduzida se nao contém elementos adjacentes da forma s;, s; 1.
Por exemplo, em Xg, a palavra 59515152 's4 é reduzida, enquanto s,5353 's; nao é
reduzida. Assim pode-se definir uma relagao de equivaléncia em que duas palavras
sao equivalentes se uma pode ser obtida a partir da outra através de um nimero finito

k s,7% k € Z. Por exemplo, as

de inser¢oes ou extracoes de elementos da forma s;
palavras s3s3s, s € 5351 30 equivalentes em Xg. No conjunto F'(Xg) das classes de
palavras equivalentes em Xg pode-se definir uma multiplicagao da forma [p][q] = [pq]
(veja em [11]), e F'(Xg) com esta operagdo ¢ um grupo.

Qualquer grupo gerado por um conjunto de n elementos é a imagem por um epi-
morfismo de um grupo livre de posto n, como pode-se observar no préximo teorema
[11]:

Teorema 2.1.1. Seja um grupo H gerado por um conjunto Xy = {h;,i € I}, e
considere Xg = {s;,i € I} definido anteriormente. A aplicacio Xg — Xp definida

por s; — h; se estende a um epimorfismo unico F(Xg) — H.

Definicao 2.1.24. Os elementos do nicleo do epimorfismo F(X) — H sdo chama-

dos relatores.

Mais informalmente, um relator pode ser pensado como palavra a,as...a; oriunda

da relacao aias...ap = e.

Exemplo 2.1.9. Observe que o subgrupo {(123)) de Sz ndo € livre, pois (123)% = e.

Na realidade, nenhum grupo finito nao trivial pode ser livre.

Exemplo 2.1.10. No caso particular do Ss, hd a relagdo (123)* = e, ou seja, (123)3

€ um relator de Ss.

Definigao 2.1.25. O comutador de dois elementos s et de um grupo T € o elemento
st~ 1st, denotado por [s,t]. O conjunto de todos os comutadores de um grupo T

gera um subgrupo de T chamado de subgrupo comutador de T, denotado por

771
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2.2 Imprimitividade

Na secao anterior foi visto que, se 7 é um grupo, uma maneira de colecionar ele-
mentos de X com mesmas propriedades é através da acao de T sobre X, chamando
tal classe de elementos de orbita de um elemento x € X, definida como o conjunto
[z]7 = {tx : t € T}. Agora pode-se observar, dentro de uma érbita, como colecionar
elementos com propriedades ainda mais particulares, criando subclasses dentro de
classes. Para facilitar este estudo, conjuntos que possuem uma so érbita por 7 serao

o foco por um momento: sao os chamados conjuntos 7 -transitivos.

Definigao 2.2.1. Diz-se que T atua transitivamente sobre X quando [z]7 = X.

Neste caso, diz-se que X € um conjunto T -transitivo.

Desta forma todos os elementos de X estao numa mesma 6rbita por 7. De forma
equivalente, pode-se definir uma agao como transitiva se para quaisquer elementos
x,y € X distintos existe sempre t € T tal que tx = y.

Se X nao é um conjunto 7T-transitivo, merecem destaque os subgrupos de T
que estabilizam subconjuntos Y de X globalmente ou localmente, o que se define a
seguir. Primeiramente define-se um subgrupo de 7T que estabiliza globalmente um
subconjunto Y de X.

Definicao 2.2.2. Seja X um conjunto T -transitivo e Y C X. O subgrupo esta-
bilizador de Y em T € definido por Tyyy ={t €T :tY =Y},

Observe pela definicao acima que nao necessariamente os elementos de Y sao
fixados. Eles podem ser enviados em outros elementos, desde que sejam elementos

ainda de Y. Um subgrupo de Ty que fixa cada elemento de Y ¢é definido a seguir.

Definicao 2.2.3. Seja X um conjunto T -transitivo e Y C X. O subgrupo esta-
bilizador pontual de Y em T ¢ definido por Tyy={t €T :ty=y,Vy € Y}.

Exemplo 2.2.1. O grupo de permutagoes de trés elementos S3 € um grupo transitivo
quando atua sobre si mesmo. Por exemplo, tome a orbita do elemento (12): cada
elemento e, (12), (13), (23), (123), (132) de S5 pode ser atingido compondo (12)
respectivamente com (12), (e), (123), (132), (13), (23).

Quando um conjunto X pode ser particionado em subconjuntos de modo que esta
particao é preservada por T, diz-se que X admite um sistema de imprimitividade

para 7, uma das mais importantes definicbes para o restante deste trabalho.

Definicao 2.2.4. Se X ¢ um conjunto sujeito a acao de T, wma particao de X em
subconjuntos, chamados blocos de imprimitividade (ou simplesmente blocos), é
dita um sistema de imprimitividade para T se T preserva a parti¢ao, isto €, se

qualquer t € T leva um bloco A num bloco tA.
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Figura 2.4: O conjunto Z? admite uma particao o em 4 blocos infinitos de imprimi-
tividade, representados pelas 4 cores diferentes na Figura.

Se A é um bloco de imprimitividade para T, entdo ou ANt(A) = ou A = ¢t(A),
t € T. Se cada bloco é constituido por apenas um unico elemento, ou se todo o
conjunto X é um bloco, entao diz-se que o sistema de imprimitividade é trivial. Se
todos os sistemas de imprimitividade de X sao triviais para 7T, diz-se que a acao de
T é primitiva. Diz-se entao que o grupo 7T é primitivo sobre X. Caso contrario,
ou seja, se X admite para 7 particao com blocos nao triviais de imprimitividade, a

acao é dita imprimitiva.

Exemplo 2.2.2. Considere a agao do grupo de translacoes T; inteiras sobre o
conjunto Z* = {(z,y) : z,y € Z}, dada por t(x,y) = (x + t,,y + tn), para
t = (tu,tm) € Z*. Observe que Z* admite partigio o com 4 blocos infinitos de
imprimitividade, como se vé na Figura 2.4: em vermelho, o bloco dos pontos em
que ambas as coordenadas x e y sao pares. Em azul, com x par e y impar. Em
amarelo, com x impar e y par. Finalmente, em verde, os blocos em que ambas as
coordenadas sao impares. Note que uma translacao envia um bloco sobre um bloco
diferente (se t, e t,, sdo de paridades diferentes), ou fixa blocos (se t, e t,, sio de

mesma paridade).

2.3 Produtos

Muitos grupos que serao objeto deste estudo podem ser obtidos através da com-
binacao de grupos mais elementares. Agora serao estudadas algumas formas de
combinar grupos, que se chamam produtos. Todos os produtos necessarios aqui
podem ser vistos como externos, ou seja, criados a partir de grupos estudados indi-

vidualmente e em seguida combinados formando uma estrutura maior. O primeiro e
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mais simples é chamado produto direto, e servird de base para os produtos seguintes.

Definicao 2.3.1. O produto direto T x F de dois grupos T e F € definido sobre
o produto cartesiano {(t, f) :t € T,s € F} com multiplica¢io definida componente
a componente por (tz, fa)(t1, fi) = (tat1, faf1).

Pode ser definido analogamente sem dificuldades o produto direto de n grupos.

Se os n grupos sao iguais a T, entao pode-se denotar 7 x T x ...T por T".

Definigao 2.3.2. Seja T um grupo. O subgrupo diagonal de um grupo T" € o
subgrupo {(t,t,....t) € T":t € T}.

Observe que foi muito simples definir produto direto, uma vez que as operacoes
de 7 e F nao se misturam realmente: a multiplicacao é definida componente a
componente. Em alguns momentos, no entanto, precisa-se de uma estrutura mais
complexa. Considere na segunda componente, ao invés de fsf;, a multiplicacao
br)-1(f2) f1, onde ¢ )-1(f2) é um elemento de F relacionado com t; € T e fo €
F. Esta aplicacao ¢ sera definida adequadamente conforme o caso. Alterando
desta maneira a multiplicacao no produto direto, obtém-se a definicao de produto

semidireto.

Definigao 2.3.3. O produto semidireto T x F de dois grupos T e F € definido
sobre o produto cartesiano {(t,f) : t € T,s € F} com multiplica¢ao definida por
(ta2, f2)(t1, [1) = (Lat1, be)-1 (f2) f1), onde ¢ : T — Aut(F) € um homomorfismo de

grupos.

Apoiado no conceito de produto semidireto pode-se definir o produto entrelacado,

conceito fortemente relacionado com grupos de permutacgao e sistemas de imprimi-

tividade ([11] e [13]).

Definigao 2.3.4. Sejam T e F dois grupos, e Z um conjunto onde T atua. Con-
sidere IC o grupo das aplicagoes f : Z — F. O produto entrelagado T Wr F ¢ o
produto semidireto T x K.

K é um grupo com multiplicacdo (ponto a ponto) definida por: fifo(z) =
fi1(2) f2(z), com z € Z. Para entender melhor a necessidade da defini¢ao do produto

entrelacado, observe o seguinte exemplo:

Exemplo 2.3.1. Considere o conjunto N de pontos formado por duas sequéncias in-
finitas conforme a Figura 2.5a, correspondendo a Z x {1,2}. A familia de aplicagoes
que serd utilizada neste conjunto, como pode ser visto na parte (b) da mesma figura,
serd formada por dois tipos de aplicacoes: o primeiro tipo compreende as aplicagoes

tn que levam Ay em A,y e By em B,ik, formando o grupo T de translacoes de
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N; o sequndo tipo compreende as transposi¢oes f. = (A, B,), que permutam os
elementos A, e B,. Por exemplo, fo = (As, Bs) é uma aplicagao que permuta As
com By e fiza todos os demais pontos. Repare que f> = id (identidade). Assim,
cada f pode ser visto como uma aplicacao f : N — N. Uma aplicacao de N entdo
pode ser descrita da forma (t,, f.), com a¢do primeiro de f. e depois de t,. Sejam
duas aplicagoes (ts, fo) € (t2, f3), como se vé na Figura 2.5¢c. Para acompanhar o
que propoe a figura, o produto (ta, f3)(ts, fo) tem que ser equivalente a translagdo
ts = (t5,id) de 5 unidades. Se fosse utilizado o produto direto, este objetivo nao
seria atingido: (tots, fofs) = (ts, fofs) # (ts,id). Serd entao utilizada a sequinte
definicao: (ty, fy)(te, o) = (ty + tu, fo—afp). Agora o produto das aplicagoes re-
presentadas na figura € descrito como (taots, fs_sfo) = (ts, fofo) = (t5,id). Neste
exzemplo, sequindo a defini¢io apresentada, tem-se ¢ )-1(f;) = fo—a (€ obviamente,
P(,)-1(id) = id). Aplicando a definicdo a mais alguns exemplos: na Figura 2.5(d),
o produto € (ts, f>)(ta, fo?) = (ts, fa_oid) = (ts, foid) = (ts, fo). Na Figura 2.5(e),
tem-se (t1, f1%)(ts, fo) = (t1,id)(ts, fo) = (ts,idfy) = (t5,f0). Na Figura 2.5(f),
tem-se finalmente (ty, f4*)(ts, fo?) = (t1,id)(ts,id) = (t5,idid) = (t5,id). Analoga-
mente pode ser considerada a interacao de translacoes com produtos quaisquer de
transposicoes, uma vez que as transposicoes nao interagem entre si. Por exemplo,
(ty, fofn) ey fofe) = (ty + ta, fo—afr—alpfy). A familia de aplicacées considerada
atuando em N tem estrutura de grupo, mais especificamente, o produto semidireto
de T por S;%. De wma forma mais concisa, tem a estrutura do produto entrelacado
de T por Ss.

A relacao do produto entrelacado com sistemas de imprimitividade sera vista
com mais detalhes nos proximos capitulos. Além do produto entrelacado, também
sera necessario um importante tipo de subgrupo do produto direto de dois grupos,
chamado produto subdireto. Seja S = &1 X S5 X ... X S,,. Um elemento s de S pode
ser entao descrito como s = (s1, Sg, ..., sp). Define-se a projecao m; : § — S; de S

sobre seu i-ésimo fator S; por m;s = s;.

Definicao 2.3.5. Um subgrupo H de § é chamado produto subdireto de uma
familia de grupos {S;}icr se para todo j € I e para todo s; € S; existe um elemento
s € H tal que js = s;. Assim, H € projetado sobrejetivamente sobre cada fator do

produto direto S X Sy X ... X S,,.

Exemplo 2.3.2. Seja T um grupo. O subgrupo diagonal de T"™ € clara-
mente um produto subdireto. De fato, dado um elemento t, € T, € claro
que existe (tg, ...ty . ty) € T™ tal que Tx(tky oy thy -y ty) = tg, € as projecoes
mi, com 1 € {1,..,n} sdo sobrejetivas. No entanto, basta tomar um elemento
(@1, ..., Qiy ooy @, .cyay) cOm a; # a; para que se observe que o subgrupo diagonal

€ um subgrupo proprio do produto direto. Qutro exemplo que pode ser considerado
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Algumas aplicagoes

Em (c), destacadas duas aplicagoes: (ts, fo),
19

que leva By em Aj e (g, f3), que leva A3 em Bs. Em (d), (e) e (f) mais exemplos

Figura 2.5: Observe a sequéncia infinita de pontos em (a).
de produto semidiretos.

possiveis estao em destaque em (b).



¢ o subgrupo ((12,(0,1)),(123,(1,0))), gerado pelos elementos a = (12,(0,1)) e
B = (123,(1,0)) do produto direto S3 x Z*. Repare que m e Ty sdo nitidamente
sobrejetivas, uma vez que 12 e 123 geram Sz e (0,1) e (1,0) geram Z?*. Entre-
tanto, o elemento (12, (1,1) € S3 X Z?, por exemplo, nao pode ser gerado por « e 3,
mostrando que ((12,(0,1)), (123, (1,0))) € um subgrupo préprio de Sz x Z*.
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Capitulo 3

Conceitos de Teoria de Grafos

3.1 Primeiros Conceitos

A maioria das seguintes definigdes esta de acordo com [4], [14] e [15]. Como referéncia
complementar, recomenda-se [16]. Um grafo G = (V, E, ) é uma tripla formada por
um conjunto de vértices V, um conjunto de arestas E e uma funcao de incidéncia
definida por i : e + i(e) = {A, B}, para e € E, (A, B) € V> A relagio de
incidéncia pode ser denotada por e «~ {A, B}. Neste trabalho serao importantes
grafos com orientacao; para definir tais grafos, faz-se necessaria a introducao do
conceito de digrafo. Um digrafo G = (V,E, i) é uma tripla formada por um conjunto
de vértices V, um conjunto de arestas E e uma funcao de incidéncia definida por
i:ewi(e) = (A B), parae € E, (A, B) € V2 A relacio de incidéncia pode ser
denotada por e «~ (A, B), ou mais simplesmente e = AB. Observe que, quando se
define um digrafo, hd uma ordem a ser respeitada na relacao de incidéncia, o que
nao ocorre na definicao de um grafo. Neste trabalho serao usadas letras maitsculas
para vértices, e mintusculas para as arestas. Para que se defina uma orientacio o
sobre um grafo G, indroduz-se o digrafo G* = (V,E*i*), onde: (a) 0 : E* = E
é uma aplicacido sobrejetiva com dois elementos de E* associados a um elemento
de E, de modo que as arestas orientadas e e e~ sdo associadas a aresta e. (b)
it(et) = (4,B) e i*(e”) = (B, A) para e «~ {A, B}. A relagao de incidéncia em
G* sera denotada por et = AB e e~ = BA. Diz-se que et comeca na fonte A e
termina no sumidouro B. As fontes e os sumidouros sao ditos os extremos de uma
aresta. Os vértices A e B de (A, B) sao ditos adjacentes um ao outro, e incidentes
a aresta AB. Vértices ou arestas que nao sao adjacentes sao ditos independentes.
Um elemento do conjunto uniao V U E serd chamado apenas de elemento de G.

O grau de um vértice V' é o niimero de arestas incidentes a ele, denotado deg(V).
Um lago é uma aresta que admite apenas um extremo. Um laco deve ser contabili-

zado duas vezes para que seja obtido o grau do respectivo vértice. Se duas ou mais
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Figura 3.1: Um grafo finito em (a) e um grafo infinito em (b). Em destaque, alguns
subgrafos.

arestas (que nao sao lagos) possuem apenas dois vértices como extremos, elas sdo
ditas arestas maultiplas. Um grafo simples é um grafo sem lagos ou arestas multiplas.
Um grafo é dito k-reqular se cada vértice tem grau k. Um subgrafo G' = (V',E', ')
¢ um grafo onde V' C V, E' C E e ¢/ é uma restricao de i. O subgrafo induzido por
um subconjunto V' C V ¢é o subgrafo de G' contendo V' e todas as arestas em E
com ambos os extremos em V'. O subgrafo induzido por um subconjunto E' C E
¢ o subgrafo de G contendo E’ e todos os vértices extremos de arestas em E’. Um
grafo finito (resp. infinito) é aquele que possui um ntmero finito (resp. infinito) de

vértices e arestas. O grafo 2-regular infinito é chamado grafo linear.

Exemplo 3.1.1. Observe na Figura 3.1(a) um grafo finito chamado grafo de
Petersen.  Este grafo tem V igual a {A,B,C,D,E,F,G,H,I1,J} e E igual a
{AB,BC,CD,DE,EA,FH, HJ,JG,GI,IF,FA,GB,HC,ID,JE}. Veja que a
aresta. AB tem fonte A e sumidouro B. Também, AB ¢ incidente a A e a B.
As arestas AE e AF também sao incidentes a A. O wvértice A € adjacente a B,
a E e também a F. Os vértices A e C' sao independentes. Todos os vértices do
grafo possuem grau 3, o que implica que o grafo € 3-reqular. Veja em destaque o
grafo 2-reqular pentagonal verde. Pode-se dizer que este é um subgrafo induzido pe-
los vértices A, B, C, D e E. Também pode-se dizer que ele é um subgrafo induzido
pelas arestas AB, BC, CD, DE e EA. O subgrafo induzido pelos vértices F, H e
J s0 possui as arestas FH e HJ, e estd destacado em vermelho. Veja que ele nao é
reqular, pois os vértices F' e J possuem grau 1, enquanto H possui grau 2. Na Fi-
gura 3.1(b) podem ser observados grafos infinitos na dire¢ao horizontal. O amarelo
também nao € regular, pois hd vértices de graus 3 e 4. Observam-se destacados trés
subgrafos infinitos: em vermelho, um subgrafo chamado escada. Em amarelo, uma

escada dupla. O subgrafo verde é um exemplo de grafo linear.

Definicao 3.1.1. Um buqué B, ¢ um grafo composto por um unico vértice e n

lagos.
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Figura 3.2: Respectivamente, os buqués B3 e B, o grafos KQ(B) e Kgl).

I#_./I

Figura 3.3: Entre A e B pode-se ver em preto um passeio que nao é um caminho,
pois se cruza em C'; em amarelo, um caminho. Em verde, uma geodésica. Como o
comprimento da geodésica é 8, esta é a distancia entre A e B.

Definicao 3.1.2. Serd denotado por Ké”) o grafo composto por dois vértices, sem
lagos e com n arestas maltiplas. O grafo composto por uma tunica aresta (diferente

de lago) serd denotado K2.

Exemplo 3.1.2. Na Figura 3.2 pode-se ver que os grafos sdo, respectivamente, os

buqués Bs e By e os grafos KQ(B) e K§4).

Um passeio entre dois vértices Uy e U,, (chamados os extremos do passeio) con-
siste numa sequéncia alternada de vértices e arestas Uyey...U;e;U;41...U,, onde cada
elemento (vértice ou aresta) é incidente ao seguinte. Quando nao houver perda de
informacao, sera utilizada apenas a sequéncia de arestas ou de vértices para denotar
o passeio. Um grafo é conexo se ha um passeio entre qualquer par de seus vértices.
Caso contrério, o grafo é desconexo. Um grafo é dito k-conezo se é necessaria a reti-
rada de no minimo k vértices para transformar o grafo num grafo desconexo. Neste
trabalho serao considerados apenas grafos conexos. Um ciclo é um grafo conexo
2-regular. Um laco configura um ciclo. Um ciclo com n vértices é denotado por C,,.
O comprimento |W| de um passeio W é o nimero de arestas na sequéncia que o
define. Um caminho é um passeio que nao passa duas vezes pelo mesmo vértice. Um
caminho geodésico, ou simplesmente uma geodésica, ¢ um caminho de comprimento
minimo entre dois extremos. A distincia dg(U, V) entre dois vértices é o compri-
mento de um caminho geodésico entre tais vértices. A maior distancia entre dois
vértices quaisquer de um grafo finito é chamada diametro. Sejam dois vértices U e

V' de um passeio W. Um caminho 7 entre U e V' é um atalho para W se |y| é menor
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(a) (b) °

Figura 3.4: Estrelas e bolas centradas nos vértices azuis. Em (a), trés estrelas. Em
(b), duas bolas de raio 2 (verde e amarelo) e uma estrela (vermelho).

A AQ QB A
C B D© ocC CA\B

Figura 3.5: Respectivamente, os ciclos Cs e Cy, e os grafos C5®) e C,®.

que o comprimento do trecho de W entre U e V. Exemplos de passeio, caminho,

geodésica e atalho podem ser vistos na Figura 3.3.

Exemplo 3.1.3. Observe a Figura 3.3. Em preto, um passeio entre A e B de
comprimento 12. Em amarelo, pode-se ver um caminho entre A e B de comprimento
10. Este caminho nao é geodésico, pois em azul pontilhado pode-se encontrar um
atalho que possibilita um caminho mais curto entre tais vértices. Em verde, uma

geodésica entre A e B. Como seu comprimento € 8, esta € a distancia entre A e B.

Uma bola de centro no vértice U e raio r € N é o subgrafo induzido por U e
todos os vértices cuja distancia até U é menor ou igual a r. Isto pode incluir arestas
multiplas e lacos. Uma estrela centrada em U é uma bola de centro em U e raio 1.
Se o grau de U é n, a estrela também pode ser chamada de n-estrela, denotada Sff:)

se possui k lagos.

Exemplo 3.1.4. Na Figura 3.4, em (a) pode-se ver 3 bolas de raio 1, ou seja, trés
estrelas de um grafo, denotadas respectivamente por SAEO) (vermelha), SAEO) (verde) e
Sf) (amarela). Em (b), exemplos de bolas de raio 2 em amarelo e verde, e uma

estrela em vermelho Sil).

Definicao 3.1.3. Serd denotado por C’,in) o grafo obtido do ciclo Cy substituindo-se

cada aresta AB por n arestas miltiplas AB.
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Figura 3.6: Respectivamente, os grafos Ko, Ko9 € Ko 3.

Exemplo 3.1.5. Podem ser observados na Figura 3.5 os ciclos Cs e Cy, e os grafos

C3® e 4. Na Figura 3.1, observa-se em (a) um ciclo Cs em verde.

Definicao 3.1.4. Serd denotado por K,, o grafo cujo conjunto de vértices pode
ser dividido em dois subconjuntos disjuntos X, com p vértices e X, com q vértices,
ambos compostos por vértices independentes, de maneira que cada vértice em X,

estd ligado a todos os vértices de X,.

Exemplo 3.1.6. Podem ser observados na Figura 3.6 os grafos Ky2, K29 € Ko,

respectivamente.

3.2 Ciclos e Cociclos

Definem-se agora importantes ferramentas da Algebra Linear para o estudo de gra-
fos. Primeiramente, um espago vetorial associado a um grafo finito G chamado
espago aresta. A seguir, definem-se dois subespacos vetoriais do espago aresta,
chamados espago ciclo e espago cociclo. Sao dois subespacos complementares, e
mais adiante serao de grande ajuda para a obtencao de propriedades topoldgicas e

geométricas de grafos finitos especiais que serao objeto deste estudo.

Definicao 3.2.1. O espaco aresta de G € definido como o espago vetorial em Z

admitindo as arestas orientadas de G como vetores base.

Definigao 3.2.2. Um wvetor cociclo (ou simplesmente cociclo) de um vértice U é
a soma das arestas (diferentes de lagos) incidentes a U, orientadas para fora de U.

Ou seja, um cociclo € induzido por uma estrela sem lagos centrada em U.

Definicao 3.2.3. O espaco cociclo é o subespago do espago aresta gerado pelas

combinacoes lineares de cociclos.

Definigao 3.2.4. Um vetor ciclo (ou simplesmente ciclo, quando nao houver risco

de confusdo) de G é uma combinagao finita de arestas induzindo um ciclo.

Definicao 3.2.5. O espacgo ciclo ¢ o subespaco do espaco aresta gerado pelas

combinacoes lineares de ciclos.
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Uma drvore é um grafo conexo sem ciclos. Vértices da arvore que eventualmente
tenham grau 1 sao chamados folhas. Uma drvore geradora H de um grafo finito G
é um subgrafo de G' que é uma arvore e tal que V(G)=V (H). Uma aresta de E(G)
que nao estd em E(H) é dita uma corda. Cada corda que é adicionada a arvore
geradora H cria um novo ciclo. Todos os ciclos criados desta forma induzem vetores
ciclo linearmente independentes, pois cada um possui uma aresta (corda) que nao
estd contida nos demais. Como o nimero de arestas |E| de uma arvore qualquer
com |V| vértices é sempre |V| — 1, entdo o ntimero de vetores ciclo independentes é
¢ = |E|—|V]+1, também chamado de nimero ciclomdtico de G. Esta é a dimensao
do seu espaco ciclo. Sabe-se que o espaco aresta é a soma direta do espaco ciclo com
0 espago cociclo de um grafo [17]. Deste fato pode-se observar que a dimensao do
espago aresta é |V| — 1, e que pode-se gerar qualquer vetor do espaco aresta através

de uma combinacao linear tnica de vetores do espaco ciclo e do espaco cociclo.

Exemplo 3.2.1. Veja como primeiro exemplo o grafo K2(3) na Figura 3.7(a). Ob-
serve que o espaco aresta tem dimensao 3, e sua base € composta pelas arestas ey,
es e e3. Um vetor deste espaco €, por exemplo, 2e1 + 3ea — e3. O espaco ciclo tem
dimensio ¢ = |E| —|V]+1 =3 -2+ 1 = 2, e pode-se tomar como elementos
da base o ciclo verde ¢, = e; — ey e o ciclo amarelo co = e5 — e3, como se vé em
(b). Qualquer ciclo deste grafo pode ser gerado por estes dois elementos. Note por
exemplo que o ciclo azul em (c) pode ser gerado pelos elementos da base através da
simples combinagdo linear ¢; + co = e; — e3. Como em K§3) 0 espago aresta tem
dimensao 3 e o espaco ciclo tem dimensao 2, entao o espaco cociclo tem dimensao
1. Um exemplo de cociclo centrado em U pode ser visto em (d); € claro que ele gera
todos os elementos do espago cociclo, em particular gera o cociclo que € visto em (e),
centrado em V. Um exemplo mais simples é o buqué By, que se vé em (f). Ele ndo
possui cociclos, e possui dois ciclos e; e e, seus dois lagos. Observe que o espacgo
ciclo tem dimensao ¢ = |E| —|V]+1=2—-1+1 =2, a mesma do espaco aresta,

como era esperado, uma vez que nao hd cociclos.

Exemplo 3.2.2. Um exemplo menos trivial € o grafo da Figura 3.8. Observe que
a base do espago aresta é composta pelas arestas orientadas eq,... ,e12, ou seja, tem
dimensao 12. Na figura podem ser vistos em destaque dois exemplos de cociclos:
e1+e9g—eyq eer—eg—err. Também ha dois exemplos de ciclos: e; + ey +e3+¢e4 €
es + eg + er + eg. Como o numero ciclomdtico é c =12 —8+ 1 =15, o espaco ciclo

tem dimensao 5. Consequentemente, o espaco cociclo tem dimensdo 7.
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Figura 3.8: Respectivamente, um grafo com uma orientacao, exemplos de cociclos e
exemplos de ciclos.

3.3 Automorfismos de Grafos

Os automorfismos sao permutagoes do conjunto de vértices de um grafo que res-
peitam as relacoes de incidéncia, e serao ferramentas utilizadas futuramente para
explicitar as possiveis isometrias de um grafo quando mergulhado num espaco Eu-
clideano. Tais permutacgoes podem fixar vértices, arestas, subgrafos ou nao apresen-
tar nenhum elemento fixo, assemelhando-se conceitualmente a rotagoes, reflexoes e
translagoes num espago Euclideano. Deve-se, no entanto, ressaltar que grafos sao
entidades abstratas que nao precisam estar mergulhadas em nenhum espaco, da
mesma forma que automorfismos nao podem ser tratados como isometrias. Antes
de definir automorfismos de grafos, pode-se observar a seguir o conceito preliminar

de homomorfismos de grafos.

Defini¢ao 3.3.1. Um homomorfismo de um grafo G = (V, E) sobre um grafo
G' =(V E) éumpar fy: V— V e fg: E— E de aplicagoes, respeitando a
fungao de incidéncia: fg(e) = fv(A)fv(B) para e = AB € E. Se as fung¢oes sao

bijetivas, entao hd um isomorfismo de grafos.

Naturalmente, pode-se definir um automorfismo de grafos quando h& um isomor-

fismoe G = G".
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Definicao 3.3.2. Um automorfismo de G ¢ um par fy e fg de funcoes bijetivas
de V e E em si mesmos respeitando a funcao de incidéncia: fg(e) = fv(A)fv(B)
para e = AB. Em outras palavras, um automorfismo é uma permutagao de vértices

e arestas respeitando as relagoes de incidéncia.

Automorfismos possuem um papel importante no estudo da estrutura dos grafos,
e a sua maior caracteristica é preservar distancias, ou seja: se f é um automor-
fismo num grafo GG, entao dg (U, V) = de(f(U), f(V)) para todos U,V vértices
de G. Para a descricao topoldgica da classe de grafos que sera estudada neste tra-
balho serao ainda mais importantes os automorfismos limitados, cuja definicao pode

ser vista abaixo.

Definicao 3.3.3. Um automorfismo f € dito um automorfismo limitado se a
distancia entre qualquer vértice e sua imagem por f é uniformemente limitada por
alguma constante, ou seja, da(U, f(U)) < M para todo U em V. Chama-se norma
de f o mdzimo valor de {dg(U, f(U))}, para todo U em V. Denota-se a norma de

[ por | f].

E claro que qualquer automorfismo num grafo finito é limitado; no entanto, o
foco serd o estudo de grafos infinitos, onde os automorfismos limitados terao papel
central. Automorfismos limitados foram pela primeira vez citados em 1983 por
Trofimov ([18] e [19]), e redescobertos de forma independente em 2005 por Eon [20].

Um automorfismo limitado é dito local quando o niimero de vértices permutados
¢ finito, ou seja, quando o suporte € finito. Ja foi definido que um automorfismo f
atua livremente em G se nao ha elementos fixados, ou seja: f(X) # X para todo
X € VUE. Como um automorfismo é uma permutacao de vértices e arestas que
preserva adjacéncia, as vezes utiliza-se a notagao de permutacao para representa-los.
Por exemplo, (A, B) é o automorfismo que envia A em B e B em A, e fixa todos
os demais vértices. O automorfismo (A, B,C) é o que envia A em B, Bem C e C
em A, e fixa todos os demais vértices. O grupo de automorfismos de um grafo N é
denotado Aut(N). O grupo de automorfismos limitados de um grafo N, subgrupo
normal de Aut(N) (tal verificagdo é feita em [20]), é denotado B(N). Quando nao
houver perigo de confusao, serd denotado apenas por B. Diz-se que um grafo G é
vértice-transitivo quando entre quaisquer dois de seus vértices, por exemplo, A e B,

sempre hd em Aut(G) um automorfismo f tal que f(A) = B.

Exemplo 3.3.1. Observe o exemplo na Figura 3.9. O automorfismo ¢ nesta figura
deiza firado o vértice E. Jd o automorfismo p deixa fizado o caminho DEF. Ambos
sao automorfismos de ordem finita. O ultimo automorfismo nao fixa nem vértices
nem arestas, e possui ordem infinita. FEle envia cada A; num A;11, © € N. Na
Figura 3.10 pode-se ver um automorfismo que fixa um vértice em (a) e um automor-

fismo que atua livremente em (b) de subgrafos infinitos de grafos infinitos. Embora
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(a) (b)

G H 1 1 F C G H 1 G H 1 A B C G H 1
(c)
t
--o—eo—o—0o—o--- --——0—0—0--- --0—0—0—0—0 ---
Al Ay Ay Ay As -) Ay A Ay A3 Ay Al Ay Ay Ay As

Figura 3.9: Exemplos de automorfismos: em (a), ¢ possui um vértice fixo; em (b),
p possui um caminho fixo; em (c), t ndo possui elementos fixos. Em vermelho, os
elementos fixados sao destacados.

ambos sejam automorfismos, somente o sequndo € um automorfismo limitado. Ob-
serve que no primeiro, o vértice e sua imagem se distanciam infinitamente a medida

que a distancia até o ponto fizo aumenta.

Exemplo 3.3.2. Na Figura 3.11 observam-se alguns automorfismos limitados de
ordem finita: em (a), o automorfismo [[,.,(B;, C;) de ordem 2 é um automorfismo
limitado (a mdzxima distancia entre um vértice e sua imagem € 1), e em (b) o
automorfismo limitado [[,.,(B;, C;), também de ordem 2. Ainda em (b), veja que
existem automorfismos limitados locais. Por exemplo, (By,C1), onde somente os
vértices By e Cy ndo sao fizados. Isto ndo pode ocorrer em (a), pois neste caso as
células estao fortemente correlacionadas. Veja em (c) que a permutagio (Bz,Cs),
por exemplo, obriga a trocas (By,Ch) e (Bs,C3). Estas, por sua vez, obrigam as
trocas (Bo, Cy) e (B, Cy), e assim sucessivamente, caracterizando o automorfismo
[Licz(Bi, C;) quando tais trocas se propagam infinitamente em ambos os sentidos.
Tais correlagoes entre células serdo estudadas no Capitulo 7. Note que o grafo em
(b) nao é vértice-transitivo: por exemplo, nao hd automorfismos levando um vértice

B; num vértice A;, para quaisquer i,j € N.
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(a) (D)

Figura 3.10: Um automorfismo com um ponto fixo (a) e um automorfismo sem
pontos fixos (b) num grafo infinito. Veja que o primeiro nao é um automorfismo
limitado: as distancias entre um vértice e sua imagem aumentam conforme aumenta
a distancia até o ponto fixo.
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(a) (b)
,,,Bo B, B, Bs Bf*,, By B,
I I I I I T A Ay Ay
G G G G G G C
(c)
B, By B, B By B, Bs
1] lw l lz G Cy Cs B, C
By By By G By By B (B2,C2)
C,q Co G By G Cy Cs
B4 By (ol C Cs B, Bs (B1 ’C1 )(B3 ’C3)
1] Co B B B3 Cy Cs
By C G G C ¢, B (Bo,Co)(B4,Cy4)
C,q Bg BI l2 l By Cs

Figura 3.11: Exemplos de automorfismos limitados que nao possuem ordem infinita:
em (a), o automorfismo [ ], ,(B;, C;). Repare que a distancia entre um vértice e sua
imagem é 1; em (b), pode-se observar (B;, C;), para todo i € Z do mesmo tipo de
(a), e automorfismos limitados locais (B, C1), que ndo podem ocorrer em (a): veja
em (c) a cadeia de permutagoes iniciada por (B, Cs) e que culmina convergindo
para o automorfismo [, ,(B;, C;) quando as trocas se propagam infinitamente em

ambos os sentidos.
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Capitulo 4

Conceitos de Redes Periodicas

4.1 Redes Periédicas e Representacoes

Grafos infinitos sao utilizados para a modelagem topoldgica da estrutura de um
cristal ([21] e [22]). Como referéncia recomenda-se [23]. Neste capitulo serao utili-
zados os conceitos de Teoria de Grafos e de Teoria de Grupos introduzidos nos dois
capitulos anteriores para a defini¢ao e a analise da estrutura de grafos periédicos. O
primeiro conceito a ser introduzido é aquele que retne as caracteristicas fundamen-
tais de tais grafos, de modo a explicitar as informagoes mais relevantes do cristal ao

pesquisador interessado.
Definigao 4.1.1. Uma rede € um grafo simples 3-conexo localmente finito [24].

Para modelar a estrutura de um cristal, composto por uma quantidade enorme

de atomos, serao usadas com frequéncia redes infinitas.

Exemplo 4.1.1. Veja dois exemplos de redes infinitas na Figura 4.1: a rede qua-
drada (sql) e a rede hexagonal (heb). Algumas redes serao identificadas por trés
letras, conforme os simbolos do banco de dados de redes cristalinas da Reticular
Chemistry Structure Resourse (RCSR) [25].

Fazendo uma observagao de ordem quimica, embora nao essencial ao que se
segue, a 3-conectividade nao ¢ uma condicao tao restritiva quanto parece. Por
exemplo, a topologia de algumas estruturas cristalinas com atomos 2-coordenados,
como oxigénio em zedlitos, é estritamente representada por um grafo 2-conexo. Por
convencao, o grafo é entao contraido, isto é: toda ligagao A — O — B, onde O tem
grau 2, é substituida por uma simples ligacao AB. O grafo resultante é 3-conexo e
nenhuma informacao topologica foi perdida. Veja na Figura 4.2 uma ilustracao da
estrutura da faujazita.

Em alguns momentos a teoria exige também o estudo de grafos similares a redes,
mas com relaxamento da condicao relativa a 3-conectividade. Tais grafos serao

chamados grades.
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-9 ® ® ° ° ® ®--
---@ L 4 4 L 4 4 L 4 ®--
B AR AR SR SR S SR
(c) (d)

-- --- ® ® .

- - - ® L .
Figura 4.1: Exemplos de redes infinitas em (a) e (b). Em (a) a rede quadrada (sql).
Em (b) a rede hexagonal (hcb). Duas grades infinitas em (c) e (d).

Figura 4.2: Algumas estruturas cristalinas, como a faujazita, deveriam ser modela-
das por redes que admitem grau 2 em seus vértices. Mas isto pode ser contornado
utilizando-se uma contragao, sem perdas topoldgicas [2].
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Figura 4.3: Em (a), as duas estruturas sao topologicamente indistinguiveis. Em (b),
pode-se ver que na esquerda os automorfismos sao mais facilmente identificados, ja

que ha mais simetrias.

Definicao 4.1.2. Uma grade é um grafo simples conexo localmente finito.

Exemplo 4.1.2. Veja na Figura 4.1 exemplos de grades. A grade infinita em (c)
¢ chamada de grafo escada. Grades serao frequentemente utilizadas nos proximos

capitulos.

Enquanto a topologia das estruturas cristalinas é bem descrita por redes, a geo-
metria delas pode ser idealizada pelo que sera chamado de representagoes de redes
num espago Euclideano. Veja na Figura 4.3 que, embora em (a) ambas as estruturas
sejam topologicamente equivalentes, e representem a mesma rede abstrata, em (b)
sao identificados mais facilmente os automorfismos na figura da esquerda, onde ha
mais simetrias. Redes sao entidades abstratas, definidas sem a necessidade de se
escolher uma métrica para que sejam consideradas as distancias geométricas entre
seus elementos, ou o tamanho de seus elementos. Mas para uma melhor visualizagao

de certos automorfismos é mais vantajosa uma representacao.

Definicao 4.1.3. Uma representacao p de um grafo no espaco Fuclideano é uma
aplicacao de vértices e arestas em pontos e segmentos, respectivamente, de maneira
que p(e) = p(U)p(V) para e = UV. O grafo correspondente a uma dada repre-
sentacdo é chamado grafo subjacente a esta representacao. Também eventual-
mente serd usada a palavra representacao quando for feita referéncia a imagem da

aplica¢ao p no espagco Fuclideano.
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Quando nao houver risco de confusao, a representacao de uma rede podera ser
chamada apenas de rede. Neste trabalho, sempre que houver referéncia a um ponto
de uma representacao, este sera oriundo de um vértice da rede subjacente, e um
segmento sempre sera imagem de uma aresta da rede subjacente. Em outras pa-
lavras, nao serao importantes pontos ou segmentos interiores a segmentos que ja
representam arestas da rede subjacente.

Enquanto automorfismos sao importantes ferramentas para o estudo das carac-
teristicas intrinsecas de uma rede abstrata, as simetrias de uma representacao de

uma rede sao exploradas através de isometrias do espaco Euclideano.

Definicao 4.1.4. Uma isometria no espaco Euclideano M é uma aplicacdio f :

M — M que preserva distancias sequndo a métrica Euclideana, ou seja, dg(A, B) =

de(f(A), f(B)), para todo ponto A,B € M.

Embora a estrutura do cristal seja infinita, ela possui padroes que se repetem pe-
riodicamente. Ao serem identificados estes padroes, podem ser mais bem resumidas
as caracteristicas de uma representacao da rede, que a principio seriam infinitas. As
ferramentas que se tém a disposicao para identificar estes padroes que se repetem

infinita e periodicamente no espaco Euclideano sao isometrias chamadas translagoes.

Definicao 4.1.5. Uma translagao na direcio do vetor P € M no espaco Eu-
clideano € uma isometria t* : M — M tal que t*(V) = V + P, para todo ponto
VeM.

As translacoes formam um subgrupo 7* do grupo das isometrias no espaco Eu-
clideano. As translagoes mais importantes neste trabalho serao as que preservam a
representacao dentro do espaco Euclideano. Isto leva a introducao de uma impor-

tante classe de equivaléncia definida a seguir.

Defini¢ao 4.1.6. Dois pontos A e B de uma representacio p(N) no espag¢o Eucli-
deano (oriundos de dois vértices de uma rede subjacente N ) sdao ditos translaci-
onalmente equivalentes se ha uma translacao t* no espaco Fuclideano tal que
t*(A) = B e t*(p(N)) = p(N). Analogamente definem-se segmentos (oriundos de

arestas de uma rede subjacente) translacionalmente equivalentes.

Convém agora dar nomes aos elementos translacionalmente equivalentes, de
modo a deixar evidentes as direcoes para onde a rede se perpetua periodicamente.
Para tal, sdo rotulados os elementos através de vetores (pelo chamado Método
Vetorial [26]). Se existem n dire¢bes independentes de translagao, uma delas a
direcao v, procedimento consiste em rotular primeiramente um conjunto maxi-
mal de pontos translacionalmente ndo equivalentes { AN, B®) .. A®} como origem

{AWG AP AR Y Em seguida, rotular os translacionalmente equivalentes pelo
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(a) (b)

A A .\

Figura 4.4: A rede hexagonal e dire¢oes independentes de translacao.

vetor v como {AM, A®) A® 1 Desta forma, toda a representacio pode ser
rotulada. De forma analoga pode-se proceder para a rotulacao das arestas.

Assim, por exemplo, se os pontos A, B e C sao translacionalmente nao equivalen-
tes, e ha tres direcoes independentes para onde podem ser transladados os mesmos,
o que serd feito primeiramente é renomear cada ponto como Agg, Booo € Cooo- Re-
pare que, para nao poluir demais as figuras, serd utilizada a notacao xryz para um
vetor, ao invés de (z,y, z). Dando prosseguimento a rotulacao, se o padrao se repete
na direcao 100, entao os primeiros pontos equivalentes nesta direcao serao rotulados
como Aigg, Bigo € Cigo. E assim procedendo, pode-se rotular todos os pontos da
representacao da rede que correspondem a vértices da rede.

As classes de elementos translacionalmente equivalentes serao chamadas de
reticulos, definicao que sera reforcada quando se iniciar o estudo dos quocientes.
Pontos translacionalmente equivalentes correspondentes a vértices na rede subja-
cente estarao agrupados num mesmo ponto-reticulo, e segmentos translacionalmente
equivalentes correspondentes a arestas na rede subjacente estarao colecionadas num
mesmo segmento-reticulo. Repare que um reticulo é uma orbita de um elemento
obtida através da agao do grupo de translacoes do espaco Euclideano que preserva

a representacao.
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- : ] : : : : :". A% ®B AR °By AY °By

Figura 4.5: A rede quadrada e a rede hexagonal rotuladas. Em destaque duas
direcoes independentes em cada rede.

Exemplo 4.1.3. Veja na Figura 4.4 esquemas que usam como base uma repre-
sentagao p da rede hexagonal heb. Na parte (a), duas dire¢oes independentes para
onde os padroes de p se repetem e para onde se pode transladar p sobre si mesma,
caracterizando a translagao. Na parte (b) sao vistas duas classes de pontos que
sao equivalentes por translagoes que preservam p, ou seja, pontos A sdao levados
em pontos A via translagoes que preservam p, e o mesmo ocorre com 0s pontos B.
Raciocinio andlogo para os segmentos. Repare em (c) que ndo € possivel levar um
ponto A num ponto B através de uma translacao da representacdo p inteira. Por
1850 foram escolhidas letras diferentes para nomed-los, e cada letra representa uma
classe de pontos translacionalmente equivalentes. Em (d) rotulam-se alguns pontos
utilizando-se as dire¢oes (1,0) e (0,1) das translagoes, que se abrevia para 10 e 01.

O grupo de translagoes neste caso € isomorfo ao grupo (Z*,+).

Exemplo 4.1.4. Na Figura 4.5 sao vistas duas representacoes das redes sql e hcb

completamente rotuladas.

Translagoes que preservam a representacao de uma rede N induzem automorfis-
mos de ordem infinita em N, também chamados de automorfismos translacionais, ou
simplesmente translacoes quando nao houver risco de confusao. Se ha trés classes de
vértices A, B e C, por exemplo, entao um automorfismo translacional na direcao P
é dado por (A4;, Ay p)(B;, Bivp)(Cy, Ciyp). Desta forma, o grupo de translagoes T*
no espaco Euclideano que preservam a representacao induz um grupo de automorfis-
mos translacionais 7 na rede subjacente, e naturalmente um ponto-reticulo de uma
representacao induz um vértice-reticulo na rede subjacente, e um segmento-reticulo
de uma representacao induz uma aresta-reticulo na rede subjacente. E evidente

que os reticulos no grafo abstrato independem da escolha da representacao; depen-
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rede N representacdo p(N) de N

vértice ponto

aresta segmento

automorfismo isometria

translagdo translagdo

vértice-reticulo ponto-reticulo
aresta-reticulo segmento-reticulo

dy(U,V) dy(U.V)

Aut(N) grupo de isometrias de p(N)
grupo de translacoes T grupo de translacoes T *

Figura 4.6: Correspondéncia entre conceitos equivalentes de redes e de repre-
sentacoes de redes.

dem apenas da existéncia de automorfismos translacionais. Na Figura 77, alguns

conceitos correspondentes em redes e representacoes de redes.

Definigao 4.1.7. Diz-se que o par (N,T) € uma rede p-periddica se N é uma
rede e T < Aut(N) € um grupo livre abeliano de posto p, tal que o nimero de
vértice-reticulos e aresta-reticulos por T em N € finito. Diz-se neste caso que a rede

tem periodicidade p.

O grupo T é dito grupo de translacao de (N, T) e atua livremente sobre N [4].
Na Figura 4.5 sao vistas duas redes 2-periddicas totalmente rotuladas, e estao em

destaque as direcoes independentes. Na Figura 3.11, redes 1-peridédicas rotuladas.

Definicao 4.1.8. Um grupo de espacgo & de posto p é um grupo que possui um
subgrupo normal T livre abeliano de posto p, tal que E/T € finito e tal que o cen-
tralizador de T em & € o prdprio T [6].

Definicao 4.1.9. Redes cristalogrdficas sao redes p-periddicas cujo grupo de

automorfismos € isomorfo a algum grupo de espago de posto p [24].

Um grupo de espaco de uma rede p-periddica corresponde a um grupo de iso-
metrias no espago Euclideano. Mais especificamente, é o grupo que corresponde
ao grupo de simetrias de um cristal ideal, ou seja, com todos os atomos nas suas
posigoes atomicas ideais. Consiste num grupo cujos elementos sao translacoes e
operacoes de simetria pontuais. Ha 17 grupos de espaco de posto 2, e 230 de posto
3. Tais grupos foram estudados e listados no século XIX. Uma definicao abstrata

pode ser encontrada em [6].
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Definicao 4.1.10. Diz-se que uma rede periodica € uma rede nao cristalogrdfica
(rede NC) se o seu grupo de automorfismos ndao € isomorfo a nenhum grupo de

espaco de posto p.

Com os recursos métricos de um espaco Euclideano, é o momento de definir uma

representacao que explore a periodicidade da rede p-periddica.

Definicao 4.1.11. Uma representacao p € dita uma representag¢ao p-periddica
se algum grupo de translacdo T* no espaco Euclideano pode ser isomorficamente
associado a T através da aplica¢ao x : t — t* tal que p(t(U)) = t*(p(U)) para todo
teT eUeV.

Um resultado muito importante é que os inicos automorfismos limitados
que uma rede cristalogrifica pode apresentar sao as translagoes (demons-
trado em [20]). Consequentemente, a mais evidente caracteristica de uma rede NC
é apresentar algum automorfismo limitado que nao é uma translacao. Considere a
Figura 3.11. Ha duas grades NC 1-periédicas, e pode-se claramente observar o au-
tomorfismo limitado (B;, C;) em (a), que troca todos os vértices B; com os vértices
C;, para todo Z, e o automorfismo limitado (By,C;) em (b), que troca o vértice By
com o vértice C;. Nenhum dos dois é translacao. Exemplos menos triviais serao

vistos nos préximos capitulos.

4.2 Grafos Quociente e Grafos de Voltagem

Trabalhar com grafos infinitos obviamente é um inconveniente. Como na rede
periddica ja foi visto que ha padroes que se repetem em certas diregoes indepen-
dentes, obtidos através de translacoes nestas direcoes, pode-se obter um grafo finito
formado pelos vértice-reticulos e pelos aresta-reticulos. Em outras palavras, pode-
se obter o que se chama de grafo quociente, um grafo finito que ainda carrega
informagoes importantes sobre a rede periédica (N, T ), tais como graus e incidéncia
([26], [27)).

Se (N,T) é uma rede periddica, denota-se respectivamente por V/T e E/T os
conjuntos de vértice-reticulos e aresta-reticulos de N por T, e gr a fungao que envia
um elemento (vértice ou aresta) X ao seu reticulo [X], que consiste nos elemen-
tos translacionalmente equivalentes a X (embora a notacao [X] seja utilizada para

érbitas em geral, de agora em diante serd utilizada apenas para reticulos).

Definicao 4.2.1. O grafo quociente é o grafo N/T = (V/T,E/T,my), onde
mr € dada por mr([e]) = ([A], [B]) para uma aresta e = AB € E.

A fungao ¢r é dita a projecdo natural de (N, T) sobre seu grafo quociente N/ T .

Se uma origem Ay é escolhida em cada vértice-reticulo [A] da rede e cada vértice é
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Figura 4.7: Algumas redes e grades periddicas, bem como os seus respectivos grafos
quociente. Em destaque nas redes e grades, alguns subgrafos fundamentais.
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indexado pela translacao t que envia nele a origem do respectivo reticulo, pode-se
associar a cada aresta [e] = [A][B] do grafo quociente o indice ¢ da aresta AyB; € [e].
A correspondéncia entre a rede e o grafo quociente rotulado é biunivoca, a menos de
escolha de base e origem para os vértice-reticulos e aresta-reticulos. Uma ferramenta
utilizada em demonstragoes de teoremas relacionados a redes periddicas é o subgrafo

fundamental:

Definigao 4.2.2. Seja (N,T) uma rede periddica. Um subgrafo conexo de N cujo
conjunto de arestas é um conjunto maximal de arestas translacionalmente nao equi-

valentes € definido como subgrafo fundamental.

Observe que um subgrafo fundamental contém uma, e apenas uma aresta re-
presentativa de cada aresta-reticulo, ou seja, é um dominio fundamental (De-
finicdo 2.1.8) do conjunto das arestas de N por 7. Mas obviamente hé vértices
translacionalmente equivalentes num subgrafo fundamental, ja que a rede é conexa.
No entanto, isto nao prejudica a utilidade deste conceito. Veja na Figura 4.7 alguns
subgrafos fundamentais em destaque colorido nas redes e grades.

Em Cristalografia, a célula unitaria ¢ um dominio fundamental de R™ associado
ao grupo de translacdo de um cristal, por exemplo, um paralelogramo em R?, ou
um paralelepipedo em R3. Se o grupo de translacio for maximal, a célula é dita
primitiva, caso contrario ela é dita centrada. Neste trabalho, este conceito serd

adaptado para redes periddicas, e por vezes utilizado em demonstragoes.

Definigao 4.2.3. Se (N,T) € uma rede periodica, uma célula unitdria é um
dominio fundamental do conjunto de vértices de N pelo grupo de translacoes T . Se

o grupo de translagoes for maximal, a célula unitaria € dita célula primaitiva.

Exemplo 4.2.1. Por exemplo, a rede quadrada, sql, € uma rede 2-periodica com um
vértice e duas arestas translacionalmente nao equivalentes por subgrafo fundamental.
Como cada aresta liga dois vértices do mesmo vértice-reticulo, o grafo quociente
da sql por seu grupo de translacdo € o grafo com um vértice e dois lacos neste
vértice, chamado buqué By. Como qualquer aresta da sql liga um vértice U ao
vértice transladado t(U), onde t € a translagio 10 ou 01, associa-se uma destas
translacoes a cada lago de By. Com essa associacdo, By univocamente representa
a rede quadrada. Veja na Figura 4.8 em dois passos, quando agrupam-se vértices
equivalentes da rede primeiro pela translagao 10, em sequida pela 01, obtendo como

grafo quociente o buqué Bs.

Exemplo 4.2.2. Efundamental para a unicidade que o grafo quociente seja orien-
tado e rotulado. Veja na Figura 4.9, na parte (a), um exemplo onde hd duas redes
nao isomorfas com o mesmo grafo quociente nao rotulado. A situagdo € resolvida

orientando e rotulando os grafos, como se pode ver em (b).
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Figura 4.8: O grafo quociente da rede quadrada em dois passos. Primeiro identifi-
cando vértices e arestas equivalentes via a translagao horizontal, em seguida identi-
ficando via a translacao vertical.

Exemplo 4.2.3. Observe na Figura 4.10a um exemplo de grafo quociente obtido de
um subgrupo de T de indice 2 da rede quadrada sql. Nas partes (b) e (c¢) hd dois
grafos isomorfos, mas com grafos quociente diferentes devido a escolhas diferentes

de origens de vértice-reticulos.

Exemplo 4.2.4. Podem ser observadas na Figura 4.11 trés redes periodicas distin-

tas geradas alterando-se apenas os rétulos do grafo quociente, o buqué Bs.

Grafos quociente rotulados s@ao um caso especial de grafos de voltagem, que
serao definidos agora. Novamente serao associados rotulos aos elementos de um
grafo, mas estes rotulos nao precisam necessariamente ser elementos de Z". Podem
ser elementos de um grupo abeliano ou nao abeliano, generalizando a ideia de rétulo
ao que passa a se chamar voltagem.

Uma atribuicao de voltagem num grupo A sobre um grafo G com uma orientagao
o é uma aplicagdo o : E* — A tal que a(e)a(e™) = 1. Desta forma, define-se um

grafo de voltagem a seguir.

Definicao 4.2.4. Seguindo [28], um grafo de wvoltagem (G,«a) ¢é dado por um
grafo G com uma orientacao e uma atribuicao o : E — A do conjunto de arestas
de G a um grupo arbitrdrio A, possivelmente nao abeliano, tal que a(e™)a(e™) =1,

para todo e € E, onde 1 € a identidade do grupo.

Definicao 4.2.5. A wvoltagem sobre um caminho orientado w = rirs...r, € 0
produto das wvoltagens ao longo das arestas orientadas de w na mesma ordem:

a(ry)a(ry)...a(r,).

Seja G um grafo de voltagem (que neste caso chama-se de grafo base), com
conjunto de vértices V e conjunto de arestas E, e com voltagens consistindo em
geradores do grupo A. Pode-se gerar, a partir do grafo base G, um grafo tnico,

chamado grafo derivado G* .
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Figura 4.9: Em (a), as redes nao isomorfas possuem o mesmo grafo quociente. Em
(b), orientando e rotulando, consegue-se a unicidade.
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Figura 4.10: Em (a), um quociente finito da rede quadrada obtido a partir de um
subgrupo de 7 de indice 2. Em (b) e (c¢) duas escolhas diferentes de origens para os
vértice-reticulos, gerando grafos escada isomorfas.

Figura 4.11: Trés exemplos de um mesmo grafo quociente, mas com voltagens dife-
rentes, gerando trés redes diferentes.
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Definicao 4.2.6. O grafo derivado é um grafo orientado com conjunto de vértices
V x A, conjunto de arestas E x A e relagio de incidéncia (e,a) « (u,a)(v,ab) se
e = uv tem voltagem b. Usa-se frequentemente a notagao abreviada (u,a) = u, de

modo que a relagdo de incidéncia se lé e, = uqvqp [28].

Se as voltagens das arestas consistem em um conjunto de elementos que nao
gera A, o grafo derivado é desconexo [28]. Uma importante propriedade é o fato
de que o grupo A atua livremente no grafo derivado G se a acao de f € A no
vértice (ou aresta) z, € G* é dada por f(x,) = .. Esta propriedade assegura que
a projecao natural que envia x, € G* em =z € G é uma projecao reqular, isto é,
para cada vértice, o conjunto de arestas com orientacao para fora (respectivamente,
com orientagao para dentro) é mapeado biunivocamente no conjunto de arestas com
orientagao para fora (respectivamente, com orientac¢ao para dentro) na sua imagem.

O procedimento para encontrar o grafo derivado de um grafo base sera chamado
de procedimento base-derivado. Duas observagoes devem ser feitas durante
este procedimento: uma com respeito a indexacao dos vértices e arestas do grafo
derivado e outra com relagao a agao do grupo A sobre o grafo derivado. Ocorre uma
peculiaridade nestes dois processos: na indexac¢ao, a agao a direita da voltagem b
na definicao da funcao de incidéncia; na acdo do grupo A, a agcao a esquerda do
automorfismo f sobre a voltagem a. Se o grupo é nao abeliano, a¢oes a direita e a

esquerda nao se equivalem.

Exemplo 4.2.5. Como um exemplo simples de um grafo de voltagem, pode-se tomar
0 buqué By com vértice U onde os dois lagos | el tém atribuidas as voltagens 0 e
1, respectivamente, em Z./37 (o grupo aditivo {0, 1,2} satisfazendo 1 +2 =0). O
grafo derivado consequentemente possui trés vértices U;, i € Z/37 e seis arestas l; e
ll,i€Z/3Z. Una aresta l; comega em U; e vai até U; g = U; e é consequentemente
um lago em U;; uma aresta l; comeca em U; e vai até Uiyy de maneira que as trés

arestas derivadas do lago I, formam um triangulo. Veja este exemplo na Figura 4.12.

Exemplo 4.2.6. Agora serd visto um exemplo mais complexo. Seja o grafo base
o buqué By, com arestas a e b, vértice U, e com voltagens 12 e 123 do grupo nao
abeliano S3. Pode-se acompanhar com a Figura 4.18 e com a Figura 4.14. Serd
construido o grafo derivado. Para a indexagcao dos vértices do grafo derivado, é
importante ressaltar que a voltagem atua a direita. Por exemplo, para descobrir-se
quem € o vértice adjacente a Uys via a voltagem 12, faz-se U9 = U,. Para se
descobrir quem ¢é o vértice adjacente a Uss via a voltagem 12, faz-se Usz 1o = Uyss.
O vértice adjacente a Uy via a voltagem 123 € o Uyz103 = Upa. O wvértice Uygz
via a voltagem 123 € adjacente ao vértice Uisz 103 = Uiza. Fazendo isso em todos
0s vértices conseque-se uma indexacao completa. A indexacdo das arestas é mais

simples: a aresta ri, sai do vértice Xy, orientada desta forma.
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Figura 4.12: Um exemplo onde o buqué B, com voltagens é o grafo base e o triangulo
com lagos ¢ seu grafo derivado.

Exemplo 4.2.7. Serd dada continuidade ao exemplo anterior, mas agora, ao invés
de indexar os vértices, a busca € pela imagem da a¢ao do grupo Sz sobre o grafo
derivado. E importante ressaltar que para a ac¢ao de automorfismos, a voltagem
atua o esquerda. Serd chamado de ¢1o 0 automorfismo associado a 12 de S3. Para
descobrir quem € a imagem do vértice Uz via ¢ro, faz-se Uinog = Uag. Para a
imagem do vértice Uys via @12, faz-se Uig1o = U,. Serd chamado analogamente de
¢123 0 automorfismo associado a 123 de Ss3. Para descobrir quem € a imagem do
vértice U, via ¢193, faz-se Uioze. = Uraz. Para a imagem do vértice Uiz via ¢193,
faz-se Uyaz3.13 = Usg. Pode-se acompanhar esses exemplos na Figura 4.14. A ac¢ao
de S3 sobre subgrafos também serd importante mais adiante. As imagens da a¢ao

de ¢12 € @123 sobre os principais ciclos do grafo derivado sao vistas na Figura 4.15.

Uma rede periddica é dita minimal quando possui periodicidade méaxima, ou
seja, quando a periodicidade da rede é igual ao nimero ciclomatico do seu grafo

quociente. Uma rede minimal é sempre uma rede cristalogréafica [29].

Exemplo 4.2.8. Observe que na Figura 4.7 as redes quadrada e heragonal sao
minimais, pois sua 2-periodicidade corresponde ao niumero ciclomdtico a—v+1 = 2.
Por outro lado, as redes associadas ao quociente K, nesta figura sao 2-periodicas,

ou seja, nao $ao minimais, uma vez que o numero ciclomatico do Ky € igual a 3.

4.3 Fibras Geodésicas

Alguns invariantes topoldogicos podem ser ferramentas importantes no estudo da

estrutura dos grafos. Um exemplo sao os anéis fortes.

Definicao 4.3.1. Um anel num grafo G é um ciclo que nao possui atalhos em G.
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Figura 4.13: Exemplo de um grafo base e seu grafo derivado.

Um anel forte ¢ um ciclo que ndo pode ser escrito como soma de ciclos menores.
[30].

Exemplo 4.3.1. Na Figura 4.16 podem ser vistos dois anéis fortes em (a) e (b).
A soma destes anéis gera o ciclo que ndo € um anel, representado em (¢). Em (d),

um anel que nao € um anel forte.

Os conceitos definidos nos préximos paragrafos como geodésicas e geodésicas
fortes podem ser interpretadas como os correspondentes infinitos dos anéis e dos
anéis fortes. Assim como estes ultimos sao importantes para o estudo da estrutura de
um grafo finito, redes periddicas sao estruturadas fundamentalmente por geodésicas
e fibras geodésicas.

Definicoes e propriedades de caminhos geodésicos e fibras podem ser encontrados
em detalhes em [29]. Foi visto no capitulo anterior que caminho é um passeio que nao
passa duas vezes pelo mesmo vértice. Também foi visto que um caminho geodésico
(ou simplesmente uma geodésica) é um caminho de comprimento minimo entre dois
vértices, e que distancia dg (U, V') entre dois vértices é o comprimento de um caminho
geodésico entre tais vértices.

E denotada por Ext(t) a extensio maximal 1-periédica em T do subgrupo (¢)
gerada por alguma translagao t € 7. O comprimento reduzido de um passeio fechado
ou de uma combinagao de ciclos P de N/7T com voltagem t é definido por P/k, onde
k é o indice de (t) em Ext(t).

Seja (N, T) um grafo periédico. Um subgrafo F' de N é dito geodesicamente
completo em N se, para qualquer par de vértices de F', I’ contém todas as geodésicas

de N entre eles. Um importante invariante topoldégico de um grafo periédico é o que
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INDEXACAO: COMPOSICAO A DIREITA

13.123 = 12

Uz

2312 =132
123123 = 132

ACAO DE AUTOMORFISMO: COMPOSICAO A ESQUERDA

123.e = 123

U123
12.23 =123

123.13 =123

Figura 4.14: Exemplos de quando a composicao dos elementos de Sz ocorre a direita,
no caso da indexacao dos vértices do grafo derivado, e de quando a composicao ocorre
a esquerda, quando buscam-se as imagens dos automorfismos do grupo isomorfo ao
S3 que atua no grafo derivado.

&6 EB&s

Figura 4.15: Imagens de véarios ciclos via automorfismos induzidos pelos elementos
12 e 123 de S3. Repare que 12 atua como uma reflexdao, como um espelho; e 123
como uma rotagao no sentido horario.

48



(@ A~ A () ¢) (d) /_‘_T

g J pus

Figura 4.16: Exemplos de anéis fortes em (a) e (b), e um ciclo gerado pela soma
destes anéis em (¢). Um exemplo de anel que nao é um anel forte pode ser visto em

(d).
foi definido em [29] como fibra geodésica.

Definig¢ao 4.3.2. Uma fibra geodésica (F,S) é um subgrafo 1-periddico de (N,T)
onde:

(a) o grupo de translagoes S = (t) pode ser gerado port € T

(b) o subgrafo F' € geodesicamente completo em N;

(¢c) F' € minimal com respeito a periodicidade (a) e a completude (b).

Duas fibras geodésicas (F1, (s)) e (Fy, (t)) sao ditas paralelas se Ext(s) = Ext(t).
Uma geodésica forte numa rede periddica é definida como um caminho infinito nos
dois sentidos que contém o Unico caminho geodésico na rede entre qualquer par de
seus vértices. Uma geodésica forte numa rede periédica (N,T) é projetada sobre
um ciclo do grafo quociente N/7T de menor comprimento reduzido. Importante
resultados sobre fibras geodésicas foram demonstrados em [29] e serdo listados a

seguir:

e P. Qualquer rede p-periddica (N,7T) admite fibras geodésicas ao longo de

pelo menos p diregoes independentes.

e . O grafo quociente F'/S de uma fibra geodésica é um subgrafo do grafo
quociente N/T da rede.

e P;. Em qualquer rede periddica, automorfismos limitados mapeiam fibras
geodésicas em fibras geodésicas paralelas. (Uma geodésica forte é levada numa

geodésica forte paralela por qualquer automorfismo limitado).

e P,. Automorfismos limitados com vértices fixos possuem ordem finita.

Exemplo 4.3.2. Exzemplos de alguns destes conceitos bdsicos podem ser observados
na Figura 4.17. Em (a), hd um caminho infinito o, ou seja, um passeio com uma
quantidade infinita de vértices nos dois sentidos, com uma unica condi¢@o: o NUNCA
percorre um mesmo vértice duas vezes. Em (b), uma geodésica infinita B: dados dois
vértices A e B em [3, qualquer caminho contido em [ ligando A e B € um caminho

geodésico, ou seja, de comprimento minimo. Em (c), uma geodésica forte v: dados
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Figura 4.17: Alguns grafos infinitos da rede quadrada dupla: (a) um caminho infinito
(que claramente nao é geodésica), (b) uma geodésica infinita, (¢) uma geodésica forte
(que é uma fibra), (d) e (e) duas escadas 1-periédicas que sao geodesicamente com-
pletas, (f) um grafo 1-periédico geodesicamente incompleto cujo grupo de translagao
¢ subgrupo de indice 2 do grupo de translacdo do grafo 1-periédico de (g), que é
geodesicamente completo.

em v dois vértices A e B, v contém todos os caminhos geodésicos da rede ligando A
e B. Observe que v também € uma fibra. Em (d) e (e), subgrafos geodesicamente
completos isomorfos §, e 6z, chamados escadas. Em (f): algumas arestas que faltam
na no grafo 1-periodico € o tornam geodesicamente incompleto, ou seja, dados dois
vértices A e B de €, nem todas as geodésicas que ligam A e B estao contidas em e.
Em (g), um grafo 1-periddico geodesicamente completo \: dados dois vértices A e
B de )\, todas as geodésicas que ligam A e B estdao contidas em . No entanto, nao

¢ minimal: contém um grafo linear isomorfo a vy, que de fato € uma fibra geodésica.

Algumas propriedades de fibras geodésicas sao ferramentas importantes nas de-
monstracoes de resultados relacionados a redes peridédicas. Por exemplo, se duas
fibras geodésicas a e [ sao paralelas e possuem um vértice em comum, entao o = 3.
Outros sao menos intuitivos: se um automorfismo limitado fixa um vértice de uma
fibra geodésica, entao toda a fibra geodésica ¢é fixada. Na Figura 4.18 pode-se obser-
var mais uma propriedade: por um vértice (em verde) nao necessariamente passam
fibras geodésicas nas duas direcoes. Mas pela propriedade P;, sabe-se que ha fibras
geodésicas nas duas diregoes. Mais resultados importantes podem ser encontrados

em [29].
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Figura 4.18: Por um mesmo vértice do grafo haltere (bidimensional) ndo passam
fibras geodésicas nas duas diregoes ao mesmo tempo.

4.4 Representacoes Baricéntricas

A partir do momento que se passa a distinguir os tamanhos das arestas e o angulo
entre as mesmas, a nova tarefa passa a ser a busca por uma representacao padrao,
com propriedades simples, para representar o grafo infinito original. Para se en-
contrar tal representacao, necessita-se de um melhor entendimento da relagao dos
espagos ciclo e cociclo do grafo quociente com a disposi¢ao dos pontos e segmentos
na representagao. Uma andlise mais profunda pode ser encontrada em [4].

O espaco ciclo do grafo quociente esta diretamente relacionado com as translacoes
na representacao. Cada ciclo representa uma eventual direcao para onde os padroes
da rede podem se repetir. Isto porque um ciclo com voltagem a no quociente
comega num vértice X e termina no vértice X novamente; isto corresponde, na
representacao, a um caminho que comecga em X, e termina em X, ,, caracterizando
uma direcao . Como a representacao € periddica, a é uma dire¢ao que induz uma
translagao (eventualmente de vetor nulo) no grupo de translagoes da rede. Como
cada ciclo estabelece uma direcao para onde a rede é periddica, a periodicidade
maxima da rede é igual ao nimero méaximo de ciclos independentes existentes no
grafo quociente, o que ¢é definido como nimero ciclomatico. Veja na Figura 4.19 que
as voltagens de cada elemento da base do espaco ciclo sao vetores que geram um

espaco bidimensional.

Exemplo 4.4.1. Considere o exemplo do Ké?’) que gera a rede hexagonal (veja a
Figura 4.19). O espago aresta do grafo quociente K2(3), como ja foi visto, € gerado por
trés arestas: ey, ey € e3. A dimensdao do espaco ciclo € igual ao numero ciclomdtico:
c=|E|=|V|+1=3-2+1=2. Sejam e; — ey e e5 — e3 0s vetores ciclo da base.
Complementando o espago ciclo existe o espaco cociclo, que tem dimensao 1 neste
caso, uma vez que o espaco das arestas € a soma direta do espaco ciclo com o espaco

cociclo.

Um cociclo ja foi definido como a combinagao linear de todas as arestas saindo de

um certo vértice; um exemplo pode ser visto na Figura 4.19: em vermelho, o cociclo
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Figura 4.19: A rede hexagonal derivada do K 53).

e1 + es + e3, soma das arestas que saem do vértice A. Os cociclos do grafo quociente
serao de fundamental importancia para se encontrar a representacao mais simples
de uma rede periédica. Nesta representacao (de méxima simetria), cada vértice esté
localizado no centro de gravidade (baricentro) de seus vizinhos, e a relagdo de um

vértice com seus vizinhos é exatamente o que um cociclo fornece.

Definicao 4.4.1. Uma representacao baricéntrica de uma rede periodica € uma
representacao periodica da rede onde cada ponto estd localizado no centro de gravi-

dade de seus vizinhos.

Para um grafo quociente com voltagens em Z* e uma base B, de RP, existe uma
Unica representacao baricéntrica da rede derivada com a dada base, a menos de
translagao [5]. Uma representagao baricéntrica possui sempre maxima simetria [4].

Seja p(NN) uma representacao baricéntrica da rede N. Se U é um vértice de N
e V; com i =1, ..., k sao seus vértices vizinhos, entao chama-se equacao baricéntrica
a equagao p(U) = (anp(V1) + ... + agp(V)) /(a1 + ... + a) que relaciona o ponto e
seus vizinhos. Arestas de uma representacao baricéntrica podem ter pesos oy, ..., ay
diferentes. Veja na Figura 4.20 duas representacoes baricéntricas da rede hexagonal.
Em (a), todas as arestas possuem o mesmo peso (equacao baricéntrica p(U) =
(p(V1)+p(Va)+p(V3))/3), e em (b) a aresta vertical tem peso 2 (equagao baricéntrica
p'U) = (20" (Vi) + p'(Va) + p'(V3))/4).

Exemplo 4.4.2. Serd finalmente obtida uma representagao baricéntrica para a rede
hexagonal. Sejam p(er) = i, p(es) = j e ples) = k vetores da base ortonormal
{i,7,k} do R3, e associadas a estes vetores, as voltagens 100, 010 e 001 do grupo

72 como voltagens no grafo K2(3)

. Isto vai gerar uma representacao chamada repre-
sentagdo integral (veja em [31]) da rede hexagonal no R?, como se vé abaizo. Os pon-

tos A estao contidos no plano x+y—+z = 0 e os pontos tipo B estao contidos no plano
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Figura 4.20: Em (a), uma representagao baricéntrica p da rede hexagonal cujos
segmentos representativos das arestas possuem pesos iguais. Em (b), outra repre-
sentacao baricéntrica p’ da rede hexagonal, mas o segmento vertical possui peso duas
vezes maior do que o peso dos demais.

z+y+z = 1 (para verificar observe que p(A,,) = p(i—3j)+q(j—k) = pi+(q—p)j—qk,
com p+ (¢q—p) —q=0). Como hd trés arestas, o espago ambiente é o R3; pro-
jetando tais pontos no espago ciclo (dimensao 2), na dire¢ao do espago cociclo (di-
mensdo 1), obtém-se a representagdo baricéntrica. Isto porque quando se projeta na
direcao do espaco cociclo, os cociclos sao mandados no zero. A direcao do espaco
cociclo € aquela dada pelo unico vetor da base do espaco cociclo, que € o vetor
pler +eg+e3) =100+ 010 4+ 001 = 111. Observe o desenho na Figura 4.22. Entao
deve-se projetar tais pontos na direcao 111, sobre o espaco ciclo, que € o plano ge-
rado pelos vetores p(e; — e3) € p(es — e3), ou seja, deve-se projetar na dire¢do 111
e sobre o plano x +y + z = 0. Olhando de maneira que o vetor 111 saia da pdgina
perpendicularmente, pode-se ver que a representacao € a de mdxima simetria, ou

seja, com hexdgonos requlares, como pode ser visto na rede hexagonal da Figura 4.1.

Um grande inconveniente da representacao baricéntrica é o que se chama de
colisao de vértices: quando a representacao sobrepoe dois ou mais vértices num

mesmo ponto do espaco Euclideano.

Definicao 4.4.2. Uma representacao apresenta colisao de vértices se vértices

diferentes sao levados no mesmo ponto Fuclideano.

Exemplo 4.4.3. Um exemplo cldssico onde ocorre colisao € o da rede periodica de-
rivada do grafo quociente chamado grafo haltere. O grafo em questao € mostrado na
Figura 4.23 abaizo, onde também se pode ver a rede derivada. Veja que, novamente,
ha dois planos que contém os pontos A e os pontos tipo B. Na projecdo no espaco
ciclo, ocorre a superposicao de pontos A e B, caracterizando a colisdo, como se pode

ver na Figura 4.24.

Definigao 4.4.3. Uma rede periddica (N, (T) que apresenta colisoes de vértices em

qualquer representacao baricéntrica é dita uma rede instdvel.
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B B(001) A(-110)

' B(-120)
A A(000)
s B(010) A(-12-1)
B(-13-1)
B B(100) A(01-1)
A(-13-2)
A(10-1)
B(11-1)
B(03-2)
B(20-1) A(11-2)
A(20-2)
B(21-2)

Figura 4.21: Representacao integral da rede hcb derivada de K§3). Repare que os
pontos tipo A estao contidos num plano, e os pontos tipo B estao contidos num
plano paralelo.

B(001)

Figura 4.22: Projetando a representacao sobre o espaco ciclo, na direcao do espaco
cociclo gerado pelo vetor 111.

01

Figura 4.23: Grafo haltere e sua rede derivada.
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A ° ° °
° °
o Hiperplcmo. do pbazio—rgticulo A
B ° ° °

Hiperplano do ponto-reticulo B
° ° °

Diregdo do Espago Cociclo

Y

° ° ° °
Colisdo de A e B

Espaco Ciclo
° ° °

Figura 4.24: Colisao na representagao baricéntrica a partir do grafo haltere.

Definicao 4.4.4. Duas redes periddicas sao ditas isomeguéticas se possuem a

mesma representacdo baricéntrica [32].

Como o objetivo deste trabalho é mostrar que redes NC sempre apresentam
colisoes em suas representacoes baricéntricas, na proxima secao serao analisados

exemplos onde ¢é explicitado o procedimento para obtencao de tais representacoes.

4.5 Matrizes

O procedimento para a obtencao da representacao baricéntrica de uma rede periédica
(N, T) baseia-se em dois calculos matriciais: um primeiro para mudanga de base,
e um segundo onde os cociclos sao mapeados em zero. Serao introduzidos agora
alguns conceitos e em seguida exemplos serao considerados.

Seja [a(Cy)] a matriz voltagem m X p associada a sua base ciclo-cociclo: as
primeiras m — n + 1 linhas de [«(C;)] fornecem as voltagens dos ciclos na base ciclo
de N/T, e as restantes n — 1 linhas, que fornecem a projegao da base cociclo, sdo
o vetor zero para uma representagao baricéntrica. Se K é a matriz m x m cujas
linhas fornecem a expressao dos vetores-base dos espacos ciclo e cociclo com relacao
aos vetores-aresta, também chamada de matriz ciclo-cociclo, entao (C;) = K(e;), ou
(e;) = K7(C;) e as arestas de N/T sao levadas na representagao baricéntrica [4]

para as linhas da matriz

(p(e:) = K~ (). (4.1)
Sera considerado novamente o K§3) num exemplo. Desta vez, suponha as vol-

tagens das arestas e, e; e e3 respectivamente 10, 00 e 01. Por defini¢ao, a matriz
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Y

Figura 4.25: Coordenadas baricéntricas e representacao baricéntrica da rede hexa-
gonal.

ciclo-cociclo obedece a seguinte equacao matricial:

-1 0 el €1 — €
0 1 -1 ° €9 = €2 — €3
1 1 1 €3 €1+ eg + e3

Como o que se quer ¢é descobrir as coordenadas dos vetores p(ey), p(e2) e p(e3) na
representacao baricéntrica, deve-se forcar que os vetores ciclo projetem as voltagens

do grafo quociente, e que os cociclos projetem zero. Isto é, assim como foi visto na
equagao, (p(e;)) = K™t a(Cy)]:

el 2/3  1/3 1/3 10
pl e | = —-1/3 1/3 1/3 |e| 0 1
€3 -1/3 —=2/3 1/3 0 0
Isto implica que:
el 2/3  1/3
pl e | =1 -1/3 1/3
€3 —1/3 —2/3

Entao, como se vé na Figura 4.25, as coordenadas dos vetores p(ey), p(ez) e p(es)
sdo, respectivamente, (2/3,1/3), (—2/3,1/3) e (—1/3,-2/3).
Serao analisados mais dois exemplos, desta vez 1-periédicos; em ambos serao

obtidas redes lineares como representacoes baricéntricas.

Exemplo 4.5.1. Considere a rede 1-periddica representada na parte superior da
Figura 4.26. O espaco ciclo tem dimensdo 2, e € gerado pelos dois lacos e e e
do grafo quociente. O espago cociclo tem dimensao 1, e € gerado pela aresta es.
Desta forma, a matriz ciclo-cociclo € a identidade I3; consequentemente € igual a

sua 1nversa.
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€1 €1

o o ~
o = o
°
o
no
I
&
no

€3 €3
€1 1 00 1
e = 01 0 |e
es 0 0 1 0
Assim:

€1 1

€9 =

€3 0

O resultado entao € que e; = 1, e = 1 e e3 = 0 na representacdao baricéntrica.
Isto implica que as arestas verticais da representacao da Figura 4.26 colapsam, e 0s
pontos A; e B; colidem, para todo i € Z. Assim, a representacdo baricéntrica do
grafo 1-periodico apresenta colisoes, e € o grafo linear.

Analogamente pode-se analisar o grafo 1-periddico da parte inferior da Fi-
gura 4.26. O numero ciclomdtico € 4, e com isso pode-se utilizar os 4 ciclos in-
dependentes em destaque na figura como base do espaco ciclo. Como a dimensdo
do espaco aresta € 7, o espago cociclo tem dimensao 3. Assim pode-se utilizar os 3

cociclos independentes também destacados na figura como base do espaco cociclo.

1 00 O 0 0 0 €1 €1
0 00 1 1 -1 0 € es+e5 — eg
0 11 0 0 1 0 es es + e3 + eg
0 01 1 0 O 1 o] eqs | = es+ es+er
0 10 0 -1 -1 O es €y — €5 — €¢
O 00 -1 1 0 1 e es +er—ey
0 -1 1 0 0O 0 -1 er €3 —e7 — €9

A inversa da matriz ciclo-cociclo estd descrita abaizo, de onde pode-se calcular

as coordenadas dos pontos na representacao baricéntrica.
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e 1 0 0 0 0 0 0 1
e 0 1/4 1/2 —1/4 1/4 0 —1/4 0
es 0 0 1/4 1/4 1/4 1/4 1/2 0
es | =10 1/4 0 1/4 —1/4 —1/2 1/4 [e] 0
es 0 1/2 1/4 —1/4 —1/4 1/4 0 0
es 0 —1/4 1/4 0 —1/2 —1/4 —1/4 0
er 0 —1/4 —1/4 1/2 0 1/4 —1/4 0

Assim, tem-se:

€1
€2
€3
€4 =
€5

€6

|
e R e R e R R e

€7

Mais uma vez a representagao baricéntrica é o grafo linear, poise; =1 e e; =0

para i € {2,...,7}; assim, ha colisio dos pontos A;, B;, C; e Dy, para i € Z.
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A() A] A2 A3 A4 €, e,

B, B B, B; B, 1 1
el eZ
€,
o—<©0
1 1

Cy C, C,
Dg_g_ ; By Dlg ; B, ng ;Bz
Ao A A,

]

€

e,+e-e &+e+e

R

e,-e.- e+e-e, e,-e-

Figura 4.26: Em destaque amarelo, dois grafos 1-periddicos e seus quocientes. Em
azul, elementos que formam bases para os espacos ciclo e cociclo, em cada caso: no
primeiro, espaco ciclo com dimensao 2 e espaco cociclo com dimensao 1; no segundo,
espaco ciclo com dimensao 4 e espago cociclo com dimensao 3.
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Parte 11

Redes Nao Cristalograficas

60



Capitulo 5

Introduzindo Redes Nao

Cristalograficas

Uma rede é cristalografica se todos os seus automorfismos limitados sao translagoes
[20]. Este resultado indiretamente revela a mais fundamental propriedade de
uma rede nao cristalografica: apresentar automorfismos limitados diferentes de
translagoes. As luzes entao se voltam para as perguntas: como se pode descre-
ver um automorfismo limitado que nao é uma translacao? Como se pode descrever
o grupo completo de automorfismos limitados de uma rede NC? Como podem ser
construidas redes NC nao triviais? Agora serao observados exemplos de redes NC,
onde se podem destacar os automorfismos limitados diferentes de translacoes e co-
lecionar outras propriedades importantes.

Primeiramente, observe a Figura 5.1a: uma grade 1-periddico e seu grafo quo-
ciente. Em destaque, pode-se observar o automorfismo (Bj, (), que permuta os
vértices By e ) e deixa todos os demais fixos. E um automorfismo limitado, pois a
distancia entre B e C é limitada por 2, e nao é translacao. A existéncia deste auto-
morfismo qualifica a grade como NC. Analogamente, podem ser criados grafos com
periodicidade maior apresentando tais automorfismos, seguindo o mesmo raciocinio,
como pode ser observado na parte (b) da mesma figura. E uma rede NC 2-periddica
que apresenta o automorfismo limitado (Byy, Co) que ndo é uma translagao.

Identificar uma rede NC analisando somente seu grafo quociente, por outro lado,
pode ser uma tarefa dificil. Observe os quocientes que estao na Figura 5.1. Veja
que no quociente do grafo 1-periédico, o automorfismo (B, C') representa o automor-
fismo limitado que troca todos os vértices B; com os respectivos C;, © € Z. Neste
caso, ¢ facil identificar que a rede derivada é NC, pois tal automorfismo no grafo
quociente representa um automorfismo limitado da rede que nao é translacao. Nem
sempre, porém, ha representante para um automorfismo limitado que seja diferente
de translagao no grafo quociente. Neste mesmo exemplo nao hé representante para

o automorfismo (A;, By) do grafo 1-periédico, que troca apenas os vértices A; e
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Figura 5.1: Exemplos de automorfismos limitados diferentes de translagoes em redes
NC.

By, deixando todos os demais fixos. A situagao pode se complicar ainda mais: na
Figura 5.2, h4 uma rede NC cujo quociente nao fornece nenhuma informagao similar
sobre automorfismos limitados diferentes de translagoes, embora a rede derivada seja
NC.

Muitas vezes, para que sejam alcancados resultados sobre redes NC via grafos
quociente é essencial existir, para cada automorfismo « da rede, um automorfismo
auxiliar representante no seu grafo quociente. Isto ocorre exatamente quando «
comuta com todos os elementos do grupo de translacao que origina o grafo quoci-
ente. A explicacao para isto se da pelo fato de um reticulo do grafo quociente estar
definido para subgrupos normais, ou seja, quando o reticulo a direita e a esquerda
se equivalem: a7 = Ta. A trama se complica quando o ndo comuta com 7. Para
compreender este fato, seja (N, 7T) uma rede periédica com grupo de translagao T,
e seja B o grupo de todos os automorfismos limitados da rede (obviamente, 7 < B).
Em geral, um automorfismo limitado a de (IV, 7"), ndo contido em 7T, nao respeita os
vértice-reticulos e aresta-reticulos de (NN, 7). Isto implica que néo é possivel definir
uma agao consistente, induzida por «, no grafo quociente N/T. Por exemplo, serd
revisitado o grafo 1-periddico que foi observado no inicio do texto na Figura 5.3.
Na situagao (a), suponha oy = (B;, C;), o automorfismo limitado que troca A; com
B;, para todo 7 € Z. Neste caso, a; comuta com o grupo de translagoes. Na fi-
gura, supondo t = (X, X;13), observe que ta; = «a;t. Ja na situagao (b), supondo
ag = (By,C) (o automorfismo limitado que troca apenas A; com By, fixando todo
o0 resto), o que ocorre é tay # ast. Em (a), hd um representante de oy no grafo

quociente da rede, e na Figura 5.3 corresponde ao automorfismo (B,C) do grafo
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{CF}
10

o) o

{A,D} 10
{B,E}

Figura 5.2: Uma rede NC cujo grafo quociente nao apresenta automorfismos nao
triviais que preservam a voltagem de ciclos.

quociente. Em (b), ndo ha representante de ay no grafo quociente.

Isto s6 acontece porque hé automorfismos limitados em B que nao comutam com
todos os elementos de 7. Pode-se contornar esta dificuldade trabalhando-se com um
subgrupo especial S de T que comuta com «a: S deve entao pertencer ao centro de
B. Sera mostrado no Capitulo 6 que tal subgrupo de T de fato existe se B atua
livremente sobre a rede, e tem indice finito em 7T, o que é importante para gerar um
grafo quociente N/S finito.

Uma caracteristica ainda mais importante das redes NC ¢ a existéncia de blocos
finitos de imprimitividade para automorfismos limitados, que serao pecas funda-
mentais do Capitulo 7 e do Capitulo 8. Como ja foi introduzido no capitulo inicial,
uma particao do conjunto de vértices em subconjuntos, chamados blocos, ¢ dita um
sistema de imprimitividade para o grupo de automorfismos limitados B se B pre-
serva a parti¢ao, isto é, se qualquer f € B leva um bloco A num bloco f(A). A
Figura 5.4 destaca a existéncia de blocos finitos de imprimitividade para automor-
fismos limitados em varios exemplos de redes NC. Em (a) sao considerados vérios
grafos 1-periédicos. Em (b), os blocos da rede 2-periédica sao os conjuntos {B;;, C; }
e os conjuntos unitarios {A;; }, para todo ¢, 7 € Z. Em (c), os blocos sao os conjuntos
{Ai;, Bij, Ci;} e {Dj, Eij, Fi;}, para todo 4,5 € Z. Na verdade, redes NC sempre
admitem particao do conjunto de vértices em blocos finitos de imprimitividade para
automorfismos limitados. O objetivo deste trabalho é mostrar que representacoes
baricéntricas de redes NC apresentam sempre colisoes. Mas isto serd alcancado em

dois passos: primeiro, mostrando (Capitulo 7) que as representacoes baricéntricas
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G C, C

Figura 5.3: Em (a), o automorfismo limitado oy = (B;, C;) comuta com o grupo
de translagoes. Assim, possui o correspondente (B,C') no grafo quociente. Em
(b), o automorfismo local ay = (B, () claramente nao comuta com o grupo de
translagoes. Em (c), o grafo quociente.

das redes que admitem blocos finitos de imprimitividade sempre apresentam colisoes
de vértices, e em seguida (Capitulo 8) mostrando que toda rede NC admite sempre
particao do conjunto de vértices em blocos finitos de imprimitividade.

Se (N,T) é uma rede periddica, um sistema de imprimitividade para K é dito

periddico se T < K.
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Figura 5.4: Grafos 1-periédicos que admitem blocos finitos de imprimitividade para
automorfismos limitados. Os blocos aparecem destaque.
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Capitulo 6

Redes NC com grupos de
automorfismos limitados nao

abelianos que atuam livremente

Este capitulo foca na classe especial de redes NC com grupo de automorfis-
mos limitados nao abeliano que atua livremente. O objetivo deste capitulo
¢ mostrar que qualquer representacao baricéntrica de uma tal rede NC apresenta
colisao de vértices (Segao 6.1). Este é um dos grandes resultados do artigo ja pu-
blicado em Non-cristallographic nets with freely acting, non-abelian local
automorphism groups [7]. Um método geral é apresentado para derivar tais redes
a partir de redes cristalograficas e alguns exemplos sao explorados. Os grupos de
automorfismos limitados de tais redes sao descritos como o produto subdireto de
grupos de permutacao por grupos de translagoes (Se¢ao 6.2). Mostra-se que o grafo
de voltagem de tais redes nao necessariamente apresenta automorfismos nao triviais
que permutam ciclos de mesma voltagem. Um método direto para geracao de tais

redes é apresentado (Secao 6.3).

6.1 Principais Resultados

Como foi visto no capitulo anterior, pode-se contornar a dificuldade de nao haver
representantes em N/7 de um automorfismo « da rede ao se trabalhar com um
subgrupo especial S de 7 que comuta com «a: S deve entao pertencer ao centro de
B. Sera mostrado nesta secao que este subgrupo de 7T existe, e tem indice finito em

T, o que torna N/S um grafo finito.

Lema 6.1.1. Seja o um automorfismo limitado de uma rede periddica (N, T) e seja

t uma translacao de T. Entdo existe uma translacdao em <t > que comuta com c.
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qs qT 9y
N/T
%T %
N/S > N/B
953

Figura 6.1: Uma rede periddica IV, seus diferentes grafos quociente e suas projecoes.

Demonstragao. Denote por |a| a distancia maxima em N entre um vértice e sua
imagem por «, automorfismo limitado. Considere um vértice arbitrario V de N e o
conjunto de imagens {V,, = t"at"(V') : n € N}. Como ¢" é um automorfismo (pre-
serva distancias), entao d{V, V,,} = d{t"(V),t"(V,,)}. Mast"(V,,) = t"(t"at™(V)) =
at™(V). Com isso, tem-se que d{V, V,,} = d{t"(V'), at™(V)} < |a|. Assim, para todo
n, tem-se V,, contido na bola de centro V' e raio |a|. Como a rede é localmente fi-
nita, existe um numero finito de vértices nesta bola, e V,, = V,, para pelo menos
dois inteiros diferentes m e n. Isto implica t™"at™(V) = t "at™(V). Fazendo
p = m —n > 0 e multiplicando a esquerda por ", obtém-se at™(V) = tPat™ (V).
Definindo W = "(V), conclui-se entdao que at?(W) = tPa(W); isto implica
(tPa)tat? (W) = W, e como o tnico automorfismo limitado com um vértice fixo é

a identidade, conclui-se que (t?a) 'at? = e, o que implica que tPa = at?. O]

Veja um exemplo simples da aplicacao deste lema, onde se busca a descricao de
um subgrupo § < 7 de elementos que comutam com todos os elementos do grupo

de automorfismos limitados B:

Exemplo 6.1.1. Seja (N, T) uma rede periddica em que o grupo de translagoes T
¢ gerado por ty,ts, e 0 grupo de automorfismos limitados B € gerado pelos elementos
a,3,7v. Pelo Lema 6.1.1, sabe-se que existem p,q,r € N tais que ti’a = at,?,
196 = Bt19 e t;"y = yt1". Analogamente, existem x,y,z € N tais que ts"a = aty”,
Y0 = Bta¥ e ty®y = vyto®. Entdo pode-se concluir que o subgrupo S < T gerado por

t’{‘m{p’q”} e t;nmc{x’y’z} comuta com todos os elementos de B.

Observe, no entanto, que a construcao de S foi possivel devido ao fato de o
grupo dos automorfismos limitados ser finitamente gerado. Felizmente este é o caso
para a classe de redes com grupo de automorfismos limitados nao abeliano que atua

livremente, e é o que se demonstra no préximo teorema.
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Teorema 6.1.1. Se o grupo de automorfismos limitados B de uma rede periddica
(N, T) atua livremente na rede, entao B € finitamente gerado e seu centro contém

um subgrupo S < T de indice finito em T .

Demonstracao. Como B e T atuam livremente na rede, é possivel definir os grafos
quociente Gy = N/T e Gy = N/B, bem como suas fungoes quociente respectivas
qr € qs (veja Figura 6.1). Veja que Gg ¢é finito, uma vez que 7 < B. Sejam A e T as
atribuicoes de voltagem para Gz e G+ em B e T respectivamente, de modo que os
grafos derivados Gy e G7- sao isomorfos a N. Que B é finitamente gerado ¢ imediato,
ja que N é conexa e as voltagens de G formam um conjunto de geradores. Como B
e 7T sao finitamente gerados, pode-se aplicar o lema anterior a todo par de geradores
(a,t) € B x T e consequentemente encontrar um subgrupo & < 7 de indice finito
em T que comuta com qualquer automorfismo limitado de N, e com isso pertence

ao centro de B. OJ

Note que N/S é um grafo finito, pois S tem indice finito em 7. Como S é
um subgrupo de T, deve-se considerar daqui em diante que N/S possui voltagens
em 7. A Figura 6.1 desdobra todo o conjunto de relagoes entre a rede e seus trés
quocientes, ou seja, a projecao regular gs da rede para o seu quociente N/S e as
projecoes 015, Osp € Os1. Por exemplo, define-se 675, a projecao de G+ a G, por
Orslgr(x)] = gs(x), para z € N. Com estas definigdes, o diagrama mostrado na
Figura 6.1 é comutativo.

Agora pode-se demonstrar o resultado que foi antecipado no inicio deste capitulo.

Corolario 6.1.1. Se o grupo de automorfismos limitados B de uma rede periddica
(N, T) € nao abeliano e atua livremente na rede, entdo a representagdo baricéntrica

da rede possui colisoes de vértices.

Demonstracao. De acordo com [5], um automorfismo limitado ¢ € B é um auto-
morfismo periddico da rede periddica (N, S) se comuta com qualquer translacao de
S. Assim, seguindo o Corolario 9 desta referéncia, ¢ atua como uma translagdo na
representacao baricéntrica de (N, S). Mas claramente, para uma origem e uma base
fixadas, (N, S) e (N, T) admitem a mesma representagao baricéntrica [4]. Se B é nao
abeliano, podem ser encontrados dois automorfismos limitados ¢ e 1) e um vértice U
na rede tais que ey (U) # 1p(U). Entretanto, ¢ e ¢ atuam como translagoes (comu-
tando) na representacao baricéntrica da rede, de modo que os dois vértices @y (U)
e Yp(U) sao representados pelo mesmo ponto Euclideano. Em outras palavras, a

representacao baricéntrica da rede apresenta colisoes de vértices. O

Assim é garantida a existéncia de colisdes no caso em que uma rede peridédica

admite um grupo de automorfismos limitados nao abeliano que atua livremente.
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6.2 Geracao de redes NC

Esta secao descreve um procedimento para a geragao de redes nao cristalograficas
com grupos de automorfismos nao abelianos que atuam livremente. A principal
ideia é a construcao do grafo de voltagem N/S que foi definido na tltima segao.
Uma vez que qualquer automorfismo ¢ € B comuta com S, ele preserva vértice-
reticulos e aresta-reticulos por &, bem como relagoes de incidéncia entre os mesmos;
consequentemente ele induz um automorfismo de N/S.

Como ¢ é automorfismo limitado de N, o automorfismo induzido de N/S leva
ciclos em ciclos de mesma voltagem [20]. O grupo #H destes automorfismos deve
também atuar livremente em N/S e ser nao abeliano. E claro a partir da Figura 6.1
que o quociente de N/S por H é isomorfo ao quociente N/B. Isto significa que
pode-se derivar N/S a partir de N/B através de uma atribuicdo de voltagem em
‘H. Entao o procedimento comecga com um grafo finito P ao qual atribuem-se como
voltagens os elementos de um conjunto de geradores de um grupo finito nao abeliano
H. Sabe-se entdo que H atua livremente no grafo derivado D [28]. Resta agora
atribuir as voltagens em Z" a D de maneira que ciclos que estao na mesma orbita
por H possuam a mesma voltagem. Uma rede periédica N é entao derivada, e ela
admite um grupo de automorfismos limitados nao trivial B.

A proxima subsecao detalha cada passo da construcao aplicada a um exemplo
simples. Sao apresentados alguns detalhes das propriedades da rede e de seu grupo
de automorfismos limitados B. Sera determinado seu grupo de translagao maximal
T, bem como o correspondente grafo de voltagem N/7. O quociente N/B sera
encontrado, e ele serd descrito como grafo de voltagem com atribuigoes em B, além

de ser analisada a sua relagao com a representacao baricéntrica da rede.

6.2.1 By com voltagens (1,2) e (1,2,3) em &3

O caso mais simples possivel vai ser considerado, quando o grafo base P é o buquée
By, cujos lagos possuem como voltagens a transposicao (1,2) e a permutacao ciclica
(1,2,3), tomados como geradores de S3 (o grupo de permutagoes de trés elementos
no conjunto {1,2,3}). Para simplificacao, utiliza-se 12 e 123 ao invés da notagao
ciclica completa (1,2) e (1,2, 3), respectivamente.

O grafo base e seu grafo derivado D sao mostrados na parte (a) da Figura 6.2,
onde os rétulos dos vértices e das arestas de D foram obtidos de acordo com o que foi
visto na Capitulo 4, segundo o procedimento base-derivado. O grupo de voltagem
tem ordem seis e o grafo base contém um vértice e duas arestas; consequentemente
o grafo derivado contém 6 x 1 = 6 vértices e 6 x 2 = 12 arestas [28]. Assim como
no grafo base, cada vértice U, do grafo derivado ¢ a origem de duas arestas a, e b,

para p € S3 (e o vértice final de duas arestas). Por exemplo, a aresta ajs vai do
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(b) 4

10(11) 00(4) 01(2) 10(1)
D

10(3)

10(5)

00(6)

00(10) 01(8)

a b

Figura 6.2: Em (a), o grafo base P e o grafo derivado D. Em (b), o grafo D com
voltagens em Z2. Os rétulos das arestas sao dados entre parénteses.

vértice Uy até o vértice Uja 12 = U, e a aresta bjs vai do vértice Uy até o vértice
Ui2.123 = Usz (permutagdes num produto sao aplicadas da direita para a esquerda).

Sabe-se que o grupo de voltagem S3 atua livremente no grafo derivado D [28].
Para evitar confusdo, serd chamado de H o subgrupo de Aut(D) que é isomorfo a
Ss. Denota-se por ¢, o automorfismo de D em correspondéncia com p € Ss. A agao
dos dois geradores ¢15 € ¢103 de H é dada pelas seguintes permutacoes dos elementos

x, (vértices ou arestas) de D:

P12 = (QTe, $12)(9613;$132)($123, 9023),
G123 = ($e,$123,9€132)($13, ZU23,~’B12)-

(E importante lembrar-se da acao a esquerda da voltagem que foi vista durante
o Capitulo 4. Por exemplo: ¢12(713) = 1213 = T132.)

Agora procuram-se possiveis voltagens em D de maneira a gerar, utilizando-se D
como grafo base, uma rede periédica derivada N. Estas voltagens sao escolhidas num
grupo de translacao de uma tal maneira que todo automorfismo de H envia ciclos
em ciclos de mesma voltagem. Como D possui nimero ciclomético 7, podem ser
escolhidos 7 ciclos independentes para uma base do espaco ciclo, conforme destacados
em cores na Figura 6.3, os trés 2-ciclos (vermelhos), o 3-ciclo interno (verde) e os trés
4-ciclos (azul, preto e amarelo), todos com orientacao no sentido horario. Pode-se
acompanhar o efeito da acao dos geradores ¢15 e @123 sobre os ciclos citados com
a Figura 6.4. E claro que os tres 2-ciclos sao equivalentes por H e assim devem

possuir a mesma voltagem, o que também acontece no caso dos trés 4-ciclos. Os
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Figura 6.3: Os 7 ciclos independentes que serao utilizados como base para o espaco
ciclo.

G+ S+S ),,@@ @@@
BB S-S
o\ N\

Sh B &S

Figura 6.4: Algumas imagens de ciclos por agoes de ¢12 € ¢123. Estes exemplos ja
foram vistos na Figura 4.15.

3-ciclos internos e externos sao também trocados por ¢i5, mas com a inversao de
sua orientac@o. Sera chamada de «(C),) a voltagem sobre o n-ciclo (n = 2,3,4) na
base do espago ciclo; a voltagem sobre o 3-ciclo externo deve ser entdao —a(C3). Por
outro lado, o 3-ciclo externo é a soma de todos os ciclos da base, o que fornece a

seguinte relacao entre as voltagens:

3@(02) + 30[(04) + 06(03) = —Oé(Cg).

Devido a existéncia desta relagao, a periodicidade da rede derivada sera no

maximo 2. Esta equagao pode ser parametrizada como

O[(Cg) = =3t
a(Cy) +a(Cy) = 2t

Uma possivel atribui¢ao de voltagem, correspondendo a ¢t = 10 e a(Csy) = 01, é
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Figura 6.5: Uma representacao da rede N derivada de D. Esta representacao é
muito confusa, uma melhor representacao esta na Figura 6.6.

mostrada na parte (b) da Figura 6.2. Na realidade, qualquer outra atribuigao tal que
a(Cy) e a(Cy) sao linearmente independentes gera uma rede 2-periédica isomorfa.
Devido ao grande nuimero de cruzamentos de arestas, representacoes de redes
NC podem ser muito confusas. Veja na Figura 6.5 uma representacao da rede 2-
peridédica N derivada de D, onde sequer se consegue enxergar a periodicidade. Mas
pode-se construir a representacao de N que é vista na Figura 6.6, que foi desenhada
como uma distor¢ao de uma representacao baricéntrica da rede; pode-se chamar
de pseudo-baricéentrica tal representacao. Nela, alguns vértices sao separados em
blocos por circulos. Usando para as arestas os rétulos que sdo vistos na parte (b) da
Figura 6.2, sete ciclos foram escolhidos para formar a base do espago ciclo: (1,8,5,4),
(2,3,10,11), (2,4), (6,8), (10,12), (3,9,5) e (1,7,11). Cinco cociclos foram escolhidos
para formar a base do espago cociclo: (1,2-4,-11), (7,8-1,-6), (11,12,-7,-10), (3,4,-
2,-5) and (5,6,-8,-9). As matrizes associadas a base ciclo-cociclo K, e as linhas em

qualquer representagao baricéntrica sdo respectivamente (a notacao 1 significa —1):
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Figura 6.6: Uma representacao da rede NC derivada do grafo de voltagem dado na
Figura 6.2. Os vértices que colidem nas representacoes baricéntricas foram segrega-
dos no interior de circulos negros e formam duas classes: {4, B,C} e {D, E, F}.
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Como era esperado, as doze arestas do grafo quociente D sao representadas por
apenas dois vetores no R?: as arestas com rétulos fmpares, pré-imagens da aresta
b do grafo base P, sao representadas por (1,0) e as arestas com rétulos pares, pré-
imagens da aresta a de P, sao representadas por (0,1/2).

A representacao de algumas arestas da rede como vetores do subgrafo fundamen-
tal implica a ocorréncia de colisoes. Por exemplo, o vértice A;; ¢ ligado ao B, 44 ; por
uma aresta representada pelo vetor 10, o que significa que os pontos representativos
satisfazem a p(Bi+1;) = p(Ai;) + (10) = p(A;41 ;). Esta observagao se estende a
todo par de vértices ligados por arestas que pertencem a pré-imagem da aresta b no

grafo base P, de onde se obtém uma colisao de todos os vértices na rede por triplas:

{ p(4ij) = p(Byy) = p(Ciy) = p(Aw) + (i.4) = (i.5)
p(Dij) = p(Eij) = p(Fy) = p(Doo) + (i, ) = (1,5 — 1/2)

Observe que a representacao baricéntrica da rede é a mesma da rede quadrada.
Isto pode ser visto na Figura 6.6 depois de colapsar os trés vértices que estao no
interior de cada circulo negro em vértices unicos e substituir as multiplas arestas
geradas por arestas simples.

Busca-se agora uma descricao completa do grupo de automorfismos limitados
B da rede. A primeira motivacao é checar se B atua livremente sobre a rede, de
modo a validar a construcao. Mas também é importante determinar um subgrupo de
translagao maximal 7 > S e analisar os automorfismos do respectivo grafo quociente
N/T.

Por construcao, sabe-se que H atua livremente e vértice-transitivamente sobre
N/S. Como H também preserva as voltagens sobre os ciclos de N/S, pode-se
derivar ao menos um automorfismo levando o vértice Agy a um vértice arbitrario

X (X =A,B, ..., F) darede e respeitando os vértice-reticulos por S.
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Observe agora que entre todos os ciclos em N/S, os 2-ciclos com voltagem 01 e
os 3-ciclos com voltagem 30 possuem o menor comprimento reduzido. Consequen-
temente, suas pré-imagens em N sao geodésicas fortes. Através de qualquer vértice
da rede passa exatamente uma geodésica forte paralela a 10 e exatamente uma pa-
ralela a 01. Mais ainda, a rede inteira estda conectada através destas geodésicas:
cada aresta de N pertence a uma geodésica das duas familias. Tais propriedades
permitiram representar as duas familias de geodésicas por retas verticais e hori-
zontais desenhadas com cores diferentes de maneira a distinguir as que se cruzam.
Como automorfismos limitados levam geodésicas fortes em geodésicas fortes parale-
las (veja em [29]), segue entao que existe um unico automorfismo levando Ay em
Xij, X € {A,B,C,D,E,F}, e com isso B atua livremente sobre N.

Sejam « e [ os automorfismos limitados levantados de ¢15 e @123 que enviam Agg
a seus primeiros vizinhos Dy, e By, respectivamente. Com a ajuda da Figura 6.6,

a definicao dos dois automorfismos pode ser completada como se segue:

Aij = Dij — Aijn
i Bij = Fijo— Bijn
Cij = Eij1 = Cijn

3 { Aij = Biy1; = Ciyay — Aigs

' Dij = Fiy1j = Eitoj = Dissj
Os resultados anteriores mostraram que B atua livremente e vértice-
transitivamente sobre a rede. Consequentemente, o grafo quociente N/B é bem
definido e isomorfo ao buqué B,. Obviamente, o e [ devem ser escolhidos como
voltagens em N/B dos lagos a e b, respectivamente (veja a Figura 6.2). Como
consequéncia, o e  sao dois geradores de B. Vale a pena notar que os dois au-
tomorfismos « e f atuam como translagoes ao longo de 01 e 10, respectivamente,

sobre a representacao baricéntrica da rede (Figura 6.6).

O fato de que todo automorfismo em B estd unicamente associado com (i) um
automorfismo em # e (ii) uma translagao da representagao baricéntrica sugere inserir

B no produto direto S3 x Z? usando a seguinte correspondéncia:

¢

Aij — (€3 (4,29))

Bi; — (123; (4, 25))

Ci; — (132;(4,25))

Dy — (12;(i,2) — 1))

By — (23; (1,25 — 1))
| Fii = (13: (1,27 — 1))

Ao lado esquerdo, os vértices X;; (X = A, B, ..., F)) em N foram rotulados como
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derivados de N/S com voltagens em Z2. Ao lado direito aparece o par (p;t) € S3xZ2,
onde ¢, € H leva A em X et € Z? é a translagao que leva p(Ay) em p(X;)
na representagao baricéntrica. Obtém-se a desejada insercao observando que cada
vértice da rede pode ser derivado diretamente de B, com voltagens em B, e rotulado
U, com indice simples ¢ € B, o que ¢ dado a esquerda da correspondéncia. Em
particular, o grupo de translacio S de N é o subgrupo {(e; (i,25)) : (i,7) € Z*}.

Como de costume, a operacao de grupo em Sz x Z? é definida por

(p1;t1)(pa2; ta) = (p1pa; t1 + ta).

o que ¢ consistente com a acao de B sobre a rede dada por pU,, = U (as

P12
duas componentes p e t de ¢ = (p,t) atuam separadamente sobre N/S e sobre
a representacao baricéntrica de N, respectivamente). O grupo B é claramente um
subgrupo nao trivial de S x Z2. Ele é na verdade o produto subdireto (ver Segio 2.3)

de Sz e Z2. Os dois geradores de B podem ser identificados como

a=(12;(0,1)); B =(123;(1,0)).

Agora buscam-se extensoes maximais de S, ou seja, grupos de translacao maxi-
mais da rede. E facil ver que « estende §, levando a um subgrupo abeliano livre
T de B. Adicionando a S qualquer outro automorfismo com uma transposicao
12, 13 ou 23 como primeira coordenada também funcionaria. Por outro lado, per-
mutacoes ciclicas de ordem 3 nao podem ser utilizadas. Adiciona-se, por exemplo,
[123; (i,25)] a S; assim, a extensao também conteria [123; (0,0)], que verifica ¢® = e,
e com isso nao é um grupo livre (ver Defini¢ao 2.1.23). Isto significa que 7 nao pode
ser estendido por outro automorfismo com uma transposi¢ao 13 ou 23 na primeira
coordenada, ja que também conteria a permutacao 123 como primeira coordenada.
Entao, ha exatamente trés extensoes isomorficas maximais de S.

A Figura 6.7 mostra o grafo quociente N/7T, que é obtido de N/S da seguinte
forma: determina-se a classe de vértices equivalentes por ¢15. Por exemplo, nesta
figura, B e F sao equivalentes por ¢15. As classes das arestas orientadas sao obtidas
similarmente. Isto cria uma projegdo natural g2 de N/S em N/T, ainda sem
voltagens. As voltagens das arestas de N/7T sao obtidas a partir das voltagens de
N/S de tal forma que a voltagem de um ciclo de N/T é k sempre que a voltagem da
pré-imagem deste ciclo em S for k. Isto pode ser facilmente alcangado partindo-se
de uma arvore geradora do grafo orientado das classes de vértices e arestas por ¢ys.
Cada aresta r adicionada a esta drvore cria um ciclo o, de N/T, e a voltagem desta
aresta deve ser a voltagem da pré-imagem de «,. em N/S via ¢2.

Antes de deixar esta subsecao, salienta-se que embora a rede derivada nao seja

cristalografica, ndo ha automorfismos nao triviais de N/T que preserva a voltagem
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Figura 6.7: O quociente N/T da rede representada na Figura 6.6, com vértice-
érbitas [A] = {A, D}, [B] = {B,E} e [C] = {C, F}. Note que o vetor translacao
ao longo de 01 em 7 é a metade do mesmo em §, na mesma diregao. Vetores de
translacoes ao longo de 10 sao iguais em ambos os grupos.

dos ciclos.

6.2.2 B, com voltagens (1,2) e (1,3) em S;

Suponha agora que o grafo base seja o grafo By com voltagens 12 e 13. O grafo
derivado D esta descrito na parte (a) da Figura 6.8.
Usando as mesmas notacoes da secao anterior, a agao dos dois geradores ¢i5 €

¢13 de H é dada pelas seguintes permutagoes dos elementos x, (vértices ou arestas)
de D.

P12 = (xe, $12)($137 $132)(9€123, 5523);
¢13 = (ﬁe, $13)($12, $123)($132, I23)-

Argumentando como acima, pode-se observar que hd uma tunica rede 2-
dimensional, a menos de isomorfismo, admitindo D como seu grafo quociente e
tal que a agado de ¢ € ¢13 envia ciclos em ciclos de mesma voltagem (as imagens de
alguns ciclos podem ser vistas na Figura 6.9). O grafo de voltagem correspondente
¢ mostrado na parte (b) da Figura 6.8 e a rede derivada na Figura 6.10.

Novamente como no exemplo anterior, buscam-se possiveis voltagens em D de
maneira a gerar uma rede periédica derivada N. Como D possui ntimero ciclomatico
7, sao escolhidos 7 ciclos independentes para uma base do espaco ciclo, conforme
destacados em cores na Figura 6.11: os seis 2-ciclos (verdes e vermelhos) e o 6-ciclo
interno (amarelo), todos com orientagdo no sentido horario. Pode-se acompanhar
o efeito da agao dos geradores ¢15 e @123 sobre os ciclos citados com a Figura 6.9.
E claro que os trés 2-ciclos verdes sao equivalentes por H, e que os trés 2-ciclos
vermelhos também sao equivalentes por H; devem, entao, possuir a mesma voltagem.
Os 6-ciclos internos e externos sao também trocados por H, mas com a inversao de

sua orientacao. Sera chamada de a(Cp) a voltagem sobre um 2-ciclo vermelho, de
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Figura 6.8: Em (a), o grafo base P e o grafo derivado D. Em (b), o grafo D com
voltagens em Z2. Os rétulos das arestas sao dados em parénteses.

a(Cg) a voltagem sobre um 2-ciclo verde, e C a voltagem sobre o 6-ciclo interno; a
voltagem sobre o 6-ciclo externo deve ser entdo —a(Cy). O 6-ciclo externo é a soma

de todos os ciclos da base, o que fornece a seguinte relacao entre as voltagens:

30&(0}3) + 30&(0@) + Oé(C[) = —Oé(C[).

A periodicidade da rede derivada sera no maximo 2. Esta equacao pode ser

parametrizada como

Oé(C]) = -3t
Oé(Cv)—l-Oé(Cg) = 2t

Uma possivel atribui¢ao de voltagem, correspondendo a t = 11 e a(Cg) = 01, é
mostrada na parte (b) da Figura 6.8. Novamente, pode-se verificar que as doze ares-
tas de N/S sao representadas por apenas dois vetores na representacao baricéntrica:
as arestas 1, 2, 5, 6, 9, 10 por (1,1/2) e as arestas 3, 4, 7, 8, 11, 12 por (0,1/2) (veja
a Figura 6.8 para identificar os rétulos das arestas). Resulta que os trés vértice-
reticulos A, C' e E colidem, bem como os trés vértice-reticulos B, D e F'. De novo,
a representacao baricéntrica da rede N é a mesma da rede quadrada, como se pode
ver na Figura 6.10 depois de colidir os vértices que estao no interior dos circulos
negros.

As diferentes coordenadas sdo como se segue:
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Figura 6.9: Imagens de ciclos pela a¢do de 12 em (a) e pela a¢do de 13 em (b). Em
(c) vé-se que a imagem do ciclo externo é o ciclo interno, e vice-versa, tanto pela
acao de 12 quanto pela agao de 13.
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Figura 6.10: Uma representacao pseudo-baricéntrica da rede NC derivada do grafo
de voltagem dado na Figura 6.8. Os vértices que colidem nas representagoes ba-
ricéntricas da rede foram segregados no interior de circulos negros e formam duas

classes: {A,C,E} e {B,D, F}.
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Figura 6.11: Os 7 ciclos independentes que serao utilizados como base para o espaco
ciclo.
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Figura 6.12: O quociente N/T, com vértice-6rbitas [A] = {A, B}, [C] = {C,F} e
[D] = {D, E}. Note que o vetor translacdo ao longo de 01 em 7 ¢é a metade do

mesmo em S, na mesma diregao. Vetores de translagoes ao longo de 10 sao iguais
em ambos 0s grupos.

p(Bij) = p(Dij) = p(Fij) = p(Foo) + (4,7) = (i, 5 + 1/2)

A pré-imagem de qualquer 2-ciclo do grafo quociente N/S é novamente uma

{ p(Aij) = P(Oz‘j) = p(Ez'j> = p(Aoo) + (i,5) = (4, 7)

geodésica forte e, como acima, pode-se ver que o grupo de automorfismos limitados
B atua livremente e transitivamente sobre a rede. Assim, o grafo quociente N/B é
mais uma vez isomorfo ao buqué B, e apenas dois geradores sao necessarios. Também

se pode inserir B no produto direto S x Z? com a seguinte correspondéncia:

(

Ay
B
C

— (€3 (4, 25))

— (12 (4,27 + 1))
ij = (132;(i,25))
Dij — (23;(i,2j + 1))
Eij — (123; (i, 2j))

Fij = (13; (6,27 + 1))

\

Os dois geradores de B podem agora ser identificados como:

a=(12;(L,1); 8= (13;(0,1)).

O grupo de translagao S de N é o mesmo subgrupo {(e; (4,27)) : (i,j) € Z*}.
Novamente, trés extensoes isomérficas de S sao possiveis ao se adicionar qualquer
automorfismo com uma transposi¢ao como primeira coordenada. O grafo quoci-
ente é mostrado na Figura 6.12, onde fica evidente que nao ha automorfismos que
preservam as voltagens de ciclos em N/T.

As duas redes representadas nas Figura 6.6 e Figura 6.10 parecem ter tantas
similaridades que ¢ legitimo perguntar se sao isomorfas. Elas nao sao, como mostra
a analise de pares ligados de geodésicas fortes. Considere duas geodésicas paralelas
-A-B-C- e -D-E-F- na primeira rede, desenhadas como retas amarelas na Figura 6.6.
Elas sao ligadas apenas pelas arestas AD, ou seja: o subgrafo induzido (infinito) é
uma escada como dois vértices de grau 2 entre dois degraus. Nao ha tal subgrafo na

segunda rede, onde cada par de geodésicas fortes ligadas mostra um vértice de grau
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Figura 6.13: Duas redes NC nao isomorfas. Observe que o subgrafo infinito verde
destacado de uma nao existe na outra.

2 alternando com um degrau. Note que o argumento direto sobre a rede é preferivel,
em detrimento do argumento baseado nos grafos quociente, uma vez que a escada
na primeira rede se projeta no subgrafo do grafo quociente na Figura 6.2 contendo
os dois 3-ciclos e a aresta AD com rétulo 4. Pares ligados de geodésicas na segunda

rede se projetam em 2-ciclos ligados por uma tnica aresta.

6.2.3 KQ(?’) com voltagens e, (1,2) e (1,3) em S;

O buqué com dois lagos é um caso muito particular. Menos trivial é o exemplo do
grafo K2(3) com voltagens 12 e 13 em S3. O grafo derivado D é mostrado na parte
(a) da Figura 6.14; na parte (b), uma escolha de atribui¢ao de voltagem.

A acao dos dois geradores ¢15 e ¢13 de H, assim como na secao anterior, é dada

pelas seguintes permutacoes dos elementos z,, (vértices ou arestas) de D.

P12 = (iUe, 5612)(5513,53132)(33123, 55'23);
P13 = (xe; $13)($12,$123)($132, $23>-

H&a uma tnica rede 2-dimensional, a menos de isomorfismo, admitindo D como
seu grafo quociente e tal que a agdo de ¢ e ¢13 envia ciclos em ciclos de mesma
voltagem (as imagens de alguns ciclos podem ser vistas na Figura 6.15).

Como D possui numero ciclomatico 7, sao escolhidos 7 ciclos independentes para

uma base do espaco ciclo, conforme destacados em cores na Figura 6.11, os seis
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Figura 6.14: Em (a), o grafo base P e o grafo derivado D. Em (b), o grafo D com
voltagens em Z2.

4-ciclos (azuis e vermelhos) e o 6-ciclo interno (amarelo), todos com orientagao no
sentido horario. Pode-se acompanhar o efeito da acao dos geradores ¢15 € ¢13 sobre
tais ciclos com a Figura 6.15. Os trés 4-ciclos azuis sao equivalentes por H, e os
trés 4-ciclos vermelhos também sao equivalentes por H, e entao possuem a mesma
voltagem. Os 6-ciclos internos e externos sao também trocados por H, mas com a
inversao de sua orientagdo. Serd chamada de a(Cg) a voltagem sobre um 4-ciclo
vermelho, de a(Cg) a voltagem sobre um 4-ciclo azul, e C a voltagem sobre o 6-
ciclo interno; a voltagem sobre o 6-ciclo externo deve ser entdo —a(Cy). O 6-ciclo
externo é a soma de todos os ciclos da base, o que fornece a seguinte relagao entre

as voltagens:

SQ(CR) + 306(CA) + Oé(C]) = —Oé(C[).

A periodicidade da rede derivada sera no maximo 2. Esta equacao pode ser

parametrizada como

Oé(C[) = -3t
a(Cv>+Ot<CA) = 2t

Uma possivel atribui¢ao de voltagem, correspondendo a t = 11 e a(Cp) = 01, é

mostrada na parte (b) da Figura 6.14.
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(a)/(> (b)

(c)

Figura 6.15: Imagens de ciclos pela agao de 12 em (a) e pela agao de 13 em (b). Em
(c) pode-se ver que a imagem do ciclo externo é o ciclo interno, e vice-versa, tanto
pela agao de 12 quanto pela acao de 13.

Figura 6.16: Os 7 ciclos independentes que serao utilizados como base para o espago
ciclo.

84



Figura 6.17: O quociente N/T, com vértice érbitas [A] = {A,J}, [B] = {B, K},
[C] = {C,L}, [D] = {D,G}, [E] = {H,E} e [I]| = {I,F}. Note que o vetor
translacao ao longo de 01 em 7 é a metade daquele de S na mesma direcao; os
vetores translacao ao longo de 10 sao iguais em ambos os grupos.

A representacao pseudo-baricéntrica da rede derivada é desenhada na Fi-
gura 6.18. A representacao baricéntrica de N é a mesma da rede hexagonal, como

era esperado. Pode-se inserir B no produto direto S; x Z? com a seguinte corres-

pondéncia:
( Ay — (132;(i,27))
Cij — (123; (4, 27))
Eij — (e;(i,27))
Hi; — (125 (4,25 — 1))
Jii — (135 (4,25 — 1))
| Ly — (23 (6,25 — 1))

Os dois geradores de B podem ser agora identificados como:

= (12;(1,1)); B =(13;(0,1)).

O grupo de translagao S de N é o subgrupo {(e; (4,27)) : (i,j) € Z*}. Novamente,
trés extensoes isomorficas de S sao possiveis ao se adicionar qualquer automorfismo
com uma transposi¢ao como primeira coordenada. O grafo de voltagem é mostrado
na Figura 6.17, onde se vé claramente que nao hd automorfismos que preservam a
voltagem dos ciclos em N/T.

Curiosamente, a rede que pode ser derivada de K2(3) com voltagens 12, e e 123
em S3 é isomorfa a rede que acabou de ser descrita. De fato, o grafo derivado finito
D ja é isomorfo ao descrito na Figura 6.14, o que pode ser percebido a seguir. Serao
utilizados os mesmos simbolos para os elementos de K§3) com ambas as atribuicoes
de voltagens, apenas adicionando apédstrofes para o grafo com voltagens 12 e 123.
Pode ser observado que a multiplicacao a direita por 12 das voltagens 12, e e 13 da
primeira atribuicao de voltagens leva as voltagens e, 12 e 123 da segunda atribuicao,
com troca de voltagens das primeiras duas arestas. Isto sugere definir uma aplicagao

0 entre os respectivos grafos como a seguir:
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/
ap, — b,

U, — U,
0 : P b bpb—>a;7
Vp >Vp.12 /
Cp’—>0p

E possivel verificar que 6 é um homomorfismo de grafos, o que fica evidente na
Figura 6.19.

6.3 Geracao direta de redes nao cristalograficas

O procedimento usado acima para a indexacao dos elementos do grupo B de auto-
morfismos limitados que atua livremente pode ser estendido para a geracao direta de
redes NC n-periddicas. Suponha que ¢ seja um automorfismo de B levando o vértice
Ay, escolhido como origem, ao vértice By; ¢ pode ser escrito como (p,t) € H X Z™,
onde p é a permutacao de H levando o vértice A ao vértice B em N/S, et é a
translagao levando p(Ap) a p(Bs) na representacdo baricéntrica da rede. Veja a
Figura 6.20. Imediatamente é possivel verificar que a aplicacao ¢ — (p,t) é um
monomorfismo (homomorfismo injetivo de grupos).

Sera demonstrado que, por outro lado, é possivel derivar diretamente uma rede
nao cristalografica N ao se atribuirem voltagens (h;, ;) (i € I) de H xXZ™ as cordas de
uma arvore geradora num grafo finito P. De [28], sabe-se que o grupo G gerado pelos
pares (h;,t;) atua livremente sobre o grafo derivado infinito (atribuindo voltagens
as cordas de P garante que o grupo ¢, e nao um subgrupo, atua sobre o grafo
derivado). Se (i) todos os vértices possuem grau pelo menos 3 (o grafo derivado
é pelo menos 3-regular) em P, (ii) diferentes voltagens sdo atribuidas as arestas
em arestas multiplas (o grafo derivado nao possui arestas miltiplas) e os lagos nao
possuem voltagem nula (nao hé lagos na rede derivada), entao o grafo derivado é
uma rede. Agora serd demonstrado que esta rede é uma rede peridédica e que G é

um subgrupo do grupo de automorfismos limitados B desta rede.

Proposicao 6.3.1. Considere um grafo finito P como acima, com atribuicao de
voltagem no produto direto H x Z"™, onde H é qualquer grupo finito nao abeliano.
Entao, o grafo derivado € uma rede NC n-periddica na qual o grupo nao abeliano
G, gerado pelas voltagens, atua livremente. Em geral, G € um subgrupo do grupo de

automorfismos limitados da rede derivada.

Demonstragao. A todo relator r = [], hg,” de H com 6, € I e ¢, € {—1,1} (ver
Definicao 2.1.22), serd associada a translacdo s(r) = ), exty,. Seja S o subgrupo

de Z" gerado pelas translagoes s(r). Por construgao, tem-se:

H(hek’ t0k>€k = (67 S(T))v

k
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ntrica da rede NC derivada do grafo

Figura 6.14. Os vértices que colidem na r
de circu

. {A,C,EY, {B,D,F}, {G,I,K}, e {H, J,L}.

interior
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Figura 6.19: Pode-se observar que os grafos derivados de Kég com voltagens 12, e

el3de K2(3) com voltagens 12, e e 123 sao isomorfos.

de modo que S pode ser identificado com um subgrupo do grupo de translagoes
da rede. Claramente, S estd contido no centro de G. Como H ¢é um grupo finito,
todo elemento h; tem ordem finita; entao S tem indice finito em G, mostrando que
a rede derivada é uma rede periédica. Por outro lado, da mesma forma que G atua
livremente sobre a rede derivada [28], o quociente N/S também pode ser gerado
a partir de P ao se considerarem como voltagens as primeiras coordenadas h;, ao
invés dos pares (h;,t;) (pois N/S é o grafo derivado de P com voltagens formando
um conjunto gerador de G/S). Voltagens em S para as arestas de N/S podem ser
obtidas ao se levantarem os passeios fechados com voltagem r em P: eles fornecem
ciclos de N/S com voltagem s(r). Devido ao fato de um automorfismo (h,t) € G
comutar com S, ele estd associado a um automorfismo de N/S: este automorfismo
é dado pela acao da primeira coordenada h sobre este grafo. Como N/S é derivado
de P com voltagens em H, qualquer ciclo de N/S e sua imagem por h projetam-se
sobre o mesmo passeio fechado em P, e com isso possuem a mesma voltagem em
S. Isto mostra que (h,t) é um automorfismo limitado de N. Se h tem ordem w em
H, tem-se (h,t)" = (e,wt) = (e, s) € S; assim, (h,t) atua como translacao t = s/w

sobre a representacao baricéntrica da rede. O

Exemplo 6.3.1. Pode-se utilizar novamente o exemplo da rede (N, T) estudado na

Subse¢ao 6.2.1 como aplicacdo da Proposicao 6.3.1. De forma complementar, pode
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(a)

J(,00)
(123,00
o (132,00)

J(e.10)
o(123,10)
o (132,70

$(.20)
o(123,20)
o(132,20)

(12,01)

J(12,01)
0(23,01)
(13,01

J12,11)
o(23,17)
o(13,77)
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0(23,21)
o (132D
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U
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(b)
(e,07)
* o(123,01) 132 23
o(132,61) £
[ ]
(
C.
Je1l)
o(123,11)
o(132:+1)
(c) °
00
§(e21) .
o(123,27) 10
o(132:21)
o
20
(123,10)

01
)
11

°
21

01

°
11

°
21

Figura 6.20: Todo automorfismo em B estd unicamente associado com um automor-
fismo em H e uma translacao da representacao baricéntrica. Isto sugere inserir B no
produto direto S3 x Z? usando a correspondéncia da Secao 6.2.1 quando se parte do
buqué By com voltagens (12,01) e (123,10) como grafo base, como pode ser visto
em (a). Em (b) e (c), respectivamente, a permutacao de H no grafo quociente que
indica a primeira coordenada de cada vértice, e a representacao baricéntrica que
fornece a segunda coordenada de cada vértice.
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ser usada a Figura 6.20. Neste caso, G = ((12,01),(123,10)), e o grafo finito P
¢ o buqué By com woltagens (12,01) e (123,10). O grupo nao abeliano finito € Ss,
gerado por hy =12 e hy = 123.

Como 122 ¢ 123% sdo relatores, satisfazem 1, = [[1_, 12" = 122 e ry =
Hizl 123" = 1233, As translagoes associadas aos relatores sio s(ry) = 22:1 1.01 =
01.2 = 02 e s(ry) = Y2o_,1.10 = 10.3 = 30; o subgrupo de translagio associ-
ado a s(r) e s(ry) ¢ S = (02,30). Desta forma, tem-se (12,01)* = (e,02) e
(123,10)® = (e, 30), e assim pode-se concluir que e x (02,30) 2 (02,30) < T. E claro
que e x (02, 30) estd contido no centro de G. Como Sz € grupo finito, e cada elemento
tem ordem finita, entao o grupo de translagoes S tem indice finito em G e a rede deri-
vada € periddica. Observe que ((12,01))} = {...,(12,01), (e, 02), (12,03), (e, 04), ...},
bem como ((123,10))} = {...,(123,10), (132,20), (e, 30), (123,40), ...}, de onde é
possivel observar que e x (02,30) € subgrupo de translagao da rede derivada, e que
possui indice finito em G = ((12,01), (123, 10)).

Além disso, o quociente N/S pode ser obtido derivando-se o buqué By com vol-
tagens 12 e 123, conforme foi visto na Subse¢do 6.2.1, o que pode ser acompanhado
pela Figura 6.2. As voltagens das arestas de N/S podem ser obtidas dos levanta-
mentos dos passeios fechados com voltagens r1 = 122 e ry = 123 no buqué Bs.
Levantando-se o lago com woltagem 12 (percorrido duas vezes), obtém-se os trés
2-ciclos de N/S, com voltagens s(r1) = 01.2 = 02. Levantando-se o lago com vol-
tagem 123 (percorrido trés vezes), obtém-se os dois 3-ciclos de N/S, com voltagens
s(re) = 10.3 = 30.

Com respeito aos automorfismos pode-se observar, por exemplo, que o = (12,01)
possui o correspondente ¢ em N/S, como se pode acompanhar na Figura 6.4.
Qualquer ciclo de N/S e sua imagem sao projetados sobre o mesmo passeio fechado
no buqué Bsy, possuindo entao a mesma voltagem em N/S, o que permite concluir
que « € automorfismo limitado de N.

Observe também que, como 12 tem ordem 2 em Ss, entdio (12,01)* = (e,02),
e com isso (12,02) atua como translagio t = 02/2 = 01 sobre a representagdo

baricéntrica da rede.

De acordo com a Proposicao 6.3.1 pode-se produzir uma rede NC com grupo
de automorfismo nao abeliano que atua livremente a partir de qualquer rede cris-
talografica simplesmente adicionando a primeira coordenada de permutagao as vol-
tagens em Z" de seu grafo de voltagem. Ambas as redes, a cristalografica e a NC
derivada, admitem a mesma representacao baricéntrica. A Figura 6.21, por exem-
plo, mostra a rede NC derivada da rede do diamante ao se inserir voltagens 12 e
13 do grupo de substituicao S3 como primeiras coordenadas para duas das quatro
arestas de K§4). As arestas restantes foi atribuida a identidade de S5 como pri-

meira coordenada. Este grupo foi escolhido devido a simplicidade, uma vez que o
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nimero de pontos que colidem é determinado pela ordem e pela estrutura do grupo
de permutacao.

Finalmente observa-se que nao ha limitacdo para a ordem do grupo de per-
mutacao. Como S, pode ser gerado a partir de apenas duas permutacoes, por
exemplo, a e b, duas arestas num grafo com voltagens (a, s) e (b,t) em S, x ZP sao
suficientes para produzir uma rede NC com um grupo de automorfismos limitados
que é um produto subdireto de S, X Z? (sendo assumido que a p-periodicidade é pro-
vida pelo conjunto de segundas coordenadas). Por exemplo, para qualquer inteiro
n, podem ser atribuidas as duas voltagens [12,(10)] e [12...n,(01)] em S, x Z* aos
lacos de Bj e assim deriva-se um grafo de voltagem com n! vértices e 2xn! arestas,
ja que 12 e 12...n gera todo o grupo S,,. A Figura 6.22 mostra o grafo de voltagem
derivado do buqué By com voltagens [12,10] e [(1234,01] em Sy x Z2. Os pontos que
colidem na representagao baricéntrica sao obtidos ao se aplicarem automorfismos da
forma (h,0) (h # €) com o vetor nulo como segunda coordenada, uma vez que estes
sao automorfismos limitados nao triviais da rede associados a translagao nula de sua
representacao baricéntrica. Quando vetores independentes definem a segunda coor-
denada das voltagens em S, x Z”, imediatamente verifica-se que colisoes estao associ-
adas ao subgrupo comutador [S,,S,] = A, o subgrupo alternado com |4, | = n!/2.
De fato, podem ser considerados dois automorfismos limitados (hq,t1) e (hs,t3) em
Sp X ZP, e assim [(h,t1), (ha, t2)](V) = ([h1, ha],0)(V) = (hy " ha *hihy, 0)(V) para
V' vértice da rede. Desta forma, (hiho,0)(V) = (h2h1,0)(V), e como H é nao
abeliano, as imagens (distintas) de V' colidem na representagao baricéntrica, pois a
translacao associada é nula. Esta observacao justifica a ocorréncia de colisoes triplas
na rede NC tipo diamante, e mostra que se deve esperar 12 pontos de colisao na

representacao baricéntrica da rede derivada de B, com voltagens em Sy x Z2.

6.4 Consideracoes Adicionais

De acordo com os resultados anteriores, ha infinitas redes NC de qualquer perio-
dicidade com um grupo de automorfismos nao abeliano que atua livremente. A
construgao acima mostra que o quociente N/7 de qualquer tal rede N com respeito
a um grupo de translacao maximal 7 nao possui automorfismos que preservam
voltagens sobre seus ciclos, o que faz a identificacao de uma rede NC pelo grafo
quociente menos facil. Os exemplos acima deixam claro que tais redes devem ser
muito comumente geradas numa procura sistematica por novas redes a partir de seus
grafos quociente. De fato, os trés grafos quociente dados nas Figuras 6.7, 6.12 ¢ 6.17
foram listados por [27] como os grafos quociente 3(4)2, 3(4)4 e 6(3)5 de redes mini-
mais 4-periodicas. E entdo importante examinar as ferramentas disponiveis para o

reconhecimento de tais redes a partir dos seus grafos de voltagem. Felizmente, sabe-
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(e,(000))

(12,(010))

(13,(001))

Figura 6.21: O grafo K§4) com voltagens em Sz x Z3 e uma representacao pseudo-
baricéntrica (tipo diamante) da rede derivada.
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Figura 6.22: O grafo de voltagem da rede NC obtido pela atribui¢ao de voltagens
(12,(10)) e (1234,(01)) em S, x Z* nos lagos do buqué B,. Os vértices sao rotulados
por permutagoes em S;. Para maior clareza, as arestas sao coloridas de acordo com
suas voltagens em Z2. Note que a célula unitdria da representacao baricéntrica esté
centrada em relagao a célula primitiva da rede.
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se do Corolario 6.1.1 que as representacoes baricéntricas de tais redes apresentam
colisoes. Este nao é, entretanto, um critério suficiente pois existem algumas redes
cristalograficas reconhecidamente instaveis.

De uma forma geral, células expandidas devem ser usadas procurando N/S a
partir de N/7. Se a rede admite um grupo de automorfismos limitados nao trivial
que atua livremente, abeliano ou nao, deve haver um automorfismo do grafo quo-
ciente expandido que preserva a voltagem sobre ciclos equivalentes. Entretanto, é
necessario algum critério relativo ao quociente, uma vez que nao ha limite para a
quantidade de subgrupos com indice finito. Este é o papel do conceito de particao
equivoltagem introduzido no préximo capitulo.

Finalmente, pode-se observar que os resultados expostos aqui também se aplicam
a redes que admitem automorfismos limitados com pontos fixos. Deve apenas ser
verdade que o grupo completo de automorfismos limitados admite um subgrupo nao
trivial (isto é, neste caso, nao isomorfo a um subgrupo livre abeliano) que atua

livremente sobre a rede.
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Capitulo 7

Redes com Blocos Finitos de
Imprimitividade para Grupos de

Automorfismos Limitados

7.1 Introducao

Este capitulo aprofunda propriedades de redes que admitem blocos finitos nao trivi-
ais de imprimitividade para automorfismos limitados. O objetivo ¢ mostrar que as
representacoes baricéntricas das redes NC com esta propriedade possuem colisoes,
cada bloco sendo representado por um ponto (Sec¢ao 7.4). Este é um dos resultados
ja publicados em Non-crystallographic nets with finite blocks of imprimiti-
vity for bounded automorphisms [§8]. Como consequéncia, o grafo de voltagem
apresenta uma particao equitavel que também respeita as voltagens sobre as ares-
tas, introduzida como particao equivoltagem (Secao 7.5). Permutagoes possiveis
dentro de blocos de imprimitividade e que sao limitadas pela existéncia das arestas
entre blocos sao caracterizadas por grupos de correlagao (Segao 7.6). Alguns
exemplos nao triviais de redes NC que possuem grupos de automorfismos limitados
com e sem pontos fixos sao explorados do ponto de vista das partigoes equivoltagem
e dos grupos de correlagdo, e um algoritmo geral é proposto no fim (Secao 7.7).
Também mostra-se que o grupo de automorfismos limitados de uma tal rede pode
ser descrito utilizando-se produtos entrelagados de grupos de permutacoes finitos por
grupos de translagoes. Além dos exemplos anteriores, em particular do Capitulo 6,
a teoria é aplicada também a trés exemplos associados a empacotamentos esféricos

ortorrombicos, oriundos de um artigo recente [33] (Secao 7.8).
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7.2 Vetores Representacao e Representacoes Li-

mitadas

Inicialmente, sera dada maior atencao a representacoes com algumas propriedades
adicionais. Seja dp uma distancia associada a métrica Euclideana em R". Diz-se que
uma bola euclideana centrada num ponto P e com raio r no espaco Euclideano é o
conjunto B,(P) = {z € R" : dg(z, P) < r} (¢é evidente que este conceito é diferente
do conceito abstrato de bola, relativo a Teoria de Grafos). Um conjunto limitado
no espaco Euclideano é um conjunto cujos elementos estao localizados no interior de
uma bola centrada na origem e com raio suficientemente grande. A representagao
p é dita limitada se p(N) é um conjunto limitado, e diz-se que ela é limitada por
segmentos se ha um comprimento maximo [ para a imagem de cada aresta: para
todo e, |le|| <1 (norma Euclideana).

Nao ¢é dificil concluir que o grafo inteiro colapsa num tunico ponto numa re-
presentacao baricéntrica de um grafo finito. No entanto, grafos infinitos podem
apresentar representacoes baricéntricas limitadas nao triviais, como o exemplo cons-
truido e descrito na Figura 7.1 (obviamente nao periédica) para a drvore infinita
derivada K,® usando como voltagens dois geradores livres.

Agora serao introduzidos os conceitos de matriz Laplaciana e de vetor repre-
sentagao para uma representacao de uma rede peridédica. Em seguida, utilizando-se
de tais ferramentas, serao demonstrados dois resultados importantes com respeito a
redes periddicas limitadas e limitadas por segmentos.

Seja G = (V,E, m) um grafo simples com V = {V;,...,V,,} e E = {ey,...,en};
a matriz adjacéncia A(G) = (aij)nxn de G é definida por a;; = 1 se V;V; € E e
a;; = 0 caso contrario. A matriz diagonal de graus D(G) = (dij)nxn ¢ definida por
d;j = deg(V;) se i = j e d;j; = 0 caso contrario. Finalmente, a matriz Laplaciana
L(G) = (lij)nxn é definida por L(G) = D(G)—A(G). Tais defini¢oes sao trivialmente
estendidas a grafos infinitos com um conjunto enumeravel de elementos.

Considere uma representagao p de uma rede periédica (N, 7T ); como o conjunto
de vértices V(N) é um conjunto enumeravel, é possivel definir uma sequéncia infinita
V, = (p(V1), p(V2),...) contendo todos os pontos em p(N). Chama-se tal sequéncia
de vetor representagao: V, é unicamente determinado pela representacao p; por outro
lado, V, define uma representagao da rede. Se L é a matriz Laplaciana de uma rede
periédica (N, T), entao o produto L.V, é nulo para uma representacao baricéntrica
p, uma vez que as linhas deste produto definem exatamente as equagoes baricéntricas

para todos os pontos de p(NN).

Exemplo 7.2.1. Constrdi-se o vetor representagio (Pi, Py, P3,...) da rede qua-

drada de acordo com a ordem espiral da Figura 7.2. A matriz Laplaciana infi-
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Figura 7.1: Um exemplo de uma representacao baricéntrica limitada nao trivial da
arvora infinita regular de grau 3. A arvore foi construida comegando na origem
com uma 3-estrela simétrica, gerando 3 ramos. Em cada passo da construgao, dois
novos vértices sao adicionados em cada ramo de modo a completar a vizinhanca dos
vértices de grau 1 (as folhas). Para tal, tridngulos isésceles similares com parametro
0 sao desenhados de modo que cada folha esta no baricentro e seus vizinhos estao
nos vértices de um destes triangulos. Se 2a representa o tamanho da aresta terminal,
entdo a base 2b do triangulo é dada por b = af. Note que se 6 = v/3 entdo iyaeb
sao constantes em cada passo e ii) a representacao da rede hcb é obtida.
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Figura 7.2: Uma representacao baricéntrica da rede quadrada no espaco Fuclideano.
O vetor representagao pode ser definido com a sequéncia (Py, Py, P, Py, Ps, . . .),
obedecendo um padrao espiral.

nita L respeitando a mesma ordem de vértices € dada abaixo. A primeira linha da
matriz Laplaciana, por exemplo, fornece a equacdao baricéntrica para o vértice Py:
AP, = P+ Py + Fs + Fs.

417010101000
141000001601
01410000000
10141000000
00014100000
100071410000
““loo0o000141000
10000014100
0T 00000T4T10
00000O0O0GO0T 4TI
01 000000O0O0T 4

Note ainda que, dada uma rede periédica (N,7T) e duas representagoes ba-

ricentricas com vetores representacao V, e V,

e, 0 vetor diferenca V, — V,, des-

creve uma nova representagao baricéntrica, ja que a ordem dos pontos permanece

inalterada e L.(V,, —V,,) = L.V, — L.V,, =0.

Lema 7.2.1. Seja p uma representacao baricéntrica limitada de uma rede periodica
(N, T) tal que todo vértice em algum vértice-reticulo é mapeado num mesmo ponto
P. Entao, p(N) = P.

Demonstra¢ao. Suponha que na representagao baricéntrica p de (N, T) o vértice-
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Figura 7.3: Uma sequéncia finita de pontos comegando em m(X;), perto de um
ponto de acumulagdo, até P = 7(X,,).

reticulo [A] colida num ponto P. Considere uma projegao ortogonal m de p sobre
algum eixo contendo P; claramente 7w também é uma representacao baricéntrica
limitada de N. Suponha que 7 cubra um intervalo aberto |U, V[. Como o bordo V' é
um ponto de acumulagao de m, pode-se escolher um vértice X tal que m(X7) estd a
uma distancia menor que € de V' (veja a Figura 7.3). Observe agora que cada vértice
na rede estd a uma distancia maxima (distancia em termos de teoria de grafos) d
de algum vértice em [A], onde d é o diametro do grafo quociente N/T (distancia
méxima entre dois pontos em N/T). E entfio possivel escolher um menor caminho
p=X1Xs...X,, com X, € [A] e n < d. Denote por r o grau méaximo dos vértices
da rede. Como 7(X;) é o baricentro dos pontos 7(Y;), com Y; vizinhos de X, entre
os quais estd 7(X3), este ponto estd a uma distancia menor que re do bordo V. A
repeti¢do do procedimento mostra que w(X,) = P estd a uma distancia menor que
rde de V, para qualquer valor de €, contradicao. Se, por outro lado, existe algum
vértice X verificando 7(X) =V, entao todos os vizinhos de X devem colidir em V'

e, por indugao, a rede inteira é mapeada em V = P. O

Teorema 7.2.1. Existe uma, e somente uma, representacao baricéntrica limitada
por segmentos de uma rede periodica que leva um dado vértice-reticulo sobre algum

ponto-reticulo pré-definido no Espaco Fuclideano.

Demonstracao. A existéncia de uma representacao baricéntrica periédica com uma
dada base-reticulo j& é conhecida [4]. Sejam p; e ps duas (ndo necessariamente
periédicas) representagoes baricéntricas de (N, 7) levando um dado vértice-reticulo
[X] sobre algum ponto-reticulo pré-definido no espago Euclideano. Como ambas
as representacoes sao baricéntricas e limitadas por arestas, o vetor diferenca R =
V,, —V,, define uma representacao baricéntrica limitada de (N, T') que leva o vértice-
reticulo [X] na origem do espago. De acordo com o Lema 7.2.1, esta representacao

colapsa na origem, de modo que V, =V,,. O

Os dois tultimos resultados serao ferramentas importantes para os teoremas da
Secao 7.4, onde serd demonstrado que as representagoes baricéntricas de redes NC
que admitem um sistema de imprimitividade com blocos finitos para automorfismos

limitados sempre apresentam colisoes de vértices.
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Figura 7.4: Um exemplo de partigao do conjunto de vértices em blocos (infinitos) de
imprimitividade para o grupo de automorfismos limitados. Para sql, B é composto
apenas por translacgoes, e é facil ver que elas preservam a particao: cada cor repre-
senta um bloco, e para um bloco A tem-se sempre A Nt(A) =0 ou ANt(A) = A.

7.3 Imprimitividade em Redes Peridédicas

Seja G um grafo finito ou infinito e H < Aut(G). Aplicando o que foi visto na
Secao 2.2, G é dito H-transitivo se, dados dois vértices U e V em V(G), sempre se
pode encontrar um automorfismo h € H tal que V' = h(U). Num grafo H-transitivo
(G, uma partigao do conjunto de vértices V(G) é dita um sistema de imprimitividade
para H se H preserva a particao, isto €, se qualquer automorfismo h € H leva o
bloco A num bloco h(A) [12]. Também se pode dizer que se A é um bloco para o
grupo de automorfismos H e h € H, entdao ou A NA(A) =0 ou ANh(A) = A.
Se os blocos consistem apenas em conjuntos unitarios de vértices, ou se o conjunto
de vértices inteiro é um bloco, o sistema de imprimitividade é entao dito trivial. Se
todos os sistemas de imprimitividade para um grupo H sao triviais, entao a acao de
‘H ¢é dita primitiva. Observe que um sistema de imprimitividade é completamente
descrito conhecendo-se um simples bloco.

Para a andlise de redes periédicas (N, T), sera considerado o subgrupo H = B
de todos os automorfismos limitados. Entretanto, observe que redes p-periddicas
sao imprimitivas para grupos de translacao. Por exemplo, no caso da rede quadrada
pode-se considerar como um bloco o subconjunto infinito A = {s(0) : s € § =
((2,0),(0,2))} onde O é algum vértice da rede (veja a Figura 7.4). Por outro lado,
a existéncia de blocos finitos de imprimitividade nao é uma propriedade trivial para
redes periodicas. Diz-se que a agao de B sobre o grafo N é finitamente primitiva se
nao ha blocos finitos nao triviais de imprimitividade, ou seja, se N nao admite para
B partigao do conjunto de vértices com blocos finitos nao triviais de imprimitividade.

Neste caso, diz-se que o grupo B é finitamente primitivo sobre N.
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Figura 7.5: Um exemplo de um grafo 1-periédico que possui um sistema de impri-
mitividade com dois vértices por bloco {B;, C;} e blocos com um sé vértice {A;}.

Redes periddicas nao sao geralmente B-transitivas; entretanto, o nimero de B-
orbitas ¢ finito, e as defini¢oes acima podem ser aplicadas a cada orbita separada-
mente. Em particular, um sistema de imprimitividade para a rede é completamente
descrito fornecendo-se um bloco por B-érbita. Resulta que a acao de B sobre uma
rede (N, 7T) é imprimitiva sempre que ela o for em toda B-6rbita. Neste caso é usada
uma cor diferente para cada B-érbita nas figuras, o que ajuda a destacar os blocos
de imprimitividade. O grafo da Figura 7.5, por exemplo, possui duas B-orbitas,
destacadas em verde e vermelho, respectivamente. A acao de B sobre a verde é
finitamente primitiva, uma vez que o unico bloco finito contém um vértice tinico; a
érbita vermelha admite o conjunto { By, Cp} como um bloco de imprimitividade, de
modo que a acao de B nao é finitamente primitiva. Note que a acao de B =7 numa

rede cristalogréfica (IV,7) é finitamente primitiva.

7.4 Grupos de Automorfismos Limitados e Siste-

mas de Imprimitividade

Agora consideram-se redes nao cristalograficas para as quais existe automorfismo nao
trivial fixando um vértice-reticulo. Por exemplo, no grafo 1-periddico da Figura 7.5
o vértice-reticulo [A] é fixado (ponto a ponto) por ¢;. Pode ser verificado que repre-
sentacoes periddicas baricéntricas deste grafo apresentam colisoes: vértices B; e C;

colidem para todo i € N. Este resultado é consequéncia imediata do Teorema 7.2.1.

Corolario 7.4.1. Suponha que exista um automorfismo f nao trivial na rede
periddica (N,T) que fiza todo vértice num vértice-reticulo [X|. FEntdo qualquer
vértice em (N, T) colide com sua imagem por f em qualquer representacao periédica

baricéntrica da rede no espaco Euclideano.

Demonstracao. Seja p uma representacao peridédica baricéntrica de (N, 7). Entao
a aplicagao p' : U — p[f(U)] é também uma representacao baricéntrica de (N, 7T) e
é claramente limitada por segmentos. Além disso, para qualquer vértice U € [X],
tem-se p'(U) = p[(f(U)] = p(U) de modo que ambas as representacoes levam o

vértice-reticulo [X] no mesmo ponto-reticulo. Assim, de acordo com o Teorema 7.2.1,
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p' = p. Agora, como f nao é o automorfismo trivial, existe algum vértice V' com
f(V) # V; para este vértice pode-se dizer que p[f(V)] = p'(V) = p(V'), mostrando

que V' e sua imagem f(V') colidem na representagao p. [

A existéencia de automorfismos nao triviais fixando um ou mais vértice-reticulos
em redes NC nao é uma regra, mas afortunadamente o resultado pode ser estendido
a redes periddicas que possuem automorfismos que estabilizam blocos finitos de

imprimitividade.

Corolario 7.4.2. Seja (N,T) uma rede periddica com um sistema ndo trivial o
de blocos finitos de imprimitividade para o subgrupo de automorfismos limitados B.
Denote por B, o subgrupo de B que estabiliza cada bloco em o e suponha que B,
seja transitivo em cada bloco. Entao qualquer representacdo baricéntrica no espaco
FEuclideano de (N,T) apresenta colisoes de vértices, cada bloco sendo representado

por um unico ponto.

Demonstragao. Note que o é periddica, ja que T' C B. Denota-se por o(X) o bloco de
o contendo X. Serd definida uma rede periddica abstrata auxiliar N, com conjunto
de vértices V(N,) = V(INV) U o e conjunto de arestas E(N,) = E(N) U{Xo(X) :
X € V(N)}. Entao, blocos sao abstratamente considerados como novos elementos
do conjunto de vértices e ligados aos vértices que os constituem. E claro que N, ad-
mite 7 como grupo de translagao, de modo que se pode considerar a grade peridédica
(N,,T) (a 3-conectividade nao pode ser assegurada). Define-se agora g, € B(N,)
pela extensdo de g € B, a seguir. Para todo X € V(N), tem-se g,(X) = g(X) e
9s10(X)] = o(X). De acordo com o Corolario 7.4.1, todos os vértices num bloco
colidem numa representacao periédica baricéntrica de (N,,T). O vértice adicionado
o(X), por estar no baricentro dos vértices que colapsam num ponto, também co-
lapsa neste ponto, o que significa que a dada representacao baricéntrica periddica
de (N,,T) também é uma representacao baricéntrica periédica de (IV,7), mas pos-
sivelmente com pesos diferentes (o peso de um dado bloco é o nimero de arestas

ligando este bloco ao central). O

Exemplo 7.4.1. Um exemplo onde € explicitada uma representagcao do grafo abs-
trato N,, com a notagdo usada na demonstragao do Coroldrio 7.4.2, gerado a partir
do grafo N 1-periodico encontrado na Figura 7.5, pode ser observado na Figura 7.6.
O grafo em preto representa o grafo original N da Figura 7.5. Os blocos A; e €,
1 € Z de forma abstrata acrescentados como vértices estao em verde e vermelho.
As arestas em verde e vermelho ligam os vértices abstratos aos vértices do grafo

original.
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Figura 7.6: Uma representacao para um grafo N, gerado a partir do grafo 1-periédico
da Figura 7.5. O grafo em preto representa o original. Os blocos sao acrescentados
como vértices em verde e vermelho. Sao também criadas arestas em verde e vermelho
ligando os vértices criados a partir dos blocos aos vértices que compoem tais blocos
no grafo original.

Um exemplo de representacao baricéntrica com pesos desiguais é dado na
Secao 7.5.3. Também é importante notar que alguns blocos nao equivalentes po-
dem colapsar num ponto unico da representacao baricéntrica como mostrado na
Secao 7.5.1.

7.5 Particoes Equivoltagem

Definicao 7.5.1. Uma particao do conjunto de vértices em subconjuntos A;, cha-
mados células, € equitdvel se o nimero de vizinhos em A; de um vértice U em A;

€ uma constante 05, isto €, € independente do vértice U escolhido [17].

Orbitas por algum grupo de automorfismos formam uma particao equitavel, uma
vez que as relagoes de incidéncia sao preservadas. Assim, um sistema de blocos
finitos de imprimitividade para o subgrupo dos automorfismos limitados forma uma
particao equitavel o de uma rede NC se o subgrupo estabilizador de blocos B, ¢é
transitivo. Como o é também periddica, esta particdo se projeta numa particao
equitavel do grafo quociente N/7. Além disso, todas as arestas ligando dois blocos
dados sao representadas pelo mesmo segmento de reta numa representacao periodica,
baricéntrica da rede: é entao possivel atribuir o mesmo rétulo vetorial a todas as
arestas representativas no grafo de voltagem. Esta observacao, junto com a préxima

definicao, conduz a introducao do conceito de particao equivoltagem.

Definigao 7.5.2. Um multiconjunto € um par (X,m) onde X € um conjunto e
m : X — N* é uma aplicagcao que associa a cada elemento de X um nimero natural

Positivo.

Diz-se que m é a aplica¢ao multiplicidade, e que a multiplicidade de um elemento
r € X éigual a m(x). Num multiconjunto, assim como num conjunto, a ordem dos

elementos é irrelevante.

Exemplo 7.5.1. No multiconjunto X = {a,b,b,b,c,c,c,c,c,d, e}, o elemento b tem

multiplicidade 2, o elemento ¢ tem multiplicidade 5 e os elementos a, d e e tém
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Figura 7.7: Em (a), uma grade 1-periédica com uma parti¢ao equitéavel do conjunto
de vértices. Em (b), outra grade 1-peridédica com seu grafo quociente e uma particao
equivoltagem. Os multiconjuntos iguais a {0,0, —1}, com arestas partindo de B e
C, em destaque amarelo.

multiplicidade 1. Observe que o multiconjunto Y = {a,b,c,d, e}, onde todos os

elementos possuem multiplicidade 1, é diferente do multiconjunto X .

Definicao 7.5.3. Uma particao do conjunto de vértices de um grafo de voltagem é
dita uma partigdo equivoltagem se i) ela € uma parti¢ao equitavel e ii) os multicon-
Juntos das voltagens das b;j arestas entre os vértices U e V' nas células A; e A; sao

1GUais.

Exemplo 7.5.2. Observe na Figura 7.7(a) um exemplo de particao equitdvel do
conjunto de vértices de uma grade 1-periodica. Sao dados como exemplos trés blocos
Ay, Ay e Az. Sequindo a Defini¢ao 7.5.1, o nimero de vizinhos em Ay (preto) de um
vértice qualquer em Ay (verde) € igual a 615 = 1. Analogamente as outras relagoes
sao expostas. Em (b), pode-se ver uma grade 1-periddica, seu grafo quociente com
uma particao equivoltagem (duas células, uma em azul e a outra em preto) e os
multiconjuntos de voltagens correspondentes iguais a {0,0, —1} com arestas partindo

de B e C que estao na célula azul em destaque na cor amarela.

Consequentemente, grafos de voltagem de redes NC admitindo um sistema
estavel, transitivo de blocos finitos de imprimitividade apresentara uma particao
equivoltagem de seu conjunto de vértices se a origem for adequadamente escolhida

em cada vértice-reticulo. A Figura 7.8 ilustra a importancia desta configuragao; se
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Figura 7.8: Um grafo 1-periédico com um sistema de blocos finitos de imprimiti-
vidade e dois grafos de voltagem: (a) sem parti¢do equivoltagem e (b) com uma
particao equivoltagem.

Figura 7.9: Definicao esquematica do quociente () por uma particao equivoltagem
do grafo quociente N/7T de uma rede periédica (N, T).

as origens de vértice-reticulos equivalentes nao sao escolhidas no mesmo bloco de
imprimitividade, entao o grafo de voltagem nao apresenta uma particao equivolta-
gem.

Os seguintes exemplos mostram que todas as redes NC conhecidas até agora po-
dem ser mapeadas num grafo de voltagem com particao equivoltagem. Estes exem-
plos ilustram diferentes relagoes entre redes NC e suas representagoes periddicas,
baricéntricas interpretadas sob o prisma de uma particao equivoltagem e seus grafos
de voltagem.

A propriedade mais importante esta esquematizada no diagrama da Figura 7.9.
Para a rede periédica (N,7T) com sistema de imprimitividade o, pode-se construir
o quociente N/o cujos vértices sao os blocos o(X) para X em V(N). Como as
duas redes N e N/o admitem o mesmo grupo de translacao 7, pode-se também
construir seu grafos quociente com voltagens em 7. O diagrama pode agora ser
completado com um homomorfismo 6 levando N/T ao seu quociente ) pela parti¢ao
equivoltagem e definido por 0([X]r) = [0(X)]7; observe que 6 preserva voltagens
no sentido de que ele leva arestas de N/T em arestas de () com mesma voltagem

em 7. Como consequéncia, arestas em N entre vértices do mesmo bloco sao levadas
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Figura 7.10: No topo, a escada dupla com com dois blocos finitos de imprimitividade
nao equivalentes mostrados em verde e vermelho e seu grafo quociente. No fim, a
sua representagao baricéntrica (o caminho infinito).

a um lago com voltagem nula em : tais lagos devem ser deletados. E importante
enfatizar que o quociente ) pode ser obtido diretamente de N/7T e traz informagoes
imediatas sobre a representacao baricéntrica de N com colisoes, como se vé no

exemplo da escada dupla.

7.5.1 A Escada Dupla

A Figura 7.10 mostra a rede 1-periédica da escada dupla com trés vértice-reticulos:
[A], [B] e [C]. H& dois blocos de imprimitividade nao equivalentes { Ay, Co} e {By};
consequentemente, de acordo com o Corolario 7.4.2, é esperada a colisao dos vértice-
reticulos [A] e [C] na representagao baricéntrica. De fato, os trés vértice-reticulos
colidem num tnico vértice-reticulo, pois a rede N/o também é uma rede NC (a es-
cada) com sistema de blocos finitos de imprimitividade estavel, transitivo, {D;, E;}.
Grafos quociente fornecem um claro entendimento sobre estes fatos. O grafo quoci-
ente da escada dupla apresenta uma partigao equivoltagem com duas células: {A, C'}
e { B}; o respectivo quociente @) é precisamente o grafo de voltagem da escada sim-
ples. Assim, ele também apresenta uma particao equivoltagem com uma tnica célula

{D, E} cujo quociente é um lago.
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Figura 7.11: Os grafos de voltagem (de cima para baixo) de uld-z e uld com a
partigdo equivoltagem 0 = {{Uy, U}, {Us, Uy}, ... {Uss,Us4a}}. O quociente por 6
exposto como o subgrafo vermelho de uld-z ¢ isomorfo ao grafo de voltagem da rede
cristalografica srs-a.

7.5.2 As redes NC uld e uld-z

A Figura 7.11 mostra os grafos de voltagem dos dois empacotamentos esféricos
cibicos inicialmente classificados como 4/3/¢25 e 4/3/c26 por Fisher [34] e hoje
codificados como uld e uld-z no banco de dados de redes cristalinas da Reticular
Chemistry Structure Resource (RCSR) [25].

Primeiramente observa-se que ambos os grafos quociente apresentam o mesmo

automorfismo ¢ = [[,_; 15(Usk—1,Us), agindo como um espelho em cada prisma

trigonal. Em ambos os casos, ¢ preserva voltagens nos ciclos do grafo e fixa as
arestas dos prismas, indicando a existéncia na rede de um automorfismo limitado,
Consequentemente, ambas as redes sao nao cristalograficas e, como tal, possuem
mais de um grupo de translacao maximal. Serao chamados de i, j e k os trés ge-

radores do grupo de translacao de uld; os trés automorfismos i¢, j¢ e k¢ formam
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os geradores de um grupo de translagao isomorfo para esta rede. Pode ser verifi-
cado que o grafo de voltagem de uld relativamente a este novo grupo de translagao
¢ isomorfo ao de uld-z. Consequentemente, uld e uld-z sao redes isomorfas mas
com estruturas periddicas diferentes. Isto explica por que todos os invariantes to-
poldgicos de uld e uld-z sao idénticos apesar de apresentarem representagoes nao
ambientalmente isotdpicas .

A particao 0 = {{tUs_1,tUs} : t € T,k = 1,...,12} forma um sistema de
blocos finitos de imprimitividade para cada rede que ¢ estabilizado bloco a bloco pelo
subgrupo transitivo B, = {1,¢}. Assim, ambos os grafos de voltagem apresentam
uma particao equivoltagem formada pelas arestas dos prismas trigonais; o quociente
¢ dado na Figura 7.11 pelo subgrafo vermelho do quociente de uld-z. Este é isomorfo
ao grafo quociente de srs-a, a rede cristalografica obtida de srs por decoragao. Foi
verificado que as trés redes uld, uld-z e srs-a sao isomeguéticas, ou seja, possuem a
mesma representacao baricéntrica periddica onde, de acordo com o Corolério 7.4.2,

todas as arestas dos prismas trigonais colapsam.

7.5.3 Um duplo hcb

Vale a pena ilustrar a existéncia de pesos desiguais em representagoes periddicas,
baricéntricas das redes (N,,7) e (N,7T) (com as notagoes dadas na prova do Co-
rolario 7.4.2).

A Figura 7.12 mostra uma rede NC obtida por duplicacao de hcb e seu grafo de
voltagem com uma particao equivoltagem. O quociente por esta particao é o grafo
K,® como esperado. Cada bloco de imprimitividade possui dois vértices; estes
podem ser trocados por automorfismos limitados que agem como um tipo de reflexao
local na rede. Cada bloco é ligado por arestas duplas a dois outros blocos enquanto
é ligado por uma aresta quadrupla a um terceiro bloco. Como resultado, as trés
arestas tém pesos 1, 1 e 2 respectivamente na representacao periddica, baricéntrica

do quociente N/o, como mostrado na Figura 7.13.

7.5.4 Um triplo sql

Agora serd considerada a rede NC mostrada na Figura 7.14, ja vista na Segao 6.2.1.
Contrastando com a escada dupla e com uld e uld-z, o subgrupo dos automor-
fismos limitados desta rede atua livremente sobre a mesma. Entretanto, esta

rede também apresenta um sistema de blocos finitos de imprimitividade: o =
H{Aij, Bij, Cij},{Dyj, Eij, Fij} 24,5 € Z}.

!'Uma isotopia ambiente é um conceito de Teoria de Nés distante dos objetivos deste trabalho,
mas o resultado merece citacao. Define-se como isotopia ambiente uma deformacao continua de
um né, ou ligagdo. Numa isotopia ambiente, uma curva é transformada em outra preservando
caracteristicas topoldgicas, de modo que ndo haja cortes ou autointersecoes. [35]
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Figura 7.12: Uma rede periédica com um sistema de imprimitividade com blocos
finitos, seu grafo de voltagem e o quociente por uma particao equivoltagem.

Figura 7.13: Uma representacao periédica, baricéntrica do duplo hcb; A aresta
vertical (menor) tem peso 2.
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Figura 7.14: Uma rede NC com um sistema de imprimitividade, mas com um grupo
de automorfismos limitados que atua livremente, seu grafo de voltagem e diferentes
quocientes. # indica o quociente pela particao equivoltagem, ¢; o quociente por um
grupo de automorfismos.

Foi mostrado no Capitulo 6 que o grupo de automorfismos limitados da rede é
um produto subdireto de Sz e Z* com geradores ((12);(0,1)) e ((123), (1,0)). Além
disso, como este grupo € transitivo e atua livremente sobre a rede, qualquer vértice
pode ser indexado pelo automorfismo que leva a origem a ele, o que leva a seguinte

correspondéncia (j& vista na Segao 6.2.1):

;

Ay — (e (4, 25))
Bij — (123 (1, 27))

< Ci; — (1325 (4, 25))
Dyj — (125 (3,25 — 1))
E;; — (23; (1,25 — 1))
Fiy — (13;(2,2) — 1))

\
Os automorfismos representativos da primeira familia de blocos A;; =
(A;j, Bij, Ci;) possuem permutacoes pares como primeiras coordenadas, enquanto

E;;, Fi;) admite permutagoes impares como como pri-

a outra familia A}, = (Dj,
meiras coordenadas. Para checar que o é um sistema de imprimitividade, observa-se
a agao de um automorfismo limitado arbitrario (p, t) sobre um bloco, ou seja: o resul-
tado por multiplicagao a esquerda dos trés automorfismos representativos por (p,t)
depende apenas da paridade da permutacao p. Uma permutacao par p estabiliza as

duas familias enquanto uma permutacao impar troca as duas familias. Por outro
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lado, as segundas coordenadas (translacionais) idénticas em cada bloco permanecem
assim depois de uma multiplicagao por (p,t). Consequentemente, qualquer automor-
fismo limitado leva um bloco num outro bloco; em particular, o subgrupo de ordem
trés gerado por (123, (0,0)) estabiliza transitivamente cada bloco.

Como esperado, o grafo de voltagem apresenta uma particao equivoltagem com
trés vértices por célula. O respectivo quociente por esta particao é o grafo K2(2)
com um lago em cada vértice, do qual se pode derivar a rede sql com célula dupla.
Em concordancia com o Coroléario 7.4.2, a representagao baricéntrica periddica da
rede NC apresenta colisoes. Como ha apenas arestas triplas entre dois blocos de
imprimitividade ligados, ela é igual a representagao baricéntrica da rede sql.

Vale a pena observar que o grafo de voltagem da rede apresenta um automor-
fismo, que pode ser chamado de ¢, no qual ambos os 3-ciclos interno e externo
deslizam sobre si mesmos, e que preserva as voltagens de seus ciclos. O quociente
por ¢1 e o quociente pela particao equivoltagem sao isomorfos. Nao é possivel, en-
tretanto, atribuir voltagens em Z? aos lacos do quociente pelo automorfismo pois
esta voltagem, por exemplo, o, deveria verificar o® = 30 com « # 10. E importante
enfatizar que o quociente por uma particao equivoltagem nao descreve a rede, mas
uma rede periddica associada a sua representacgao baricéntrica. Que a respectiva rede
seja isomorfa a rede quadrada com célula unitaria dupla é implicado pela existéncia
do automorfismo ¢3, trocando os dois vértices e levando ciclos em ciclos de mesma
voltagem.

Além disso, particoes equivoltagem podem existir mesmo na auséncia de um
automorfismo do grafo de voltagem, o que pode ser visto neste mesmo exemplo.
Existe de fato outro automorfismo do grafo de voltagem da rede, por exemplo, ¢o,
que troca os 3-ciclos interno e externo e preserva as voltagens de cada ciclo. Este
quociente por ¢9 pode ser rotulado, como mostrado na Figura 7.14, e é de fato o
grafo de voltagem da rede associada ao grupo de translacao maximal. Este grafo
nao admite automorfismos que preserva voltagens sobre seus ciclos, mas possui uma
particao equivoltagem; os trés vértices pertencem a mesma célula e o quociente por

esta particao é o buqueé By com voltagens 10 e 01.

7.5.5 Uma rede periédica baseada no grafo de Frucht

E importante o fato de que a existéncia de uma particao equivoltagem no grafo de
voltagem nao é suficiente para assegurar que a rede derivada é nao cristalografica. A
Figura 7.15 mostra um grafo de voltagem construido a partir do grafo de Frucht [36].
Este grafo com doze vértices é o menor grafo cibico com grupo de automorfismo
trivial; esta representado em preto na figura e suas arestas possuem voltagem nula.

Para cada voltagem 100, 010 e 001, foram adicionadas doze arestas de modo que
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Figura 7.15: Um grafo de voltagem baseado no grafo de Frucht (o grafo de Frucht
estd em preto); a cor da aresta simboliza a respectiva voltagem.

em cada vértice entra e sai uma aresta de cada voltagem. O grafo de voltagem
resultante é entao regular de grau 9 e admite uma particao equivoltagem com célula
unica. O quociente por esta particao é o buqué com trés lacos com voltagens 100,
010 e 001. Assim, a representacao baricéntrica da rede derivada é igual a da rede
pcu, o que ja foi verificado usando a matriz ciclo-cociclo.

Através de cada vértice do grafo de voltagem passam exatamente trés ciclos de
voltagens p00, 0g0 e 00r respectivamente, onde p, q e r sao os tamanhos dos respecti-
vos ciclos. Isto significa que cada um destes ciclos é projecao de uma geodésica forte
da rede periédica derivada [29]. Além disso, toda aresta de voltagem nao nula per-
tence exatamente a um destes ciclos. Tais propriedades podem ser levantadas a rede
periddica derivada. As arestas de voltagem nula induzem em cada célula unitaria
da rede um grafo de Frucht; arestas coloridas levantam-se em geodésicas fortes que
ligam as ”células de Frucht” unitédrias nas trés diregoes 100, 010 e 001. Como auto-
morfismos limitados levam geodésicas fortes em geodésicas fortes na mesma diregao,
as células de Frucht unitarias devem ser mapeadas em si mesmas. E claro que um
grafo de Frucht s6 pode ser mapeado identicamente em outro grafo de Frucht, e como
ha exatamente uma geodésica forte passando por cada vértice da rede em cada uma
das trés direcoes, qualquer automorfismo limitado tem que ser uma translacao, e
com isso a rede derivada tem que ser cristalografica. Conclui-se que a existéncia de
um sistema nao trivial de blocos finitos de imprimitividade estd ligada a existéncia

de automorfismos nao triviais no subgrafo induzido pelo bloco.
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B By B B, B; 6 1
Figura 7.16: Uma rede NC transitiva com um sistema de imprimitividade e seu
grafo de voltagem.

7.6 Grupos de Correlacao

E sabido que grupos com uma ac¢ao imprimitiva podem ser mergulhados em um
produto entrelagado [12]. Antes de dar uma atenc¢ao maior a este conceito puramente
de Teoria de Grupos, serd analizada uma simples aplicagao ao estudo de redes NC.

A Figura 7.16 mostra um grafo 1-periédico com um sistema de blocos finitos
de imprimitividade A; = {4;, B;}. Este grafo admite como automorfismo limitado
qualquer combinacao ¢; = [[,.;(A;, B;), onde I é qualquer subconjunto de inteiros,
finito ou infinito. Note que para cada bloco A;, os dois vértices podem ser per-
mutados ou deixados invariantes. Assim, relativamente a um dado bloco, ¢; atua
como uma permutacao do grupo simétrico S;. Este automorfismo pode ser entao
escrito como uma aplicacao f : Z — Sy que atribui a cada bloco A; a respectiva
permutacao. Um automorfismo limitado arbitrario é a combinagao de tais ¢; com
uma translacdo t e pode ser escrito como (¢, f), onde t € Z e f € 8% sdo qual-
quer translacao em Z e qualquer aplicacao de Z em S,, respectivamente. A lei de

multiplicacao é definida por:

{ (2, f2)(t1, 1) = (ta + 11, f ™ 1),
ftn) = f(n+1).

Note que S,Z é provido de uma estrutura de grupo com o produto ponto-a-ponto
(fg)(n) = f(n)g(n) € Sa. O novo grupo é chamado produto entrelagado de Z por
S,, e é na verdade o produto semidireto de Z por S,”%; este grupo é denotado por Z
Wr Ss.

Embora a definicao de produto entrelagado nao mostre tal restricao, serao ne-
cessarios apenas os produtos ZP Wr §,, para mergulhar o grupo dos automorfismos
limitados de uma rede p-periédica admitindo um sistema de blocos de imprimiti-
vidade com n vértices por bloco. Neste caso, a definicao formal é como acima: os
elementos do produto entrelacado sdo escritos (, f), com t € ZP e f € S, sdo
qualquer translacao em Z” e qualquer aplicacao de ZP em S, respectivamente. A

lei de multiplicagao é dada pela mesma férmula acima.
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Entretanto, nem todas as redes periddicas sao transitivas. Neste caso, tem que
ser considerada separadamente a acao de automorfismos limitados em cada orbita,
gerando o respectivo mergulho em algum produto entrelagado, e entao construir o
grupo inteiro como produto subdireto de tais produtos entrelacados [12].

Alguns grafos periddicos sao bem simples; o grafo periddico da Figura 7.5, por
exemplo, apresenta dois tipos de blocos de imprimitividade, mas aplicagoes de Z em
S associadas aos blocos {4;} sdo triviais, de modo que o grupo de automorfismos
limitados ¢ isomorfo ao produto entrelagado Z Wr S,, descrevendo o comportamento
somente dos blocos {B;, C;}. Outros grupos sao surpreendentemente mais simples;
somente trés aplicagoes f € 8322 sao necessarias para que seja descrito o grupo de
automorfismos limitados do triplo hcb. Tais aplicacoes sao chamadas de aplicagoes
constantes e levam qualquer translacdo em Z? a uma dada permutacdo no grupo
gerado pelo 3-ciclo (1,2,3). A fim de entender a origem desta diversidade de grupos
de automorfismos limitados, introduz-se o conceito de grupos de correlagdo, que
sao construidos a partir do quociente () do grafo de voltagem N/T pela partigao
equivoltagem.

Uma familia inteira de grupos de correlacao C,“ para t € T estd associada a
cada aresta e de () como a seguir. Seja e = UV uma aresta de () com voltagem
r; U e V representam duas (ndo necessariamente diferentes) células da partigao
equivoltagem em N/T que sao ligadas por todas as arestas na pré-imagem de e com
a mesma voltagem r. Levantando tais células até a rede periddica, ha dois blocos
de imprimitividade, por exemplo, U; e V,,,, para todo t € T que estao ligados
por arestas na pré-imagem de e. Considera-se entao o subgrafo de N/7 induzido
pela uniao dos vértices nos blocos U; e V;y,., ou seja: o conjunto de arestas contém
todas as arestas na pré-imagem de e, bem como nas pré-imagens das arestas com
voltagem zero dentro das células U e V| respectivamente. As ultimas claramente
ligam vértices num mesmo bloco U; ou V.. Entre os automorfismos deste grafo,
consideram-se apenas aqueles que estabilizam os dois blocos, formando o grupo de
correlagao C;° escritos como (py, py ), uma vez que eles podem ser mergulhados no
produto direto dos dois grupos de automorfismos Cy e Cy dos grafos obtidos das

células U e V em N/T por inclusao de arestas com voltagem nula.

Definicao 7.6.1. A correlacdo entre os blocos de um sistema de imprimitividade
o numa rede (N, T € dita uma correlagdo completa quando uma permutacao de
vértices em apenas um bloco induz uma permutacao de vértices em todos os demais
blocos de o. Por outro lado, diz-se que hd auséncia de correlacao entre os blocos
de imprimitividade de o quando as permutacgoes de vértices dos blocos configuram

automorfismos que fitam os vértices de todos os demais blocos da rede.

Serao consideradas agora aplicagoes de grupos de correlacao.
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Figura 7.17: Representagao pseudo hexagonal do triplo hcb, uma rede NC com um
sistema de imprimitividade admitindo um grupo de automorfismos limitados que
atua livremente, seu grafo de voltagem e o quociente por uma partigao equivoltagem.

7.6.1 Um triplo hcb

A Figura 7.17 mostra um triplo hcb, outra rede NC descrita no Capitulo 6. Por
construcao, o grupo de automorfismos limitados atua livremente na rede. O grafo
de voltagem apresenta uma partigao equivoltagem cujo quociente () é isomorfo a
Ky®).

Como o quociente () possui trés arestas, ha trés familias de grupos de correlacao.
Obtém-se os grupos de correlacdo associados a aresta com voltagem 10 (observe a
Figura 7.18(a)) deletando em N/T todas as arestas com voltagens 01 e 00, uma
vez que as ultimas ligam vértices em células diferentes da particao e tomando o
automorfismo que preserva as duas células. Neste caso, o subgrafo induzido na rede
periédica contém as trés arestas A;Byi10, CiDii10 € EyFyi10; consequentemente,
para qualquer permutacao no subconjunto de vértices { A;, Cy, £, } existe exatamente
uma permutac¢do no subconjunto de vértices {Byy10, Diy10, Fir10}. Como ambos
os grupos de permutacao Spa,,cy,E} € S{Bii10,Dit10,Firi0} S0 isomorfos, o grupo de

correlacao é o subgrupo diagonal de Spa,.c, £} X S{B,.10,Dis10,Fisr0} CONtendo apenas
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permutagoes (p, 0.p.0~1) para qualquer p € Sga, ¢k}, onde 0 é a aplicacao induzida

pelas arestas:

0(A:) = Bit1o
0(Ct) = Diy10
0 (Et) = I; t+10

O mesmo argumento ¢ valido para as outras duas arestas de @), do que se conclui
que ha uma correlagao completa entre permutacgoes possiveis entre blocos de im-
primitividade ligados. De fato, se o conjunto de vértices é permutado em qualquer
bloco por p, a mesma permutagao, a menos do respectivo isomorfismo, deve ocorrer
em cada bloco. Isto leva ao valor seis para uma cota superior para a ordem do
subgrupo estabilizador B, .

E, entretanto, necessario checar a consisténcia destas correlagoes na rede in-
teira. Dada uma permutacao inicial em algum bloco, a permutacao induzida em
qualquer bloco nao deve depender do caminho escolhido para alcanca-lo. Equiva-
lentemente, correlagoes devem ser consistentes sobre anéis fortes na rede associada a
representacao baricéntrica. Neste caso, # é uma permutacao no bloco escolhido
como origem do anel e induzido pela sequéncia de arestas ao longo deste anel,
isto é: correlaciona-se a permutacao num bloco consigo mesma através da equagao
(p,0.p.0~1). Para o triplo hcb, o tnico anel forte é levantado a partir do 6-ciclo
em () percorrendo sucessivamente as arestas com voltagens 10, 01, 00, 10, 01 e 00

(observe a Figura 7.18(b)). Pode ser verificado que a aplicagdo correspondente é

dada por:
O(At) - Et
Q(Et) — Ct 5
Q(Ot) - At

e as Unicas permutacoes que sao auto-conjugadas por 6 sao aquelas no grupo
ciclico gerado pela permutacao (A, Cy, Ey). Assim, ha correlagdo completa entre
os blocos, e na rede inteira ha somente trés automorfismos limitados diferentes de

translacao.

7.6.2 Grades 1-periddicas

O grafos 1-periddicos mostrados na Figura 7.19 partes (a) e (b) apresentam dois
tipos de blocos de imprimitividade: em (a) os blocos possuem 1 e 2 vértices, e
em (b) possuem 1 e 4 vértices, respectivamente; os grafos 1-periédicos das partes
(c) e (d) possuem um tnico tipo de bloco com 2 vértices. Os subgrafos induzidos

nos grafos periédicos por uma aresta em seus quocientes () (um lago simples com
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Figura 7.18: Destacada em verde na parte (a) a aresta com voltagem 10 no quociente
pela partigao ), bem como as arestas com voltagem 10 em N/T, e também todas
as arestas derivadas A; By 19, Cy D110 € EiFy119 na rede periédica. Em (b), pode-se
observar a consisténcia das correlagoes através do anel forte levantado a partir do
6-ciclo em @ percorrendo as arestas com voltagens 10, 01, 00, 10, 01 e 00.
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Figura 7.19: Grafos 1-peridédicos com sistema de imprimitividade apresentando
auséncia de correlagoes em (a), (b) e (d), mas correlagdo completa em (c): a per-
mutacao dos vértices Ag e By implica a permutacao de todos os infinitos A; e B;,
1€ N.

voltagem 1) sao isomorfos a K5 (a), K14 (b), KoUK (¢) e Ky2 (d), e os grupos de
correlagao associados sao isomorfos aos produtos S; X Sy (a), S1 X Sy (b) e So x Sy
(d). Em (c) hé somente uma possibilidade de automorfismo limitado nao trivial,
pois o grupo de correlagao é isomorfo ao grupo diagonal de Sy x S. Isto indica
correlagdo completa em (c) e auséncia de correlagoes em (a), (b) e (d): os blocos
sao completamente independentes de seus vizinhos e os grupos de automorfismos

limitados sao isomorfos a produtos entrelagados.

7.6.3 O duplo hcb

Os exemplos nas duas subsecoes anteriores correspondem a situagoes extremas. Um
caso intermedidrio pode ser visto no duplo heb (Figura 7.12 e Figura 7.20). H& dois
blocos de imprimitividade, um com a aresta BC', o outro com dois vértices indepen-

dentes A e D. Ha também dois subgrafos nao isomorfos induzidos na rede periédica
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Figura 7.20: Observe que a esquerda estd em destaque a auséncia de correlacao entre
os blocos; a direita, correlacao forte entre os blocos, que se propaga infinitamente
na direcao horizontal.

por uma aresta em (). Os subgrafos induzidos pelas arestas com voltagens 00 e 01
contém duas arestas independentes, a saber, AC' e BD, enquanto aquele induzido
pela aresta com voltagem 10 contém K,2. Consequentemente ha correlagoes com-
pletas para os primeiros e nenhuma correlagao para o ultimo. Como resultado, uma
permutacao em qualquer bloco vai necessariamente propagar-se ao longo da diregao
01. Neste caso, o grupo de automorfismos limitados é dado pelo produto semidireto
de Z? por SyZ.

7.7 Algoritmo

As consideragoes anteriores levam a definicaio de um algoritmo para a analise da
natureza do subgrupo B,, e a partir deste o grupo de automorfismos limitados B,
diretamente do grafo quociente N/7 . Este algoritmo deve ser aplicado quando ha
alguma suspeita de que a rede periddica pode ser nao cristalografica; por exemplo,
quando o programa Systre [37] d4 mensagem de erro devido a existéncia de colisdes

na representagao baricéntrica.

e Dada uma rede periédica (N,7T) definida através de um grafo de voltagem,
pode-se determinar sua representacao baricéntrica usando o método da matriz

ciclo-cociclo [4].

e Se necessario, uma origem comum deve ser escolhida para todos os vértice-
reticulos que colidem e o grafo quociente redesenhado, colocando em evidéncia

a particao equivoltagem.
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Figura 7.21: A esquerda superior, o grafo de voltagem de 4/4/019 (veja o texto).
A direita superior, o grafo de voltagem obtido depois de mudangas de origem em
vértice-reticulos evidenciando uma particao equivoltagem. Embaixo, o respectivo
quociente.

e Grupos de Correlacao devem entao ser analizados para toda aresta do quoci-
ente Q de N/T pela particao equivoltagem, levando a estrutura do grupo de

automorfismos limitados.

Deve ainda ser lembrado que algumas redes cristalogréaficas realmente apresentam
colisoes. Neste caso, é esperado que o grafo de voltagem nao apresente particao
equivoltagem apds a primeira etapa do algoritmo, ou quando apresenta, que os
grupos de correlagao sejam reduzidos trivialmente a identidade, como foi visto no

caso da rede derivada do grafo de Frucht.

7.8 Aplicagao: Trés Empacotamentos Esféricos

Ortorrombicos

Num artigo recente, Sowa [33] listou novos empacotamentos esféricos com simetria
ortorrombica. Entre as redes peridédicas correspondentes, trés apresentam colisoes
e ndo podem ser estudadas pelo Systre; elas sdo 4/4/018, 4/4/019 e 5/3/06. A

segunda sera analisada em maior detalhe.
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7.8.1 4/4/019

A Figura 7.21 apresenta o grafo de voltagem da rede periddica associada ao empa-
cotamento esférico 4/4/019, conforme extraida pelo programa TOPOS [38] a partir
das informagcoes de Sowa. Ao aplicar o método da matriz ciclo-cociclo para obter um
mergulho baricéntrico desta rede, sao verificadas as colisoes de vértice-reticulos aos
pares: {A,C}, {B,D}, {E,G} e {F,H}. Dois vértices no mesmo par foram mar-
cados com a mesma cor no quociente da direita nesta figura, um como um circulo
e o outro como um disco. Mudancas da origem nos diferentes vértice-reticulos sao
necessarias para se conseguir uma origem comum para vértices no mesmo bloco e
levam ao grafo de voltagem como apresentado na Figura 7.22. Este grafo claramente
possui uma particao equivoltagem com quociente dado na parte inferior da figura.
Este quociente é conhecido como o grafo quociente da rede minimal ths [27], o que
leva a representagao da rede como uma dupla ths, conforme a Figura 7.22.

Assim como no caso do duplo heb existem dois subgrafos nao isomorfos induzidos
na rede periddica por uma aresta no quociente (). Os subgrafos induzidos pelas
arestas duplas de () contém duas arestas independentes, enquanto aqueles induzidos
pelas arestas simples contém Kjy,. Consequentemente, hd fortes correlagoes para
os primeiros, e nenhuma correlacao para os tultimos. Assim, permutagoes de dois
vértices num bloco devem apenas propagar-se ao longo do subgrafo 1-peridédico que
percorre a direcao associada a respectiva aresta dupla em (). Como permutacoes
nas direcoes ortogonais associadas as duas arestas duplas em () comportam-se de
forma independente, o grupo dos automorfismos limitados é isomorfo ao produto

semidireto de Z3 e 8% x 8,7, que pode ser mergulhado no produto entrelacado Z*
Wr Sg X SQ.

7.8.2 4/4/018 e 5/3/06

A anélise destas duas redes é similar a analise anterior, de maneira que apresentam-
se os respectivos grafos quociente na Figura 7.23(a) e (c), com a rede periddica
correspondente a 4/4/018 em (b). Os dois grafos de voltagem apresentam partigao
equivoltagem com dois vértices por célula e, além disso, o quociente por esta particao
é novamente isomorfo ao grafo quociente de ths, o que implica que ambas as redes
podem ser construidas como um duplo ths. No entanto, todas as correlacoes sao
completas no caso 4/4/018, e entao o subgrupo estabilizador B, é isomorfo a Sy
e o grupo de automorfismos limitados é isomorfo ao produto direto Z* x S,. O
caso 5/3/06 ¢é idéntico ao caso 4/4/019 com a pequena diferenca de que vértices
no mesmo bloco sao ligados um ao outro. Assim, os trés empacotamentos esféricos

estao associados a redes NC.
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Figura 7.22: Representacao da rede 4/4/019 como uma dupla ths. Note que uma
célula primitiva esta descrita. Vértices sao agrupados em blocos usando as mesmas
cores que foram usadas no grafo quociente; arestas levantadas das arestas simples
em () e formando um subgrafo isomorfo a K5 sao mostrados em azul, evidenciando
a falta de correlacoes entre subgrafos cinza 1-periédicos.
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010 D A < D
Figura 7.23: Em (a), o grafo de voltagem de 4/4/018 ja apresenta uma parti¢ao
equivoltagem com quociente isomorfo ao quociente de ths. Em (b), a rede periddica
correspondente a 4/4/018; observe a correlagdo completa. Em (c), o grafo de vol-
tagem de 5/3/06 tem que ser refeito com mudanca de origens para evidenciar um

grafo com particao equivoltagem.
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7.9 Consideracoes Adicionais

Neste capitulo demonstrou-se que toda rede NC que admite um sistema de impri-
mitividade com blocos finitos para o grupo dos automorfismos limitados apresenta
colisoes de vértices em sua representacao baricéntrica. Além disso, redes NC pos-
suindo tal caracteristica admitem grafo quociente com particao equivoltagem desde
que sejam escolhidas origens para os reticulos adequadamente. Uma ferramenta mais
eficaz do que os blocos de imprimitividade numa rede NC, porém, sao os automorfis-
mos limitados de ordem finita. O préximo capitulo finaliza a questao, demonstrando
que toda rede NC apresenta automorfismos limitados de ordem finita, os quais for-
mam um subgrupo de B. Neste caso, sera visto que a rede admite sempre um sistema

de imprimitividade com blocos finitos para o grupo dos automorfismos limitados.
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Capitulo 8

Caracterizacao de Redes NC

8.1 Introducao

Foi observado no capitulo anterior que uma rede periédica (N,7T) que possui um
sistema de imprimitividade com blocos finitos para o grupo B(NV) dos automorfismos

limitados possui duas propriedades importantes:

e (a) Apresenta colisdes de vértices em qualquer representagao baricéntrica.

e (b) Para uma escolha adequada de origens nos vértice-reticulos, o grafo quo-

ciente admite uma particao equivoltagem.

Durante o trabalho realizado em [7], [8] e [39], observou-se que tais propriedades
se estendem a todas as redes NC, uma vez que todas as redes NC conhecidas possuem
um sistema de imprimitividade com blocos finitos para o grupo dos automorfismos
limitados. A chave para a demonstracao deste resultado é o completo entendimento
de um importante subconjunto de B(N): o conjunto dos automorfismos limitados de
ordem finita F (V). Uma vez demonstrado que F(N) é estavel, é facil concluir que
ele na verdade é nao apenas um subgrupo de B(N), mas um subgrupo normal de
B(N); isto, por sua vez, permite a constru¢ao de uma partigao especifica do conjunto
de vértices em blocos finitos de imprimitividade através das érbitas de F(N).

O caminho para a demonstracao deste resultado, no entanto, apresenta muitas
dificuldades e exige a adaptacao de antigas ferramentas e a introducao de novas
ferramentas. A estabilidade de F(IN) possui papel central neste caminho; tal pro-
priedade é obtida através de uma demonstracao por indugao, cujo primeiro passo
(Secao 8.4) é demonstrado com a utilizagdo do conceito de convergéncia de per-
mutacoes (Apéndice A), e cujo passo indutivo é demonstrado utilizando-se resul-
tados relativos a grafos fibra, um conceito novo (Secao 8.5) fortemente relacionado

com fibras geodésicas.

125



A partir da demonstragao de que F(N) é subgrupo normal de B(V) obtém-se o
Teorema Fundamental das Redes Nao Cristalogréficas (Se¢ao 8.6), que finalmente

conclui com a generalizacao das propriedades (a) e (b) a todas as redes NC.

8.2 Redes Reticulares

Redes periédicas com um tunico vértice-reticulo sao chamadas de redes reticulares
[40]. Seus grafos quociente contém um unico vértice e alguns lagos, pelo menos
tantos quantos for a periodicidade p da rede. E claro que dois lagos nao podem ter
a mesma voltagem, mas nenhuma restricao adicional ¢ imposta. Descreve-se aqui

uma importante propriedade de tais redes:
Teorema 8.2.1. Redes reticulares sao redes cristalogrdficas.

Demonstracao. Seja (N, T ) uma rede reticular p-periédica. Devido a restri¢ao sobre
as voltagens em N/T, o grafo quociente de qualquer fibra geodésica de N deve ser
um laco. A partir da propriedade P, da Secao 4.3, sabe-se que ha pelo menos p
lacos com voltagens independentes correspondendo a fibras geodésicas. Seja S < T
o subgrupo gerado por este conjunto de voltagens: o indice de & em T é claramente
finito. Suponha agora que exista um automorfismo limitado nao trivial b mapeando
o vértice U em ¢(U). Entao f = t~'b é um automorfismo limitado nao trivial que
possui U como um vértice fixo. Pela propriedade P; da Secao 4.3, todas as fibras
geodésicas atravessando U sao também fixadas, e assim todo o subreticulo S(U) é
fixado por f. De acordo com o Corolério 7.4.1, qualquer representacao baricéntrica
periédica de (N, T), que também é uma representacao baricéntrica de (N,S), com
vértice-lattice S(U) fixado, apresenta colisdes. Isto ndo pode acontecer, pois N

contém um unico vértice-reticulo. Entao b = t. O

8.3 Grafos Fibra

Considere uma rede p-periédica (N, T) e suas fibras geodésicas ao longo da diregao
(t) € T. Sera construida agora uma rede (p — 1)-periédica a partir de um conjunto

de fibras geodésicas da rede p-periédica (N, T).

Definicao 8.3.1. O conjunto de vértices de um grafo fibra consiste na familia
de todas as fibras geodésicas ao longo de (t) que sdo equivalentes pelo grupo de

automorfismos limitados B(N).

Seja V; o conjunto de vértices de um grafo fibra de acordo com a definicao. Pode-
se claramente definir a distancia dg(F}, F») na rede N entre duas fibras geodésicas

Fy e F, pertencendo a V; como o comprimento de um menor caminho ligando as
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Figura 8.1: Uma representacio da rede nbo (grafo quociente K5®) com fibras ao
longo da diregao 100; as fibras coloridas (vermelhas e verdes) da rede 3-periédica for-
mam o conjunto de vértices de uma rede regular 2-peridédica de grau 8, apresentada
como uma projecao (grafo quociente: By).

duas fibras. Dado qualquer inteiro positivo n, define-se o grafo §, sobre V; de modo
que duas fibras F} e F; em V; sdo adjacentes em §, se dg(F1, Fy) < n. O grafo fibra
¢ definido como o grafo § = ., onde ¢ é o menor valor de n que produz um grafo
conexo. Note que a periodicidade de N garante a existéncia de c.

Alguns exemplos ilustrarao estes conceitos. A Figura 8.1 mostra a rede nbo e

). Fibras geodésicas ao longo da direcao 100 sdo caminhos

seu grafo de voltagem K3
infinitos, indicados em verde e vermelho para maior destaque, embora sejam todas
equivalentes por translacao. Em concordancia com a propriedade P, da Secao 4.3,
o grafo quociente F//S de tais fibras é o 2-ciclo de voltagem 100, destacado em
amarelo em K3 . Pode ser observado na figura que a distancia minima entre duas
fibras é igual a 2, e que cada fibra possui 8 vizinhos a esta distancia, levando a
rede fibra 2-periédica mostrada como projecao da rede nbo. Neste caso, o seguinte
procedimento de 2 passos pode ser utilizado para chegar ao grafo de voltagem do
grafo fibra diretamente do quociente da rede nbo. Primeiramente, o subgrafo F//S é
condensado num unico vértice (amarelo), levando ao novo grafo Ko @ e as voltagens
sao substituidas por suas projegoes no grupo quociente 7 /S: aqui deve-se apenas
apagar a primeira coordenada da voltagem original. No ultimo passo, somente o
vértice fibra é mantido e os lagos sdo inseridos, um para cada 2-ciclo de Ko™, A
voltagem sobre o lago é a mesma que a voltagem sobre o respectivo 2-ciclo, com a

condicao de que dois lagos nao podem ter a mesma voltagem, ou voltagens opostas.
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Figura 8.2: Uma representagao da rede pts com fibras ao longo da direcao 100;
as fibras coloridas (vermelhas e verdes) da rede 3-periddica formam o conjunto de
vértices de uma rede regular 2-peridédica de grau 8.
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Figura 8.3: Passos de reducao do (esquerda) grafo de voltagem da rede pts (C4?)

com o grafo de voltagem da fibra ao longo de 100 marcado em amarelo ao (direita)
grafo de voltagem do grafo fibra (By).

-100
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Figura 8.4: Uma fibra geodésica da rede pts ao longo de 100 e seu grafo de voltagem.
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A Figura 8.2 mostra a rede pts, com grafo quociente C4® mostrado na Figura 8.3
a esquerda. Em contraste com nbo, as fibras geodésicas nao sao degeneradas em
caminhos infinitos. Para maior clareza, a Figura 8.4 mostra uma unica fibra de
pts ao longo da direcao 100 e seu grafo quociente, também destacado em amarelo
como subgrafo de C4,® na Figura 8.3. Assim como na nbo, cada fibra est4 a uma
distancia igual a 2 de 8 fibras equivalentes, e com isso ambas as redes fibra de nbo
e pts ao longo da dire¢ao 100 sao isomorfas. Note que o isomorfismo ja é evidente
depois do segundo passo de redugao dos respectivos grafos de voltagem. De fato, o

@) 6 obtido em ambos os casos, e as voltagens se tornam iguais se uma

mesmo Ko
nova base (11,10) é usada para pts.

Considera-se finalmente a rede NC associada ao empacotamento esférico 4/4/019,
j& visto na Secao 7.8, desenhado na Figura 8.5 como uma representacao pseudo-
baricéntrica (vértices que colidem sao circulados aos pares). Fibras geodésicas ao
longo de 001 sao caminhos infinitos e existem duas fibras translacionalmente nao
equivalentes com grafo de voltagem destacado em amarelo na Figura 8.6. Cada
fibra estd a uma distancia igual a 2 da fibra que colide, e a uma distancia igual a 3
de oito fibras divididas em quatro pares que colidem. O grafo fibra § = §3 mostrado
como uma projecao na Figura 8.5 é entao regular de grau 9.

Agora serao estudadas as propriedades gerais de grafos fibra. Por construcao, § é
periédico com periodicidade (p — 1), mas ndo é necessariamente uma rede periddica,
ja que a 3-conectividade pode nao ser assegurada. Seja ¢ € B(/N) um automorfismo
limitado de N. Para qualquer par de fibras geodésicas F; e F» ao longo de (t), sabe-
se que suas imagens ¢(F}) e ¢(Fy) sao fibras geodésicas ao longo da mesma dire¢ao
(t), e mais ainda, dg(¢(F1), ¢(Fs)) = da(F1, Fy). Assim, ¢ induz um automorfismo
o em §. E claro que ¢ é também um automorfismo limitado e que a aplicacao
¢ — ¢ é um homomorfismo de grupos entre Aut(N) e Aut(F). Por conseguinte,
se ¢ possui ordem finita, entdo ¢®) também possui ordem finita. Mas o inverso
nao é verdade, uma vez que qualquer translagao ao longo de ¢t em N é mapeada na
identidade em Aut(§). Agora serd aplicado o conceito de grafos fibra para provar
a estabilidade do subconjunto dos automorfismos de ordem finita em Aut(N,T)
com respeito a composicao. O argumento é por indugao sobre a periodicidade p da
rede. O passo inicial (redes 1-periddicas) é demonstrado na préxima segao. O passo

indutivo é provado na Secao 8.5.
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Figura 8.5: Uma representacao da rede correspondente ao empacotamento esférico
4/4/019 com fibras geodésicas ao longo da dire¢do 001 - desenhadas ao longo da
vertical da pégina,; as fibras coloridas (verde e vermelha) da rede 3-periédica formam
um conjunto de vértices de uma rede 2-periddica regular de grau 9 mostrada como

projecao.

B 110 C

110/
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[B,F]/ 10 10
G 01
» 01
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Figura 8.6: Passos de reducao do (esquerda) grafo de voltagem da rede correspon-
dente ao empacotamento esférico 4/4/019 indicando em amarelo os grafos de volta-
gem das duas fibras geodésicas que colidem ao longo da direcao 001 até o (direita)
grafo de voltagem do respectivo grafo fibra.

130



8.4 Automorfismos Limitados de Ordem Finita

em Grades 1-Periodicas

Um automorfismo numa grade periédica pode ser considerado como uma permutagao
de vértices, e consequentemente pode ser escrito na notacao ciclica. Para automor-
fismos de ordem n, a decomposicao em ciclos contém apenas ciclos de tamanho no
maximo n. Por outro lado, um automorfismo limitado de ordem infinita contém
apenas ciclos infinitos. Suponha, por contradi¢ao, que exista um ciclo finito de com-
primento m na decomposi¢ao de um automorfismo ¢ de ordem infinita. Entao ¢™,
outro automorfismo limitado, possui vértices fixos; de acordo com a Propriedade P,

da Secao 4.3, ¢™ possui ordem finita, em contradicao com a hipdtese.

Lema 8.4.1. Um automorfismo limitado de ordem infinita numa grade 1-periddica

(N, T) se decompoe em um nimero finito de ciclos infinitos.

Demonstracao. Suponha que a célula unitaria da grade tenha sido levantada de uma
arvore geradora do grafo quociente N/7T. Seja entdo ¢ um automorfismo limitado
de ordem infinita com norma |¢| e n 0o nimero maximo de células separando dois
vértices a uma distancia |¢| em N. Por simplicidade, define-se uma supercélula
associada ao grupo de translacao 7" e as novas células €); para ¢ € Z sao indexadas
de acordo com a respectiva translagao t™ € T = (t) tal que Q; = t"({y) para
alguma célula origem 2. Isto é, de acordo com estas escolhas, dados dois vértices
A e B em Q; e Q; respectivamente, dg(A, B) > |¢| sempre que |j —i| > 1. Seja
z o numero de vértices da supercélula: os vértices em () originam no maximo z
ciclos infinitos na decomposicao em ciclos de ¢. Suponha agora que nem todos
os vértices em células €); para ¢ > 0 pertencam a estes ciclos e tome um deles,
V em € por exemplo, & menor distancia de €y (o préximo argumento pode ser
facilmente adaptado para ¢ < 0). Entao, todas as suas imagens ¢™(V) e ¢~™(V)
para m > 0 pertencem a supercélulas €2; para ¢ > [. Mais exatamente, para qualquer
supercélula €. (k > 1) existe um valor de r > 0 tal que ¢™ (V) € Q; com i > k para
todo m > r (Figura 8.7). Mas o mesmo também vale para ¢~ !. Seja D o didmetro
da supercélula (distancia maxima entre dois vértices da célula). De acordo com a
definigdo de supercélula, pode-se ver que existe uma imagem ¢*(V) (s > 0) na
mesma supercélula contendo ¢"(V'), consequentemente a uma distancia menor que
D deste vértice. Entao dg(¢"™*(V), V) =da(¢"(V),¢ *(V)) < D, uma contradi¢ao
ja que k pode ser tomado grande o suficiente de modo a impor dg (€, ) > D. O

Observacao 8.4.1. Vale a pena observar que o argumento desenvolvido na de-
monstracao acima tem uma importancia ainda maior. FEle também implica que as
imagens ¢"(V) e ¢~ "(V) (r > 0) de qualquer vértice por um automorfismo ¢ de

ordem infinita nao pode acumular no mesmo lado infinito de V.
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Figura 8.7: Imagens ¢—*(V') e ¢" (V') na mesma supercélula.
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Figura 8.8: Produto de (linha preta) uma permutagao ciclica ou (linha vermelha)
duas permutagoes ciclicas por uma transposigao (linha verde); todos os ciclos pos-
suem orientagao no sentido anti-horario. Linhas tracejadas indicam que o ciclo
correspondente pode ser finito ou infinito.

Agora serao vistas algumas propriedades de permutagoes em conjuntos infinitos.
Como qualquer ciclo finito pode ser escrito como um produto de transposigoes,
primeiramente serd analisado o produto (U, V')p de uma ou duas permutagoes ciclicas
p por uma transposicao (U,V). Este produto é esquematicamente mostrado na
Figura 8.8, onde cada permutacao ciclica é desenhada como um ciclo direcionado
e uma transposigao simples (U, V') foi representada como um 2-ciclo: todos estes
ciclos possuem orientacao no sentido anti-horario.

Duas situacoes diferentes podem ocorrer, mas em cada caso arestas entrando
sao trocadas em U e V' como resultado da composicao. Se ambos os vértices U e
V' pertencem ao suporte do mesmo ciclo, pode-se ver facilmente na Figura 8.8 que
a permutagao ciclica (em preto) seguida da transposicao (em verde) se decompde
em duas permutacoes ciclicas (em vermelho). Se o ciclo inicial é infinito, o produto
se decompoe em um ciclo finito e outro infinito. O suporte da permutacao finita
contém todos os vértices entre U e V| incluindo o primeiro vértice U. A operagao
toda também pode ser entendida como uma excisao do intervalo [U, V[ do suporte

do ciclo inicial, com subsequente fechamento de ambos os ciclos.
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Figura 8.9: Algumas combinagoes de permutagoes: em (a), uma transposigao com
ambos os vértices no suporte de um 16-ciclo causa uma excisao de um 8-ciclo. Em
(b), uma transposigdo com um vértice em cada 16-ciclo, causando sua insergao
e correspondente unido dos ciclos. Em (c), uma transposicao com os vértices no
suporte de um ciclo infinito provocando uma excisao de um 4-ciclo. Em (d), uma
transposicao com um vértice num ciclo finito e outro num infinito, causando sua
inser¢do e novamente uma unido dos ciclos. Em (e), uma transposi¢do com um
vértice em cada ciclo infinito, causando a troca das partes semi-infinitas. Observe
que, em (c), (d) e (e), o nimero de ciclos infinitos permanece inalterado.
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Se, por outro lado, U e V pertencem ao suporte de duas permutacoes ciclicas
disjuntas, pelo menos uma delas com suporte finito, o inverso claramente ocorre.
Isto é, ambos os ciclos abrem em U e V e o ciclo finito é inserido no outro. Se,
entretanto, ambos os ciclos sao infinitos, entao o produto ainda contém dois ciclos
infinitos que possuem trocadas as partes semi-infinitas comecando nos vértices U e

V. Entao foi provado o seguinte:

Lema 8.4.2. A composi¢ao de um produto finito de ciclos infinitos por uma trans-
posicao pode criar um ciclo finito por excisao, mas nao altera o numero de ciclos

infinitos.

Exemplo 8.4.1. Na Figura 8.9, pode-se observar o efeito de uma transposicao
(U, V), destacada em verde, sobre ciclos finitos e infinitos. Sempre uma aresta ver-
melha entrando em U passa a entrar em V', e uma aresta vermelha entrando em
V' passa a entrar em U. Desta forma, uma transposicao com ambos os vértices no
suporte de um mesmo ciclo provoca uma excisio (a). Se os vértices estio em ci-
clos diferentes, a transposi¢io os une, formando um unico ciclo (b). Em (c) e (d)
observam-se os andlogos a (a) e (b), com um dos ciclos sendo infinito. O resul-
tado também € uma excisao e uma inser¢ao, respectivamente. Finalmente, em (e),
quando cada vértice estd num ciclo infinito, ocorre a troca das partes semi-infinitas
de ambos. Em todos os casos, observa-se que o numero de ciclos infinitos nao foi

alterado.

Para a prova do proximo resultado, sera necessaria um tipo de convergeéncia
pontual para permutagoes em conjuntos infinitos. Diz-se que uma sequéncia p;,
1 € N de permutacoes admite o limite p se, para todo elemento U, pode-se encontrar

um inteiro n tal que p;(U) = p(U) sempre que i > n.

Lema 8.4.3. Numa grade 1-periédica N, o produto de dois automorfismos limitados
de ordens finita e infinita nao pode ser um automorfismo de ordem finita. Como
consequéncia, o conjunto de automorfismos limitados de ordem finita é estavel por

composicoes.

Demonstragao. Serd considerada a composicao f¢ de dois automorfismos limitados:
¢, de ordem infinita e f, de ordem finita, ambos escritos em sua forma ciclica.
Entdo ¢ = [[,.cx I'ks K C N contém um nimero finito de ciclos infinitos disjuntos
[y e f=]];ey Ci contém uma quantidade enumeravel de ciclos finitos disjuntos Cj,
que se decompoem como um produto de transposi¢oes C; = [] i Vi Define-se a

permutacao de vértices p,, = [[,, Cio, ou, recursivamente, p,,11 = Ciyi1Pm, com

i<m
po = Coo; claramente a sequéncia p,, converge para o produto f¢ ja que os ciclos C;
sao disjuntos. Note que as permutagoes p,, sao limitadas (|p,,| < |f| + |¢|) mas nao

precisam necessariamente ser automorfismos, apenas o limite p. Como o produto de
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ciclos disjuntos comuta, pode-se escolher a sequéncia C; de maneira que o suporte

da permutacao S,, = [],-,, C; cobre uma bola (ver definicdo no Capitulo 3) de raio

<m
que aumenta com m em torno da célula original €)y. Agora, somente transposicoes
vi; em S, que atuam num simples ciclo infinito de ¢ podem criar um ciclo finito
por excisao. Aplicando-se repetidamente o Lema 8.4.2, observa-se que o produto de
¢ e [[;<,, Ci ndo muda o numero de ciclos infinitos, mas pode criar uma quantidade
finita de ciclos finitos dentro da bola correspondente. Para que seja obtida uma
permutacao de ordem finita no limite m — oo, é necessario romper ciclos infinitos
em ciclos finitos neste limite. Mas isto s6 pode ocorrer se a distancia ao longo do
ciclo infinito entre os vértices trocados por transposicoes 7; ; no passo da excisao
nao sejam limitadas. Agora, numa grade 1-periddica, a distancia de algum vértice a
suas sucessivas imagens ao longo de qualquer ciclo infinito aumenta indefinidamente.
Entretanto, transposi¢oes nao limitadas nao podem existir na decomposicao em
ciclos de automorfismos limitados de ordem finita. Isto demonstra que o produto
f¢ nao pode ter ordem finita, ou equivalentemente, que nao é possivel encontrar
dois automorfismos limitados f e g de ordem finita tal que o produto f~'g = ¢

possui ordem infinita. O

A demonstracao é baseada na observagao de que, como a bola estd aumentando
no passo m, e seu raio ja é maior que |f| + |¢|, a acdo do ciclo C,, esta restrita
a vértices em um de seus limites. Note que a convergéncia ja é alcancada para
vértices no interior da bola. Depois da composicao de p,,—1 com C,,, os ciclos
infinitos resultantes em p,, ainda cruzam a bola em intervalos menores que |f| +
|¢|. Esta propriedade é mantida até o limite p. A eliminacao de ciclos infinitos
depois da convergéncia somente poderia ocorrer se ciclos finitos C), atuassem em
ambos os lados da bola. Um exemplo explicito do mecanismo de convergéncia para

permutacoes limitadas ou nao limitadas numa situagao semelhante é discutido no

Apéndice A.

8.5 Automorfismos Limitados de Ordem Finita

em Grades p-periddicas

Ainda é necessario um resultado preparatério para a generalizacao do Lema 8.4.3 a

grades de periodicidade arbitraria.

Lema 8.5.1. Se a orbita por algum automorfismo limitado ¢ de toda fibra geodésica

numa rede p-periodica N € finita, entao ¢ possui ordem finita.

Demonstragao. Seja D o diametro do grafo quociente N/7T. Um vértice arbitrario V'

em N esta a uma distancia menor que D de qualquer fibra num conjunto composto
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por p fibras geodésicas ao longo de direcoes independentes agindo como eixos de um
referencial. Como as orbitas destas p fibras sao finitas, entao a érbita de V' também
é finita, mostrando que alguma poténcia de ¢ fixa V', e consequentemente, de acordo

com a propriedade P, da Secao 4.3, ¢ possui ordem finita. O

Teorema 8.5.1. O conjunto F(N) de automorfismos limitados de ordem finita

numa grade p-periodica (N, T) € estdvel por composigoes.

Demonstragcao. A prova é por inducao sobre a periodicidade da grade. O Lema 8.4.3
mostra que o resultado é verdadeiro para grades 1-peridédicas. Suponha que o resul-
tado seja verdadeiro até a periodicidade p. Seja entao (N,7) uma grade (p + 1)-
periddica e suponha que ¢, ¢ € F(N) sejam tais que ¢1¢o ¢ F(N). De acordo
com o Lema 8.5.1, pode-se encontrar pelo menos uma fibra geodésica F' em N cuja
orbita pelo produto ¢;¢- € infinita. Considere entao o grafo fibra § p-periédico cor-
respondente e as imagens de tais automorfismos pela aplicagao Aut(N) — Aut(5F).
Observa-se que ¢, ) € F (), uma vez que a aplicagao descrita é um homomor-
fismo de grupos, mas ¢V, = (¢1¢2)(t) ¢ F(F), em contradigdo com a hipdtese

de indugao. O]

8.6 Teorema Fundamental das Redes Nao Crista-

lograficas

8.6.1 Redes NC com vértices fixos

Agora serao consideradas redes NC admitindo automorfismos limitados com vértices
fixos. Foi mostrado que tais automorfismos possuem ordem finita (Propriedade P, da
Secao 4.3). Serd denotado por F(N) o subconjunto dos automorfismos limitados de
ordem finita de B(N). O Teorema 8.5.1 mostra que F(N) é estdvel por composi¢oes;

¢ entao facilmente verificado que F(N) é subgrupo normal de Aut(N).

Teorema 8.6.1. As érbitas por F(N) do conjunto de vértices definem um sistema de

imprimitividade periodico com blocos finitos para o grupo de automorfismos limitados

B(N).

Demonstragcao. Sabe-se que as orbitas de um subgrupo normal formam um sistema
de imprimitividade [12]. Suponha que um bloco A contenha dois vértices trans-
lacionalmente equivalentes U e t(U). Entao existe f € F tal que f(U) = t(U),
ou f't(U) = U, de maneira que f~'t = g € F(N), e consequentemente
t = fg € F(N), uma contradi¢cao. Entdo um bloco deve conter no méximo um

vértice em qualquer vértice-reticulo. Seja agora A a orbita de U com respeito a
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F(N); como F(N) ¢ um subgrupo normal, tem-se tF(N)t~' = F(N), do que se
pode concluir que t(A) é a érbita de t(U). O

Seja o a respectiva particao equivoltagem do conjunto de vértices em blocos de
imprimitividade para B(N). E claro que o estabilizador B, de sigma é um sub-
grupo de F(N), ja que os blocos sao finitos. Por definicao, F(N) < B(N),, e
consequentemente F(N) = B(N), é transitivo em cada bloco. De acordo com o
capitulo anterior, é possivel atribuir voltagens ao grafo de voltagem da rede de ma-
neira a apresentar uma particao equivoltagem. Mais ainda, qualquer representagao

baricéntrica da rede vai apresentar colisoes de vértices.

8.6.2 Redes NC com arestas fixas

Suponha agora que alguma rede NC admita automorfismos limitados nao triviais
que fixam arestas, mas nao admita nenhum automorfismo limitado nao trivial que
fixa vértices. Isto implica que o respectivo automorfismo, que pode ser denotado por
¢, permuta os dois extremos da aresta fixa e que ¢* = id, a identidade de Aut(N).
A grade escada fornece um exemplo de tais automorfismos. A maneira de lidar com
tais redes é inserindo um vértice na aresta fixada (transformando a mesma num
caminho de tamanho 2). A nova rede possui automorfismos limitados de ordem 2
fixando os vértices adicionados, mas sem arestas fixas. Entao ha um sistema de
imprimitividade periédico para B(NN) com blocos finitos tal que i) os dois vértices
ligados ao vértice adicionado pertencem ao mesmo bloco e ii) o vértice adicionado
pertence a outro bloco. Se o vértice inserido for agora deletado, de forma a restaurar
a aresta original, é obtido um sistema de imprimitividade periédico nao trivial com
blocos finitos da rede inicial onde os dois vértices extremos da aresta fixa pertencem
ao mesmo bloco. Isto mostra que as conclusoes da subsecao anterior com respeito
a existéncia de uma particao equivoltagem do grafo de voltagem e com respeito a
existéncia de colisdes em qualquer representacao baricéntrica da rede também se

aplicam neste caso.

8.6.3 Redes NC com automorfismos limitados com agao li-

vre

Foi demonstrado no Capitulo 6 que qualquer rede NC N com grupo de automor-
fismos limitados ndo abeliano que atua livremente B(NN) pode ser obtida a partir
de um grafo finito ao se atribuirem voltagens (h;,t;) no produto direto H x Z"
as suas arestas, onde H é um grupo de permutacoes finito nao abeliano. Neste
caso, B(N) é isomorfo ao produto subdireto de H e Z" gerado pelas voltagens

(hi,t;). Suponha agora que as duas permutacoes h; e h; ndo comutem; o comutador
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[(histi), (hj, t;)] = ([his hy],0) corresponde a um automorfismo limitado nao trivial
de ordem finita. Entao o subgrupo F(N) é nao trivial, o que mostra que tais redes
também possuem um sistema de imprimitividade periddico com blocos finitos.
Suponha finalmente que um grupo abeliano de automorfismos limitados B(N)
atue livremente sobre a rede. Entdo pode-se tomar o quociente (finito) N/B(N)
(Teorema 6.1.1) e atribuir voltagens em B(N) as respectivas arestas, o que mostra
que B(N) é finitamente gerado. De acordo com o teorema fundamental de grupos
abelianos finitamente gerados, B(IV) é produto direto de grupos ciclicos [11]. O caso
em que B(N) é livre abeliano corresponde a uma rede cristalografica. Se B(N) é
abeliano, mas nao livre, entao existe algum automorfismo de ordem finita e pode-se
novamente concluir como acima. Entao acabou de ser demonstrado o Teorema

Fundamental das Redes Nao Cristalograficas:

Teorema 8.6.2. Qualquer rede nao cristalogrdfica pode ser representada por um
grafo de voltagem que possui uma particao equivoltagem. Qualquer representagao
baricéntrica periodica da rede apresenta colisoes de vértices. Vértices equivalentes
por automorfismos limitados de ordem finita sao projetados no mesmo ponto do

espaco Euclideano.

A reciproca da tultima afirmagao nao é verdadeira, e isto leva a um esquema de
classificacao para redes NC. Dada uma rede NC com sistema de imprimitividade o,
pode acontecer de a rede periddica N/o = Nj ser também NC, com sistema de impri-
mitividade ;. Denota-se entdao por Ny = N /03, e de forma indutiva Ny = Ni/oy.
O tamanho do grafo de voltagem Ny.1/T, que é o quociente de Ny /T pela particao
equivoltagem, é estritamente menor que o tltimo se a particao nao é a trivial. Como
redes reticulares (com quocientes de tamanho 1) s@o redes cristalograficas, o pro-
cesso tem que ser finito, e tem que terminar numa rede cristalografica. Pode-se dizer

que uma rede NC de tipo k se o quociente Ny é uma rede cristalografica.

8.7 A estrutura do grupo de automorfismos limi-

tados

Da andlise anterior pode-se deduzir que o grupo quociente B(N)/F(N) é em geral
um subgrupo do grupo dos automorfismos limitados da grade quociente N/o. Seja
¢ € B(N) e considere a classe de automorfismos ¢F(N) € B(N)/F(N). Como
somente automorfismos na classe identidade F(N) podem ter ordem finita, o quoci-
ente B(N)/F(N) nao possui automorfismos nao triviais de ordem finita. De acordo
com as conclusoes da ultima se¢ao, B(N)/F(N) é abeliano livre, e por isso isomorfo

a um subgrupo de translagao da rede periédica N/o. Isto leva ao teorema:
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Teorema 8.7.1. O grupo de automorfismos limitados B(N) da rede NC periddica
(N, T) éisomorfo ao produto semidireto de um grupo de translagdo T pelo subgrupo

F(N) de automorfismos limitados de ordem finita: B(N) =T x F(N).

Este tultimo resultado também fornece uma interpretagao simples para automor-
fismos limitados ¢ € B(NN). J& que eles podem ser escritos como um produto ¢ = ft
de uma translacao t € T seguido por um automorfismo de ordem finita f € F, pode-
se dizer que qualquer automorfismo limitado aproxima alguma translacao. Como os
blocos de imprimitividade sao finitos, existe uma cota superior |F| para a norma de
qualquer automorfismo de F(N)) de maneira que dg(o(V),t(V)) < |F| para qual-
quer vértice V da rede. Mais ainda, o automorfismo limitado ft possui o mesmo

efeito que a translagao t na representacao baricéntrica da rede.

8.8 Uma rede NC simples baseada em nbo

A Figura 8.10 mostra uma representacao pseudo-baricéntrica de uma rede NC cons-
truida a partir de nbo. Seu grafo de voltagem mostra uma particao equivoltagem
com apenas uma célula nao trivial: os dois vértices respectivos foram envolvidos com
um pequeno circulo amarelo em (b). Os vértices correspondentes em cada bloco da
rede podem permutar de maneira bem independente dos demais blocos. Isto for-
nece F(N) = 8223, de modo que o grupo de automorfismos limitados é isomorfo
ao produto entrelacado Z3 Wr S,. Tomando o quociente do grafo de voltagem pela
particdo equivoltagem, obtém-se o grafo quociente na Figura 8.10(c). Este grafo
também mostra uma particao equivoltagem com treés células formadas por pares de
vértices azuis, verdes e vermelhos, respectivamente. O quociente por esta particao
¢ o grafo de voltagem da rede nbo mostrado em (d). A rede nbo ¢é uma rede cris-
talografica, e entao a rede NC possui tipo 2. Também pode ser visto na figura que
a rede NC e a nbo possuem a mesma representacao baricéntrica.

Depois que os dois vértices circulados foram identificados no quociente N/o, um
Unico novo automorfismo limitado passa a existir. O respectivo grafo de voltagem
possui de fato um automorfismo de ordem 2 que preserva voltagens sobre todos os
ciclos; o automorfismo correspondente da rede comuta com o grupo de translagao de
modo que F(N/o) 2 Sy e B(N/o) =2 8, x Z3. Deve ser notado que o grafo de vol-
tagem N/T também apresenta um automorfismo que preserva voltagens sobre seus
ciclos, indicando a existéncia de um automorfismo limitado da rede que respeita
a estrutura peridédica. Este automorfismo, também de ordem 2, troca simultanea-
mente todos os pares de vértices que colidem. Consequentemente, automorfismos
do grafo de voltagem nao fornecem informagao suficiente para a caracterizacao do

grupo B(N). A andlise dos grupos de correlagdo mostra que permutagoes dentro das
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Figura 8.10: Uma representacao de uma rede NC construida a partir de nbo (a) e
a sequéncia de grafos de voltagem mostrando parti¢coes equivoltagem comecando do
grafo de voltagem da rede NC (b) ao grafo de voltagem da nbo (d).
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células da particao equivoltagem nao possuem correlacao no caso da rede N, mas

possuem correlagdo completa no caso de seu quociente N/o.

8.9 Consideracoes Adicionais

Os resultados do Capitulo 7 e do Capitulo 8 permitem a construcao do Teorema
Fundamental das Redes Nao Cristalograficas. Sabe-se a partir deste teorema que
todas as redes NC sao instaveis. Reciprocamente, isto também permite dizer que
redes estaveis sao cristalograficas. Também a partir do teorema sabe-se que os grafos
de voltagem de redes NC admitem particao equivoltagem. Na realidade, nao apenas
os grafos de voltagem de redes NC, mas de qualquer rede que possui um sistema
de blocos finitos de imprimitividade para o grupo dos automorfismos limitados. No
capitulo anterior, na Secao 7.5.5, foi visto que grafos de voltagem de algumas redes
cristalograficas admitem particao equivoltagem, o que implica colisoes de vértices
na representacao baricéntrica da rede. Entretanto, grupos de correlacao triviais
entre células diferentes proibem a existéncia de automorfismos limitados de ordem
finita. Com isto, é importante frisar que, mesmo que o grafo de voltagem de uma
rede instavel admita particao equivoltagem, ¢ necessaria uma analise desta particao
antes de classificar a rede como NC.

Para finalizar, é importante ter cuidado com a reciproca: alguns grafos de volta-
gem nao admitem particao equivoltagem e nem correspondem a redes cristalograficas
instaveis [4]. O caso de grafos de voltagem com uma ponte (uma aresta que, se re-
tirada, desconecta o grafo) é conhecido, mas condi¢oes mais gerais ainda nao foram

determinadas.
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Capitulo 9

Conclusoes

9.1 Resultados

O objetivo inicial de estudar em que condigoes as redes periddicas nao cristalograficas
apresentam colisoes em suas representacoes baricéntricas foi completamente atin-
gido, e dividido neste trabalho em trés etapas: o Capitulo 6, correspondendo ao
artigo [7]; o Capitulo 7, baseado no artigo [8] e o Capitulo 8, correspondendo ao
artigo [39].

O Capitulo 6 compreende as redes NC que possuem grupos de automorfismos
limitados B(NN) nao abelianos que atuam livremente. O Teorema 6.1.1 assegura que
tais grupos de automorfismos limitados sao finitamente gerados, o que simplifica a
abordagem. Esta natureza mais simples permite concluir nao apenas que as repre-
sentagoes baricéntricas de tais redes possuem colisées (Corolario 6.1.1), mas também
permite o desenvolvimento de um método para construcao de exemplos de redes NC
com tais caracteristicas, explorado na Secao 6.2. Ao fim do capitulo, demonstra-
se que qualquer rede NC com grupo de automorfismos limitados nao abeliano que
atua livremente B(N) pode ser obtida a partir de um grafo finito ao se atribuirem
voltagens (h;,t;) no produto direto H x Z" as suas arestas, onde H é um grupo de
permutagoes finito nao abeliano (Proposigao 6.3.1).

O Capitulo 7 trata de redes (cristalogréificas ou nao) com blocos finitos de
imprimitividade para o grupo dos automorfismos limitados B(/N). Inicialmente,
¢ introduzido um exemplo nao trivial de representacao baricéntrica limitada (Fi-
gura 7.1); técnicas baseadas em representagoes limitadas e na ferramenta vetor re-
presentacao, definida na Secao 7.2, permitem a demonstracao de um teorema de
unicidade (Teorema 7.2.1), que garante a existéncia de uma, e somente uma, repre-
sentagao baricéntrica limitada por segmentos de uma rede periddica que leva um
dado vértice-reticulo sobre algum ponto-reticulo pré-definido no espago Euclideano.

Este resultado, além de uma importancia solo, permite a demonstracao de dois co-
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rolarios. O Corolario 7.4.1 afirma que se existe um automorfismo f nao trivial na
rede periddica (N, T) que fixa todo vértice num vértice-reticulo [X], entao qualquer
vértice em (N, T') colide com sua imagem por f em qualquer representagao periddica
baricéntrica da rede no espago Euclideano. Ainda mais importante, o Corolario 7.4.2
é o apice deste capitulo, e garante que redes peridédicas com um sistema nao trivial
de blocos finitos de imprimitividade para o subgrupo de automorfismos limitados
B admitem colisdes em qualquer representacao baricéntrica no espaco Euclideano,
cada bloco sendo representado por um unico ponto. Como consequéncia, o grafo de
voltagem apresenta uma particao equitavel que respeita as voltagens sobre as ares-
tas, entitulada partigdo equivoltagem (Secao 7.5). Permutagcoes entre os elementos
dos blocos de imprimitividade e que sao restritas pela existéncia das arestas entre
blocos sao caracterizadas por grupos de correlacao (Segao 7.6), uma ferramenta que
permite um maior entendimento sobre o grupo dos automorfismos limitados B nestes
casos. Exemplos nao triviais de redes NC (com pontos fixos e sem pontos fixos) sao
explorados do ponto de vista das parti¢oes equivoltagem e dos grupos de correlagao,
e um algoritmo geral é proposto na Secao 7.7. O grupo B de uma tal rede pode ser
descrito utilizando-se produtos entrelagados de grupos de permutacoes finitos por
grupos de translacoes.

O Capitulo 8 foca num subconjunto de B(N) que tem importancia central neste
trabalho: o conjunto dos automorfismos de ordem finita F(NN) de uma rede NC.
Demonstra-se, através de técnicas de convergéncia de permutagoes (Lema 8.4.3) e
da utilizacao da ferramenta grafo fibra, que tal conjunto é estavel por composicoes
(Teorema 8.5.1), e a partir dai demonstra-se que ele é na realidade um subgrupo
normal de B(NV). Isto permite a construgao de uma partigao do conjunto de vértices
em blocos finitos de imprimitividade através das 6rbitas de F (V) (Teorema 8.6.1.
Analisando cada um dos casos possiveis para B(V), conclui-se que toda rede NC ad-
mite particao do conjunto de vértices em blocos finitos de imprimitividade através
das érbitas de F(N). Pelos resultados do capitulo anterior, entao, pode-se con-
cluir o Teorema Fundamental das Redes NC (Teorema 8.6), que garante que se
(N, T) é uma rede periédica NC, entdo para uma escolha adequada de origens nos
vértice-reticulos, o grafo quociente admite uma particao equivoltagem, e qualquer

representacao baricéntrica admite colisao de vértices.

9.2 Sugestoes para pesquisas futuras

Embora os objetivos propostos no inicio deste trabalho tenham sido completamente
atingidos, ainda h& muito espaco para pesquisa. Primeiramente, um dos préximos
objetivos pode ser a busca por exemplos de redes NC. Neste trabalho, a teoria

e as ferramentas para a exploracao deste tema foram bem desenvolvidas, mas os
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exemplos podem ser mais explorados. A busca por novos exemplos pode ser realizada
tanto pela pesquisa exaustiva na literatura atual (como foi feito com os exemplos
de Sowa na Secao 7.8), quanto através do desenvolvimento de métodos para geragao
sistematica de exemplos nao triviais. Também pode ser uma meta a criagao de
programas que identifiquem de imediato uma rede NC.

Outro tipo de problema que pode ser investigado é o de redes cristalograficas
instaveis. Observe que redes NC foram caracterizadas como redes instaveis, o que
automaticamente implica que redes estaveis devem ser cristalograficas; as redes cris-
talograficas instaveis, no entanto, nao foram estudadas. Que condi¢oes devem sa-
tisfazer tais redes, e quais sao suas propriedades? Isto precisa ser estudado com
profundidade.

Também hé espaco para uma abordagem mais completa com respeito a classi-
ficagao dos grupos de automorfismos de redes NC em termos de Teoria de Grupos,
explorando melhor o fato de que tais grupos sao produtos subdiretos de produtos
entrelacados de grupos.

De uma forma geral, a natureza rica do problema, que herda conceitos de duas
grandes areas (Teoria de Grafos e de Teoria de Grupos), produz um imenso repertério

de ferramentas e problemas, que podem ser explorados nas préximas investidas.
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Apeéendice A

Convergeéncia de permutacoes em
7.

Pode-se dizer que uma permutagao p € Z é limitada se existe um inteiro |p| tal que
Ip(i) — 7| < |p|, para qualquer i € Z. Defina a translagdo ¢ : i — i + 1 de ordem
infinita e duas permutagoes de ordem finita f = [[,(2¢,2i + 1) e g = [[.(¢, —i) para
1 € Z; t e f sao limitadas, g nao é. O primeiro produto ft:2i— 1+~ 2¢+ 1, contém
um unico ciclo limitado infinito transladando todos os ntimeros fmpares e fixa todo
nimero par. O segundo produto gt = [[,(—¢,7 — 1) contém infinitos 2-ciclos e nao
¢ limitado.

No primeiro caso, pode-se definir p,,, = ngm(%, 2i+1)t, que fixa nimeros pares
no intervalo —2m < i < 2m, envia i a i + 1 para |i| > 2m e 2i — 1 a 2i + 1 para
li| < 2m. Claramente p,, converge a ft, cada p,, contém um unico ciclo infinito,
bem como o limite.

No segundo caso (Figura A.1), define-se p,, = [[;,,(i, —i)t, que contém m 2-
ciclos (—i,i — 1) para i < m e contém um ciclo infinito que envia i a i + 1 para
1< —m—1ei>m, mas envia —m — 1 a m. Em outras palavras, o ciclo infinito é
igual a t nas duas partes semi-infinitas ¢+ < —m — 1 e ¢ > m mas vai diretamente de
—m — 1 a m. Embora todo p,, contenha um tnico ciclo infinito, seu limite gt nao

possui nenhum.
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Figura A.1: Os dois primeiros passos (m = 0 e m = 1) mostrando as duas primeiras
excisdes de py, = [[;,, (4, —i)t.
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transposicao, 9
triplo hcb, 115
triplo sql, 108

ULD, 107

vértices
adjacentes, 21
incidentes a uma aresta, 21
independentes, 21
vetor representacao, 96
voltagem, 42

atribuicao de, 42

152



