li.l“l o COPPE
<
Instituto Alberto Luiz Coimbra de U F RJ
Pés-Graduagao e Pesquisa de Engenharia

SOBRE A MATRIZ DISTANCIA E SUAS LAPLACIANAS

Celso Marques da Silva Junior

Tese de Doutorado apresentada ao Programa
de Poés-graduagao em Engenharia de Produgao,
COPPE, da Universidade Federal do Rio de
Janeiro, como parte dos requisitos necesséarios
a obtenc¢ao do titulo de Doutor em Engenharia

de Producao.

Orientadores: Maria Aguieiras Alvarez de
Freitas

Renata Raposo Del-Vecchio

Rio de Janeiro
Agosto de 2015



SOBRE A MATRIZ DISTANCIA E SUAS LAPLACIANAS

Celso Marques da Silva Junior

TESE SUBMETIDA AO CORPO DOCENTE DO INSTITUTO ALBERTO LUIZ
COIMBRA DE POS-GRADUACAO E PESQUISA DE ENGENHARIA (COPPE)
DA UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO DE JANEIRO COMO PARTE DOS
REQUISITOS NECESSARIOS PARA A OBTENCAO DO GRAU DE DOUTOR
EM CIENCIAS EM ENGENHARIA DE PRODUCAO.

Examinada por:

Profa. Maria Aguieiras Alvarez de Freitas, D.Sc.

Profa. Renata Raposo Del-Vecchio, D.Sc.

Profa. Nair Maria Maia de Abreu, D.Sc.

Profa. Cybele Tavares Maia Vinagre, D.Sc.

Prof. Carlos Hoppen, Ph.D.

Prof. Fabio Protti, D.Sc.

RIO DE JANEIRO, RJ — BRASIL
AGOSTO DE 2015



Silva Junior, Celso Marques da

Sobre a Matriz Distancia e suas laplacianas/Celso
Marques da Silva Junior. — Rio de Janeiro:
UFRJ/COPPE, 2015.

XI, 128 p.: il.; 29, 7em.

Orientadores: Maria Aguieiras Alvarez de Freitas

Renata Raposo Del-Vecchio

Tese (doutorado) — UFRJ/COPPE/Programa de
Engenharia de Produgao, 2015.

Referéncias Bibliograficas: p. 118 — 128.

1. Matriz distancia. 2. Matriz distancia laplaciana.
3. Matriz distancia laplaciana sem sinal. I. Freitas,
Maria Aguieiras Alvarez de et al. II. Universidade Federal
do Rio de Janeiro, COPPE, Programa de Engenharia de
Producao. III. Titulo.

il




v

Ao meu pai (in memoriam)
A minha mae e irma
A minha avd, Adelina

A meu amor, Anna Carolina.



Agradecimentos

A minha mae, minha avé Adelina (uma segunda mae), e minha irma, por terem
me incentivado e ajudado em todos os momentos. A presenca delas tornou tudo
mais facil.

Ao meu pai (in memoriam), por tudo que me ensinou, especialmente os va-
lores que formaram meu carater, e por ter me transmitido toda sua paixao pela
matematica. Os melhores problemas sempre serao aqueles que estudamos juntos.

A meu amor, Anna Carolina, dona das melhores gargalhadas, por ter sido uma
grande companheira durante esta jornada.

A minha avé Sylla, que mesmo distante sempre torceu pelo meu sucesso.

As minhas orientadoras, Maria Aguieiras A. de Freitas e Renata R. Del-Vecchio,
pela sugestao do tema e apoio na elaboracao deste trabalho. Os diversos conselhos
e conversas, nos melhores momentos e nos mais dificeis, foram fundamentais para
minha formacao.

A professora Nair M. Maia de Abreu, por ter me recebido e apoiado no inicio
desta jornada.

Ao professor Vladimir Nikiforov, pelos quinze dias intensos que passei em
Memphis e tudo que seguiu.

A amigos queridos que acompanharam a loucura dos ultimos anos.

A todos os componentes do grupo TEG-Rio, pela colaboragao e pelo companhei-
rismo.

A todos os funcionarios do PEP, pela atencao e pelo profissionalismo.

Ao CNPq, pelo apoio financeiro na realizacao deste trabalho.



Resumo da Tese apresentada &8 COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessarios

para a obtencao do grau de Doutor em Ciéncias (D.Sc.)

SOBRE A MATRIZ DISTANCIA E SUAS LAPLACIANAS

Celso Marques da Silva Junior

Agosto/2015

Orientadores: Maria Aguieiras Alvarez de Freitas

Renata Raposo Del-Vecchio

Programa: Engenharia de Producao

O objetivo deste trabalho é estudar, sob o ponto de vista da Teoria Espectral
de Grafos, as matrizes distancia e suas laplacianas, buscando novas propriedades,
cotas e aplicacoes. Resolvemos duas conjecturas, envolvendo o maior autovalor da
matriz distancia laplaciana de um grafo conexo e sua multiplicidade, propostas por
AOUCHICHE e HANSEN (Some properties of the distance Laplacian eigenvalues
of a graph, Czechoslovak Mathematical Journal, v. 64, n. 3, pp. 751-761, 2014).
Consideramos o problema de serem inteiros todos os autovalores de uma dada ma-
triz associada a um grafo, nos casos particulares das laplacianas da matriz distancia,
obtendo diversos avancos. Também obtemos novas cotas para a maior e a menor
entradas do autovetor principal da matriz distancia laplaciana sem sinal. Por fim,
discutimos possibilidades de aplicagoes da matriz distancia de um grafo para o de-
senvolvimento de outras areas da Teoria de Grafos. Particularmente, abordamos as
medidas de centralidade e a teoria de convexidade. Em ambos os casos, propomos

definicoes, de teor espectral.

vi



Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Doctor of Science (D.Sc.)

ON THE DISTANCE MATRIX AND ITS LAPLACIANS

Celso Marques da Silva Junior

August /2015

Advisors: Maria Aguieiras Alvarez de Freitas

Renata Raposo Del-Vecchio

Department: Production Engineering

The goal of this work is to study, from the point of view of Spectral Graph
Theory, the distance matrix and its Laplacians, looking for new properties, bounds
and applications. We solve two conjectures involving the largest eigenvalue of the
distance Laplacian matrix of a connected graph and its multiplicity, proposed by
AOUCHICHE and HANSEN (Some properties of the distance Laplacian eigenvalues
of a graph, Czechoslovak Mathematical Journal, v. 64, n . 3, pp. 751-761, 2014).
We consider the problem of characterizing graphs such that the eigenvalues of a
given matrix associated with them are integers, in the particular cases of Laplacians
for the distance matrix, obtaining some new results. We also determine new bounds
on the minimal and maximal entries of the principal eigenvector of the distance
signless Laplacian. Finally, we discuss potential applications of the distance matrix
for the development of other areas of Graph Theory. In particular, we discuss the
centrality measures and the convexity theory. In both cases, we propose definitions,

of spectral content.

vil



Sumario

Lista de Figuras X
1 Introducgao 1
2 Definicoes e resultados preliminares 4
2.1 Conceitos basicos em Teoria de Matrizes . . . . . . .. .. ... ... 4
2.2 Conceitos bésicos em Teoria de Grafos . . . . . .. . ... ... ... 8
2.3 Conceitos basicos em Teoria Espectral de Grafos . . . . . . . ... .. 11
3 As laplacianas da matriz distancia 13
3.1 Matriz distancia e suas laplacianas . . . . . .. ... ... ... ... 13
3.2 Autovalores da matriz distancia sem sinal e o indice de Wiener . . . . 24
3.3 Propostas para trabalhos futuros . . . .. ... ... ... ... ... 30
4 Sobre algumas conjecturas a respeito das laplacianas da matriz

distancia 31
4.1 Fungoes de grafos maximizadas pelo caminho. . . . . . . . . ... .. 32
4.1.1 A funcdo Fj(G) e seu maximo . . . . . ... ... ... 32

4.1.2 A fungao Fy(G) aplicada a matriz distancia e suas laplacianas 40
4.1.3 Propostas para trabalhos futuros . . . ... .. ... ... .. 42
4.2 Sobre a multiplicidade de autovalores da matriz distancia laplaciana . 42
4.2.1 P, como um subgrafo proibido e o espectro distancia laplaciano 43

4.2.2  P5; como um subgrafo proibido e o espectro distancia laplaciano 45

4.2.3 Propostas para trabalhos futuros . . . . .. .. ... ... .. 49
Grafos D'-integrais e D?-integrais 50
5.1 Alguns resultados sobre grafos D -integrais e grafos D%-integrais . . . 51
5.2 Familias infinitas de grafos D%-integrais . . . . .. .. ... .. ... o7
5.3 Propostas para trabalhos futuros . . . . ... ... ... L. 62

Sobre a maior e a menor entrada do autovetor principal da matriz

distancia laplaciana sem sinal 63

viil



6.1 A corregao de um teorema e a familia de grafos G(n, a, %) . . . . .. 65
6.2 Sobre a menor entrada do autovetor principal da matriz distancia
laplaciana sem sinal . . . . . . .. ... ... 69

6.3 Sobre a maior entrada do autovetor principal da matriz distancia

laplaciana sem sinal . . . . . .. ... Lo 76

6.4 Propostas para trabalhos futuros . . . . . ... ... ... ... ... 84

7 Medidas de centralidade e convexidade em grafos 85
7.1 Medidas de centralidade . . . . .. .. ... ... ... 86
7.1.1 Algumas medidas de centralidade . . . . . .. ... ... ... 86

7.1.2 Uma nova medida de centralidade . . . . . . .. ... ... .. 89

7.1.3 Algumas propriedades da medida de proximidade espectral . . 94

7.1.4 Comparando as centralidades de proximidade e de proximi-

dade espectral . . . . . ... ... oL 97

7.2 Convexidade em grafos . . . . . . . .. ... L. 101
7.3 Propostas para trabalhos futuros . . . . ... ... ... L. 114

8 Consideracgoes finais 116
Referéncias Bibliograficas 118

1X



Lista de Figuras

2.1

3.1

3.2

3.3
3.4

3.5
3.6

3.7
3.8

5.1
5.2
2.3
5.4
3.5

7.1
7.2

7.3
7.4

7.5
7.6

Grafo 3-fan. . . . . . 10

Grafo 14-transmissao regular apesar de nao ser regular, ja que d(v;) #

d(Va). o 15
Grafo regular e nao transmissao regular, ja que T,.(v1) = 26 e T,.(vq) =

24, L e 16
Grafo de Peterson e seus espectros. . . . . . . .. ... ... .. ... 18

Arvores nio isomorfas com os mesmos autovalores para a matriz ad-
jacéncia: (2,30278;1,30278;04); —1,30278; —2,30278). . . . .. ... 19
O menor par de arvores D-coespectrais nao isomorfas. . . . . . . .. 19

Arvores que possuem o mesmo indice de Wiener, igual a 306, e nao

sdo L-coespectrais, DF-coespectrais, nem D%-coespectrais. . . . . . . 26
Grafos do tipo G*. . . . . ... 27
Grafos do tipo G™. . . . . .. 27
CS2 52
M CS;2 .................................. 52
ECSS 53
MECS f’z. ................................. 53
Sp(DR(G) = (21,11,10®),8G)) . . . . .. 61
Grafo onde v; possui a maior centralidade de grau . . . . . . . . . .. 87

Grafo onde apenas vg nao admite outro vértice com mesma trans-
missao e apenas dois valores de excentricidade sao atribuidos aos
VETEICES. . . . . 90
Grafo onde ¢,(v3) > ¢,(vs), Cpe(V3) < Cpe(v6) € Ce(v3) < ce(vg). . . . . 93
Grafo onde o conjunto de vértices que assumem a maior centralidade

de proximidade e o conjunto de vértices que assumem o maior valor

de proximidade espectral sao disjuntos. . . . . . . ... ... L. 94
Grafo onde o conjunto S = {vy,v9,v6} é geodésico. . . . . . ... .. 104
Ct(G) = {U27U77U9} € V10 ¢ ][Ct(G)} .................. 106



7.7 O contorno é geodésico? Sim para os arredondados, nao necessaria-
mente para os retangulos sélidos e estda em aberto para os retangulos
tracejados. . ... Lo

7.8 Grafo G cujo subgrafo induzido por S = {vy, v, v3} tem como matriz
distancia uma submatriz principal de D(G), embora S nao seja um

subconjunto convexo. . . . ... ...

7.9 [CHO) = [CL(G)] = V(G) « o oo

7.10 Grafo que possui conjunto de contorno nao geodésico e conjunto de
contorno espectral geodésico. . . . . ...

7.11 Grafo cujo conjunto de contorno espectral, geodésico, tem cardinali-

dade menor que o conjunto de contorno, também geodésico. . . . . .

x1



Capitulo 1

Introducao

A Teoria Espectral de Grafos estuda propriedades de um grafo por meio de
suas representacoes matriciais e de seus respectivos espectros. Destacam-se entre as
matrizes comumente estudadas a adjacéncia, a laplaciana, a laplaciana sem sinal e
a distancia.

Segundo MIHALIC et al. [1], as origens da matriz distancia podem ser remetidas
ao trabalho inicial de CAYLEY [2] , em 1841, embora a matriz tenha sido introduzida
de forma rudimentar por BRUNEL [3], em 1895. Apds o importante resultado obtido
por GRAHAM e POLLACK [4] em 1971 , verificando que o determinante da matriz
distancia de uma &arvore, nao valorada, depende apenas do seu niimero de vértices,
esta matriz ganhou grande notoriedade, e até hoje suas propriedades espectrais sao
pesquisadas. Chama aten¢ao na matriz distancia de um grafo sua possibilidade de
aplicacoes [5-10], com destaque para a Quimica [1] onde, por exemplo, o indice de
Wiener desempenha importante papel como descritor de estruturas de moléculas.

Ja em 2013, motivados pelas definigoes ja consagradas de laplaciana e lapla-
ciana sem sinal associadas a matriz de adjacéncia de um grafo, AOUCHICHE e
HANSEN [11] propuseram duas laplacianas para a matriz distancia de um grafo:
a matriz distancia laplaciana e a distancia laplaciana sem sinal. Os resultados ini-
ciais mostram que estas novas matrizes podem se comportar tao bem ou melhor
quando comparadas a matriz de adjacéncia e suas laplacianas, além da prépria ma-
triz distancia, no sentido de estarem associadas a um menor nimero de pares de
grafos nao isomorfos com o mesmo espectro. Ainda em [11] foi verificado, compu-
tacionalmente, que considerando todas as arvores com até 20 vértices, nao existem
arvores nao isomorfas que compartilhem o mesmo espectro distancia laplaciano nem
o mesmo espectro distancia laplaciano sem sinal. Recentemente, diversos trabalhos
vem sendo publicados a respeito destas matrizes [12-22].

A proposta central deste trabalho é estudar, sob o ponto de vista da Teoria Es-
pectral de Grafos, as matrizes distancia e suas laplacianas, buscando novas proprie-

dades, cotas e aplicacoes. Para isto, fazemos uma revisao de definicoes e resultados



ja presentes na literatura, os quais, em parte, apresentamos ao longo deste texto
junto a diversos avancos e resultados de nossa autoria, a respeito destas matrizes.

Organizamos o trabalho da seguinte forma: no Capitulo 2 se encontram as nogoes
basicas de Teoria de Matrizes, de Teoria de Grafos e de Teoria Espectral de Grafos,
necessarias a compreensao do texto.

O Capitulo 3 é dedicado ao estudo de propriedades espectrais das laplacianas da
matriz distancia. Na primeira se¢ao, fazemos um breve apanhado histérico sobre a
introducao e o desenvolvimento da matriz distancia de um grafo e citamos alguns
resultados relacionados a esta matriz que sao necessarios no seguimento do texto.
Definimos entao as laplacianas associadas a matriz distancia de um grafo. Repro-
duzimos, ainda nesta se¢do, alguns resultados presentes em [11-13, 15] a respeito
das laplacianas da distancia. Optamos por citar apenas o que consideramos indis-
pensavel para que o leitor possa conhecer estas matrizes e seu comportamento. A
segunda secao deste capitulo é dedicada a estudar as consequéncias da Proposicao
3.2.4, que afirma que a soma dos autovalores, tanto da matriz distancia laplaci-
ana como da distancia laplaciana sem sinal de um grafo é igual a duas vezes o seu
indice de Wiener. Nela, se encontram nossas primeiras contribui¢oes ao estudo das
laplacianas da matriz distancia.

O quarto capitulo tem como objetivo central apresentar as solugoes, de nossa au-
toria, de duas conjecturas, propostas por AOUCHICHE e HANSEN [12], a respeito
da matriz distancia laplaciana de um grafo conexo. Em decorréncia da dedicacao a
estes problemas, obtemos também outros avancos que sao apresentados. Tais resul-
tados estao no artigo, aceito para publicacao, DA SILVA JUNIOR e NIKIFOROV
[23] e submetidos em DA SILVA JUNIOR et al. [24].

No Capitulo 5, voltamos nossa atengao ao estudo da integralidade para as matri-
zes distancia laplaciana e distancia laplaciana sem sinal. Em ambos os casos, apre-
sentamos condicoes necessarias e suficientes para que grafos pertencentes a algumas
classes especiais de grafos tenham seu espectro distancia laplaciano ou seu espectro
distancia laplaciano sem sinal compostos apenas por niimeros inteiros. Também
construimos diversas familias infinitas de grafos D-integrais e D@-integrais. Os
resultados que compoem este capitulo foram submetidos em DA SILVA JUNIOR
et al. [25].

No sexto capitulo, obtemos novas cotas para a maior e menor entradas do au-
tovetor principal da matriz distancia laplaciana sem sinal, além de apresentar um
contra-exemplo e corrigir um dos teoremas centrais presentes em [26]. No Corolario
6.1.6 obtemos também uma cota simples, porém inédita, para o indice da matriz
distancia sem sinal em funcao do nimero de vértices do grafo e seu nimero de
independéncia. Os resultados deste capitulo estao publicados em DAS et al. [27],

No sétimo capitulo, voltamos nossa atencao a possiveis aplicagoes da matriz



distancia de um grafo, com enfoque em dois tépicos: centralidade em grafos e con-
vexidade em grafos. Na primeira secao, fazemos uma revisao sobre a relevancia do
estudo de medidas de centralidade, bem como de algumas medidas que sao utilizadas
durante o texto. Apesar de ndo termos incluido neste texto, publicamos [28] uma
aplicagao das centralidades de grau e autovetor ao estudo de coligacoes partidarias
em colaboracao com os professores Boaventura-Netto e Jurkiewicz. Por fim, propo-
mos uma nova medida de centralidade, associada a matriz distancia e de natureza
espectral, a qual denominamos medida de proximidade espectral. Apresentamos di-
versas propriedades a respeito desta nova medida além de fazermos comparacoes
com a medida de proximidade, ja consagrada.

Na segunda secao, apds uma revisao sobre teoria de convexidade e teoria de
convexidade em grafos, e motivados pela defini¢ao ja existente de conjunto de con-
torno de um grafo, introduzimos um novo subconjunto de vértices de um grafo, de
natureza espectral, que chamamos conjunto de contorno espectral. Em ambos os
casos, geramos diversos exemplos para compreender e justificar a introducao de tais
conceitos. Sobre o conjunto de contorno espectral, enfatizamos o fato de nao termos
encontrado, na literatura, intersecao entre a teoria espectral e teoria de convexidade
em grafos.

Ao final dos Capitulos 3, 4, 5, 6 e 7 apresentamos propostas para trabalhos
futuros, relativas ao contetudo ali discutido. No oitavo e tltimo capitulo trazemos
nossas consideragoes finais, onde destacamos as contribuigoes inéditas contidas neste
trabalho.



Capitulo 2

Definicoes e resultados

preliminares

O objetivo deste capitulo é apresentar uma colecao de definicoes e resultados
de Teoria de Matrizes, de Teoria de Grafos e de Teoria Espectral de Grafos que
sao necessarios para o desenvolvimento deste trabalho. Em geral, nao incluimos

demonstragoes, mas sempre sugerimos uma referéncia onde podem ser encontradas.

2.1 Conceitos basicos em Teoria de Matrizes

Nesta secao, vamos rever algumas defini¢coes e apresentar alguns resultados de
Teoria de Matrizes, com énfase em matrizes simétricas, uma vez que as matrizes que
utilizamos para representar um grafo neste trabalho sao todas simétricas. Portanto,
fora mencao em contrario, todas as matrizes consideradas sao quadradas. Como
referéncias podemos citar [29, 30].

Seja M = [m, ;] uma matriz quadrada de ordem n com entradas reais. A trans-
posta de M é a matriz M7 = [k; ;] satisfazendo k; ; = m;;, 1 <i,5 <n. Se M =
M, dizemos que a matriz M é simétrica.

A matriz M é invertivel se existe uma matriz N tal que MN = NM = I, onde
I representa a matriz identidade de ordem n. Neste caso, N é dita inversa de M e
representada por M 1.

Sex = (z1,...,2,) ey = (y1,...,yn)? sdo vetores de R", entao:
e O produto interno de x ey é dado por (x,y) = > ,_, Txyr = X' y;

e A p-norma do vetor x é definida por:

1/p
Hx”p = (\xlyp +|zalp + ... F ]xn]p> , se 1<p< .



Se ||x||, = 1, dizemos que o vetor x é p-normalizado, ou simplesmente unitdrio,

quando nao for necessario explicitar a p-norma utilizada.

Um subconjunto S = {x1,...,x;} de R” é denominado ortogonal se quaisquer
dois vetores distintos em S s@o ortogonais, isto é, se (x;,x;) = 0 para i # j. Se,
além disso, ||x;]|, = 1, para i =1,...,k, dizemos que o conjunto S é ortonormal.

Dizemos que a matriz M é ortogonal quando M~' = M”. Uma matriz de
ordem n é ortogonal se, e somente se, suas linhas (ou colunas) formam um conjunto
ortonormal de vetores em R".

O trago da matriz M, traco(M), é a soma dos elementos da diagonal principal
de M.

O polinémio caracteristico da matriz M ¢é definido por Py (z) = det(xl — M),
e suas raizes, A1, Ag, ..., \,, sao chamadas autovalores de M. Se A é um autovalor
de M e v # 0 em R" é tal que Mv = Av, dizemos que v é um autovetor de M
associado ao autovalor A. Autovetores associados a autovalores diferentes de M sao
linearmente independentes.

Para toda matriz M temos que det(M) = A Aa... A, e trago(M) = A\ + Ay +
o A

Denotamos por J,, 3, ou, simplesmente, por J, quando o = 3, a matriz de ordem
a X B que possui todas as entradas iguais a 1 . Por 1, representamos um vetor que
tem todas as suas « coordenadas iguais a 1 e, sempre que for evidente o ntimero
de entradas que o vetor possui, usamos apenas 1. Por 0 denotamos a matriz que
possui todas as entradas nulas, com a ordem conveniente.

O resultado que apresentamos a seguir é 1til no Capitulo 6.

Teorema 2.1.1. [31] Sejam M uwma matriz quadrada de ordem n e ny,ny, ..., ng €
k

N tais que Y n; = n. Suponhamos que M possa ser escrita na forma de blocos como
i=1

M1’1 MLQ . Ml,k
M= MQ,l ]\4'2,2 s ]\4'2,k 7
Mk,l Mk 2 ... Mk k

)

onde cada M;;, 1 < 1,57 < k, é uma matriz de n; X n; cujas linhas tem somas
constantes iguais a ¢; ;. Seja M = [¢; jlkxk. Entdo, o polinémio caracteristico de M
- o L, , . T
divide o polinémio caracteristico de M. Além disso, se uw = [a1,as,...,a5] € um
— _ . T
autovetor de M associado a um autovalor A\, entio w, = [a11,,,a2l,,,. .. axly,,]

é autovetor de M associado a \.

Listamos, agora, resultados sobre matrizes simétricas e matrizes nao negativas.



Se a matriz M é simétrica, entao todos os seus autovalores A\, Ao, ..., A, sao reais
e ela é diagonalizavel. Neste caso, existe uma matriz ortogonal P tal que PTMP =
Diag(Ai, X, ..., \y), onde Diag(Ai, Ag, ..., \,) é a matriz diagonal cujas entradas
sao os autovalores de M, ou seja, as colunas de P formam uma base ortonormal de
R™ constituida de autovetores de M.

Uma matriz simétrica M de ordem n é denominada positiva semidefinida se
xI'Mx > 0, para todo x € R®. Equivalentemente, uma matriz simétrica M de
ordem n é positiva semidefinida se, e somente se, todos os seus autovalores sao
maiores ou iguais a 0.

Uma matriz M = [m, ;] é dita ser diagonalmente dominante se
|mz‘,z‘| > Z |mi,j| V i=1,...,n.

No caso de M ser uma matriz simétrica, diagonalmente dominante e ter as entradas
da diagonal principal nao negativas, entao todos os autovalores de M também sao
nao negativos ( M é positiva semidefinida).

Em geral, para uma matriz M nao simétrica, a Unica caracterizacao possivel para
seus autovalores é o fato de serem raizes de seu polinomio caracteristico. No caso
particular das matrizes simétricas, os autovalores também podem ser caracterizados
como solugoes de problemas de otimizacao, como mostram os Teoremas de Rayleigh-
Ritz e de Courant-Fischer.

Teorema 2.1.2 (Teorema de Rayleigh-Ritz). Seja M uma matriz simétrica e se-
Jam Amaz € Amin 0 mator e o menor autovalores de M, respectivamente. Entao,
Amin < XEMx < Mpaw, para qualquer vetor unitdrio x € R™, com a igualdade na
desigualdade da direita (respectivamente, da esquerda) ocorrendo se e somente se
Mx = A\paax (respectivamente, Mx = \pinX ); mais ainda,
Amaz = Max XT& € Amin = mMin x Mx
x£0 xI'x x£0 xTx
Teorema 2.1.3 (Teorema de Courant-Fischer). Seja M uma matriz simétrica com
autovalores \y > Ao > ... > A1 > A\, € seja k um dado inteiro com 1 < k < n.

Entao

) xT Mx
Ay = min max ——F
W1,...,WE_1ER"? x€ER™ x#0,x1lwi,...,.wr_1 XX

. xT Mx
AL = max min —
W1, Wy _ g ER? XER” xA0,x1wi,....wp_r X'TX

Dentre as muitas aplicacoes do Teorema de Courant-Fischer, uma das mais co-
muns é a comparacao entre os autovalores de M + N, M e N , onde M e N sao

duas matrizes simétricas dadas.



Teorema 2.1.4 (Desigualdade de Courant-Weyl). Sejam M, N matrizes simétricas
com autovalores \i(M), N\;(N) e \i(M + N) dispostos em ordem nao crescente. Para

cadat=1,2,...,n temos
ANi(M) +M(N) > N(M+N) > N(M) + Ao (N).

Uma matriz P de ordem m é dita uma submatriz principal de uma matriz M
de ordem n se for obtida a partir da remocao de n — m linhas e das mesmas n — m

colunas da matriz M.

Teorema 2.1.5 (Teorema do Entrelacamento). Sejam M wma matriz simétrica
de ordem n e N uma de submatriz principal de ordem k de M com autovalores,

respectivamente dados por, \;(M) e \;(N), ambos dispostos em ordem nao crescente.
Entao \y_gri(M) < N(N) < Ni(M), ondei=1,...,m.

E imediato do Teorema do Entrelacamento o seguinte resultado:

Corolario 2.1.6. Sejam M uma matriz simétrica de ordem n e N uma submatriz
principal de M de ordem n — 1, com autovalores respectivamente dados por \;(M)e

Xi(N), dispostos em ordem nao crescente. Entao

Se ¢ é uma permutacao de {1,2,...,n}, representamos por M, a matriz [m; ]
tal que m; ; = My p@), 1 < 4,5 <n.
Dizemos que uma matriz M de ordem n ¢é redutivel se uma das seguintes

condicoes ¢ satisfeita:
)yn=1leM=0;

ii) n > 2 e existe permutagao ¢ tal que

B C
0 D

M_

o =

com B e D matrizes quadradas.

Caso contrario, dizemos que a matriz M é irredutivel.
Uma matriz M é denominada nao negativa (positiva) se suas entradas sao

nimeros reais nao negativos (positivos). Neste caso, escrevemos M > 0 (M > 0).

Teorema 2.1.7 (Teorema de Perron-Frobenius). Seja M > 0 uma matriz simétrica,

wrredutivel e com autovalores Ay > Ay > ... > \,. Entdo:

i) A1 > 0 e associado a esse autovalor existe um autovetor positivo;
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ZZ) )\1 > /\2,’
iii) [Ni| < Ay para todo i € {1,2,...,n};

0 B

w) A\ = —\, se, e so se, existe permutagdo ¢ tal que M, = BT

, COm as

matrizes nulas sendo quadradas.

Dada uma matriz M como nas hipéteses do Teorema 2.1.7, seu maior autovalor

é denominado raio espectral ou indice da matriz M.

Proposicao 2.1.8. Seja M > 0 uma matriz irredutivel ordem n. Entao, para toda
matriz R > 0 de ordem n, M + R € irredutivel e, além disso, Apaz(M + R) >
Amaz(M), se R # 0.

Por fim, do préximo lema é possivel obter cotas para o raio espectral de algumas

matrizes.

Lema 2.1.9. [32] Seja M > 0 uma matriz com raio espectral p(M), cujas somas

das linhas valem r1,79,...,7,. Entdo, min r; < p(M) < max r;. Mais ainda, se
1<i<n 1<i<n

M € irredutivel entao cada uma das igualdades ocorre se, e somente se, as somas

de todas as linhas de M sao iguais.

2.2 Conceitos basicos em Teoria de Grafos

Como referéncia para os tépicos abordados nesta segao podemos citar os livros
[33, 34]. Durante todo o texto, vamos considerar G = (V, ') um grafo simples, finito
e nao orientado em que V' é um conjunto de n vértices e & é um conjunto de m
arestas. Quando necessério denotamos V = V(G) e E = E(G). A ordem de um
grafo G é o nimero de vértices de G, usualmente dada por |V| = n. Representamos
a aresta que une dois vértices adjacentes u e w de G por uw. Utilizamos G — e para
denotar o grafo obtido a partir de G pela remocao de uma aresta e.

O complementar G de um grafo G é o grafo tal que V(G) = V(G) e dois vértices
sao adjacentes em G se, e somente se, eles nio sao adjacentes em G.

Um grafo G é um grafo completo, denotado por G = K,, se quaisquer dois
vértices de GG sao adjacentes.

Um grafo H é subgrafo de um grafo G se V(H) C V(G) e E(H) C E(G). Um
subgrafo H de G é dito ser um subgrafo induzido de G quando, para v,w € V(H),
vw € E(G) implica vw € FE(H). Neste caso, denotamos H = G (V(H)). Se o
grafo H = G (V(H)) é completo, dizemos que V(H) é uma cliqgue. O numero de

independéncia de G, denotado por a(G), é o tamanho da maior clique de G.



Um coloragdo de vértices de um grafo G = (V, E) é uma fungdo ¢ : V. — S
tal que c(u) # c(w) sempre que u e w sao adjacentes. A cardinalidade do menor
conjunto S tal que ¢ : V. — S é uma coloracao de vértices de G é denominado
nimero cromético de G, e denotado por x(G).

O grau de um vértice v;, d(v;) ou degg(v;), ¢ o nimero de vértices adjacentes a
v; em G o grau maximo de G é A(G) = max;—1__, d(v;) e o grau minimo de G é
0(G) = min;—y__, d(v;).

Um grafo G é dito r-regular, ou regular de grau r, se d(v) = r, para todo v €
V(G). Se d(v) = 0 entao v é um vértice isolado. No caso em que d(v) =n—1,v é
dito um vértice universal. O grafo trivial é aquele que possui apenas um vértice.

Um grafo G(V, E) é r-partido quando o seu conjunto de vértices V' pode ser
particionado em r subconjuntos nao vazios Vi, ..., V,, tais que toda aresta de G une
vértices de subconjuntos distintos. Se r = 2, G é dito bipartido. Um grafo r-partido
é dito completo se quaisquer dois vértices de subconjuntos diferentes da particao sao
adjacentes. Sendo |V;| = p;, 1 < i < r, um grafo r-partido completo é denotado por
Kp17p27-~~7pr‘

Uma cadeia em um grafo G é uma sequéncia de vértices v1vs . .. v, de G tais que
vivip1 € E(G), 1 <i<k—1. Una cadeia v1vs ... v, de G é dita fechada quando v,
= V.

Um caminho simples, ou apenas, caminho, em um grafo G é um subgrafo P
tal que V(P) = {vy,vq,...,0:} ¢ E(P) = {v1v9, 0203, ..., 010k}, onde 0s v; Sao
todos distintos. Neste caso, escrevemos P = vjv, ... v;. Caso G seja ele proprio um
caminho com n vértices, denotamos G por P,.

Se P = vjvg... v, k > 3, 6 um caminho em G e vjv, € E(G), o grafo P + vy,
é dito um ciclo de G. Quando G é ele proprio um ciclo, denotamos G por C,.

Um grafo G é conero quando existe um caminho entre quaisquer dois vértices
de GG. Caso contréario, G é dito desconero. Um subgrafo maximal conexo de G é
chamado uma componente conexa ou, simplesmente, uma componente de G.

O comprimento de um caminho é o nimero de arestas que o compoem. Um
caminho de comprimento minimo entre dois vértices v; e v; ¢ chamado uma geodésica
entre v; e vj. Se G = (V, E) é um grafo conexo, a distancia entre dois vértices v; e
v; de G, denotada por dg (7, 7) ou dg(v;, vj) (omitimos o grafo G' da notagao quando
nao causar prejuizo a compreensao), é o comprimento de uma geodésica entre v; a
vj. Consideramos d(v;,v;) = 0. Dado um vértice v; € V', a excentricidade e(v;) é a
maior distancia entre v; e qualquer outro vértice de GG. O diametro de G, denotado
por diam(G), é a maior das excentricidades existentes no grafo, isto é, a maior
distancia entre todos os pares de vértices v;,v; € V(G).

Uma drvore é um grafo conexo e aciclico. Em uma arvore, todo vértice v tal que

d(v) = 1 é chamado folha e uma arvore com n—1 folhas é chamada estrela e denotada



por S,. Uma arvore é chamada starlike se exatamente um de seus vértices tem grau
maior ou igual a trés. Por S(ny,ns,...,ni) denotamos a arvore starlike que possui
um vértice v; de grau k > 3 e que possui a propriedade S(ni,ng,...,ng) — vy =
P, UP,,U...UPF,, . Assumimos que n; > ng > ... > ng > 1. Logo, a arvore starlike
S(n1,ng,...,ng) possui k ramos, cujos comprimentos sao ny > ng > ... > ny.

Uma corda de um caminho P em um grafo G é uma aresta entre dois vértices
nao consecutivos de P. Um caminho induzido de G = (V, E) é aquele que nao
possui cordas ou, equivalentemente, é aquele que também ¢ um subgrafo induzido
de G. Um grafo é chamado paridade quando quaisquer dois caminhos induzidos
ligando o mesmo par de vértices tém comprimentos de mesma paridade, par ou
impar. Um grafo é cordal se todo ciclo de tamanho pelo menos quatro possui uma
corda, isto é, se o grafo nao contém ciclos induzidos de ordem maior ou igual a trés.
Denominamos cocordal o grafo cujo complementar for cordal. Um grafo Ptolemaico
¢ um grafo cordal que ndo contém um 3-fan (Figura 2.1) como subgrafo induzido.
HOWORKA [35] definiu como grafo distancia hereditdria um grafo conexo G com
a propriedade de que para todo subgrafo conexo induzido H de G e quaisquer pares
de vértices v;, v; € H, dy(v;,vj) = dg(v;,vj), e provou que um grafo é Ptolemaico
se, e somente se, é cordal e distancia-hereditaria. E conhecido o fato de que todas
estas familias de grafos estao contidas na familia dos grafos perfeitos: grafos tais
que o numero cromatico de todo subgrafo induzido ¢ igual a ordem da maior clique

deste subgrafo.

Figura 2.1: Grafo 3-fan.

Uma funcdo f : V(Gy) — V(Gs) é dita um homomor fismo de G; em Ga se
vw € E(Gy) implica f(v)f(w) € E(Gs). G1 e Gg sao isomorfos, o que é denotado
por G; = G4, quando existe um homomorfismo bijetor ou isomorfismo de G; em
Gy. Se G1 e Gg nao sao isomorfos, denotamos G; 2 Go. Um automorfismo de G
é um isomorfismo de G' em si mesmo. Dois vértices vy, v, € V(G) sao chamados
transitivos se existe um automorfismo f em G tal que f(v1) = vy. Um grafo G é
dito vértice-transitivo quando quaisquer dois vértices distintos sao transitivos.

Se Gy = (V1, Ey) e Gy = (Va, Ey) sao grafos com ny e ny vértices, respectivamente,
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seja V =V} x V,. Consideremos, também, que u; e v; sao vértices de G e uy € vy

sao vértices de G5. Temos que:

e 0 produto cartesiano de Gy e G5 é o grafo G; X G4, cujo conjunto de vértices
é V e no qual dois vértices (u1,us) e (v1,v9) sao adjacentes se, e somente se,

uy é adjacente a v; em G e us = v9 ou u; = vy € uy é adjacente a vy em Go;

e a uniao de G e Gy é o grafo G UG5, cujo conjunto de vértices é V3 U V5 e cujo
conjunto de arestas é Fy U Ey. Esta operagao também é chamada de soma de

GG1 e G4 e pode ser representada por G + Go;

e a juncdo (join) de Gy e Gy é o grafo G1VGa, cujo conjunto de vértices é V(G1)U
V(G2) e cujo conjunto de arestas é E(G1)UE(Gy)U{vv; : v; € Gy ev; € Gy} .

2.3 Conceitos basicos em Teoria Espectral de
Grafos

Passamos agora a apresentar alguns conceitos de Teoria Espectral de Grafos que
podem ser encontrados em [36].

A matriz de adjacéncia de um grafo G, A(G) = |a;j], é a matriz quadrada de
ordem n, tal que a;; = 1, se os vértices v; e v; sao adjacentes e, em caso contrario,
a;; = 0. O polindmio caracteristico desta matriz, denotado por P§(z), é chamado
polinémio caracteristico do grafo G. Os autovalores de A(G) sdo chamados auto-
valores de G. O espectro de G é o espectro de A(G), ou seja, é o multiconjunto
dos autovalores de A(G) e o denotamos por Sp(A(G)) = (A1, A, ..., \,), onde os
autovalores estao dispostos em ordem nao crescente. Em geral, nos referimos ao
maior autovalor de A(G) como indice adjacéncia e o denotamos apenas por .

A matriz laplaciana de um grafo G é a matriz L(G) = Diag(Deg) — A(G),
onde Diag(Deg) é a matriz diagonal dos graus dos vértices de G. O polinoémio
caracterfstico desta matriz, denotado por Pf(x), é chamado polinémio caracteristico
laplaciano do grafo G. Os autovalores de L(G) sdo chamados autovalores laplacianos
de G. O espectro laplaciano de G é o espectro de L(G), ou seja, é o multiconjunto
dos autovalores de L(G) e o denotamos por Sp(L(G)) = (u1, f2, - - -, fin), onde os
autovalores estao dispostos em ordem nao crescente. Em geral, nos referimos ao
maior autovalor de L(G) como indice laplaciano e o denotamos apenas por f. E
fato conhecido que L(G) é uma matriz positiva semidefinida e, portanto, que seus
autovalores sdo todos nao negativos. Além disso, dado que L(G) é uma matriz
singular, tem-se u,, = 0. Um grafo G é desconexo se, e somente se, p, 1 = 0.

Similarmente a matriz anterior temos a matriz laplaciana sem sinal de um grafo
G dada por Q(G) = Diag(Deg) + A(G). O polindémio caracteristico desta matriz,
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denotado por Pg (x), é chamado polinomio caracteristico laplaciano sem sinal do
grafo G. Os autovalores de Q(G) sao chamados autovalores laplacianos sem sinal
de G. O espectro laplaciano sem sinal de G é o espectro de Q(G), ou seja, é o mul-
ticonjunto dos autovalores de Q(G) e o denotamos por Sp(Q(G)) = (q1,q2, - - -, qn),
onde os autovalores estao dispostos em ordem nao crescente. No geral, nos referi-
mos ao maior autovalor de Q(G) como indice laplaciano sem sinal e o denotamos
apenas por ¢. Assim como ocorre com a matriz laplaciana, é possivel provar que a
matriz Q(G) é positiva semidefinida e, portanto, que seus autovalores sdo todos nao
negativos.

Se o grafo G é conexo entao sua matriz de adjacéncia A(G) é irredutivel. Pela
Proposigao 2.1.8, temos que sua matriz laplaciana sem sinal também ¢é irredutivel,
pois A(G) > 0, Diag(Deg) > 0 e Q(G) = A(G) + Diag(Deg). Assim, o Teorema
(Perron-Frobenius) 2.1.7 se aplica a essas duas matrizes quando o grafo G é conexo.
Se G é um grafo r-regular, entdo r é um autovalor de A(G) com autovetor associado
1.

No préximo capitulo vamos introduzir outras duas matrizes simétricas associadas
a um grafo conexo. No geral, se dois grafos nao isomorfos possuem o mesmo espectro
com respeito a uma matriz M, dizemos que sao grafos M -coespectrais. Destacamos
que neste trabalho as matrizes sempre sao reais e simétricas e, portanto, todos os
autovalores sao ou niimeros inteiros ou nimeros irracionais. Desta forma, sempre que
autovalores racionais nao inteiros forem apresentados eles representam, na verdade,

uma aproximacao do valor irracional correspondente.
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Capitulo 3
As laplacianas da matriz distancia

O objetivo deste capitulo é apresentar ao leitor as duas laplacianas para a matriz
distancia, propostas por AOUCHICHE e HANSEN [11], em 2013. Além de fazer-
mos uma revisao de resultados ja conhecidos para estas matrizes recém definidas,

apresentamos nossas contribuicoes iniciais ao seu estudo.

3.1 Matriz distancia e suas laplacianas

A matriz distancia de um grafo conexo G, D(G) = [d; ], é a matriz quadrada
de ordem n, tal que d; ; = d(v;,v;). Como d(v;,v;) = 0, tal matriz tem sua diagonal
principal nula. O polinémio caracterfstico desta matriz, denotado por P§(x), é
chamado polinomio caracteristico distancia do grafo G. Os autovalores de D(G)
sao chamados autovalores distancia de G. O espectro distancia de G é o espectro
de D(G), ou seja, ¢ o multiconjunto dos autovalores de D(G) e o denotamos por
Sp(D(G)) = (01,04, ...,0,), onde os autovalores estdo dispostos em ordem nao
crescente. Em geral, nos referimos ao maior autovalor de D(G) como indice distancia
e o denotamos apenas por 0. E imediato que a matriz distancia de um grafo conexo
é irredutivel e, portanto, o Teorema de Perron-Frobenius (Teorema 2.1.7) se aplica
a ela.

Entre os primeiros resultados associados a matriz distancia, temos o notavel
teorema de GRAHAM e POLLACK [4], obtido em 1971, que fornece a expressao do
determinante da matriz distancia de uma arvore, nao valorada, dependendo apenas

do numero de vértices n,
det(D) = (—=1)" "} (n — 1)2"2.

Uma consequéncia do resultado acima é que o espectro da matriz distancia de
qualquer arvore com n vértices contém um autovalor positivo e n — 1 autovalores

negativos.
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Apés o importante resultado de Graham e Pollack, a matriz distancia ganhou
maior evidéncia na area da Teoria Espectral de Grafos de forma que outros trabalhos

0 seguiram. Em 1978, GRAHAM e LOVASZ [37] determinaram a inversa da matriz

distancia de uma Aarvore.

Teorema 3.1.1. [37] Se T € uma drvore com n > 2 vértices, matriz distancia

D = [di;] e matriz adjacéncia A = [a;;], entdo a matriz inversa D' = [d; ] ¢

determinada por

d; .
o ede—d) [ -5 s iz,
" 2(n —1) % se i #j,

onde d; denota o grau do vértice v;.

Observagao 3.1.2. Sex = (z1,...,x,) € um vetor definido de forma que x; = 2—d;
para todo 1 < i < n, entdo a matriz inversa D~ pode ser expressa como
1 1
Dl= —— _xxT — =L,
2(n—1) 2
onde L denota a matriz laplactana de G. Tal fato explicita uma relagao entre a

mversa da matriz distancia de uma drvore e sua matriz laplaciana.

Ainda na década de setenta, EDELBERG et al. [38], GRAHAM e LOVASZ
[37] e HOSOYA et al. [39] estudaram o polinomio caracteristico da matriz distancia
determinando, em casos particulares, os seus coeficientes. Até o presente momento,
diversos outros avancos foram obtidos com respeito ao espectro da matriz distancia
e para mais detalhes sugerimos [10].

Paralelamente ao estudo puramente espectral da matriz distancia, também deve-
se enfatizar a relevancia desta matriz para o desenvolvimento da Quimica, inclusive
através do indice de Wiener. MIHALIC et al. [1] fazem uma revisao sobre o uso da
matriz distancia em Quimica.

Algumas novas matrizes ja foram definidas a partir do conceito de matriz
distancia. Uma das mais naturais, quando pensamos em aplicacoes da matriz
distancia a problemas de logistica, por exemplo, é a extensao da definicao a grafos
valorados. Grande parte dos resultados véalidos para a matriz distancia de arvores
nao valoradas também puderam ser estendidos ao caso valorado em BAPAT [40] e
BAPAT et al. [41]. Outras defini¢oes foram introduzidas: uma g-anédloga para a
matriz distancia e a matriz distancia exponencial, em BAPAT et al. [42], e a matriz
distancia resisténcia, em KLEIN e RANDIC [43].

Em 2013, AOUCHICHE e HANSEN [11] propuseram, baseados nos conceitos de

matriz laplaciana e laplaciana sem sinal associadas a matriz adjacéncia de um grafo,
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duas laplacianas associadas a matriz distancia de um grafo: a matriz distancia
laplaciana e a matriz distancia laplaciana sem sinal de um grafo conexo . Para

apresenta-las, precisamos introduzir o conceito de transmissao de um vértice.

Definicao 3.1.3. Se G = (V, E) é um grafo conexo entio a transmissao Tr(v;) de
um vértice v; € V(QG) € definida como a soma das distancias de v; a todos os demais

vértices de G, isto €,
Tr(v;) = Z Ay, ;-
v; €V

Denotamos a transmissao minima do grafo por ts e sua transmissao maxima
por Ty, Sempre que o contexto deixar claro a qual grafo estamos nos referindo,
escrevemos apenas t e T'. No caso de todos os vértices do grafo possuirem a mesma
transmissao k, isto é, Tr(v;) = k para todo vértice v; € V', dizemos que este grafo
¢ k-transmissao regular ou apenas transmissao regular, caso nao seja necessario

explicitar o valor de k.

Observacao 3.1.4. Os grafos transmissao requlares também sao conhecidos como

grafos distancia balanceada [{4] e como grafos self-median [45].

E importante ressaltar que um grafo ser regular nao é uma condi¢ao necessaria
nem suficiente para que ele seja transmissao regular, como mostram as Figuras 3.1
e 3.2. Na verdade, uma condicao suficiente seria o grafo ser vértice transitivo ja que
neste caso, para qualquer par de vértices distintos de G, existe um automorfismo

em (3, que preserva distancias, associando um vértice ao outro [11].

Figura 3.1: Grafo 14-transmissao regular apesar de nao ser regular, ja que d(v;) #
d(UQ).

Como uma primeira contribuicao apresentamos as seguintes cotas para as trans-

missoes minima e maxima de um grafo:
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Figura 3.2: Grafo regular e nao transmissao regular, ja que T,.(v1) = 26 e T,.(vg) = 24.

Proposicao 3.1.5. Se G = (V, E) é um grafo conexo entaot > n—1 e T <
diam(G)(n — 1). No primeiro caso, a igualdade ocorre se, e somente se, o grafo

possui um vértice universal e no sequndo caso se, e somente se, G = K,,.

Demonstracao. Quanto a cota apresentada para transmissao minima, basta observar
que a soma das distancias de um vértice fixado aos demais vértices do grafo é minima
se, e somente se, ele é adjacente a todos os demais, isto é, quando é universal. Para a
cota relativa a transmissao maxima, temos que a maior distancia entre dois vértices
de G é exatamente o diametro de G. Logo, é evidente que diam(G)(n — 1) é uma
cota superior para a transmissao maxima. A cota é atingida se, e somente se, existir
vértice v; que diste diam(G) de todos os outros vértices do grafo. Como existe
vértice adjacente a v;, que portanto dista 1 de v;, temos diam(G) = 1, o que implica
em G = K,,. Reciprocamente, se G = K, entdao T'=n — 1 = diam(G)(n —1). O

Definigao 3.1.6. A matriz distancia laplaciana de um grafo conexo G, que deno-

tamos por DX(G), € a matriz definida por
D*(G) = Tr(G) - D(G),

onde Tr(G) denota a matriz diagonal das transmissoes dos vértices de G.

O polinémio caracteristico desta matriz, que denotamos por P§; (z), é chamado
polinémio caracterfstico distancia laplaciano do grafo G. Os autovalores de DX(G)
sao chamados autovalores distancia laplacianos de GG. O espectro distancia lapla-

ciano de G é o espectro de DI (G), ou seja, é o multiconjunto dos autovalores de
DE(G), e o denotamos por Sp(DL(G)) = (9F,0%,...,0F |, 0F), onde os autovalores

» ¥n—17Yn

estao dispostos em ordem nao crescente. Em geral, nos referimos ao maior autovalor
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de DE(G) como indice distancia laplaciano e o denotamos apenas por OF. Sempre
que estiver claro a qual grafo nos referimos, omitimos o G das nomenclaturas.

Analogamente, temos a definicao de matriz distancia laplaciana sem sinal.

Definicao 3.1.7. A matriz distancia laplaciana sem sinal de um grafo conexo G,

que denotamos por D?(G), é a matriz definida por
DO(G) = Tr(G) + D(G),

onde Tr(G) denota a matriz diagonal das transmissoes dos vértices de G.

O polinomio caracteristico desta matriz, que denotamos por PgQ (x), é chamado
polinémio caracteristico distancia laplaciano sem sinal do grafo G. Os autovalores de
DY(G) sdo chamados autovalores distancia laplacianos sem sinal de G. O espectro

distancia laplaciano de G é o espectro de D?(G), ou seja, é o multiconjunto dos
autovalores de D?(@G), e o denotamos por Sp(D?(G)) = (82,85, ...,09 ,,89), onde
os autovalores estao dispostos em ordem nao crescente. Em geral, nos referimos ao
maior autovalor de D?(G) como indice distancia laplaciano sem sinal e o denotamos
apenas por 09. Sempre que estiver claro a qual grafo nos referimos, omitimos o G
das nomenclaturas.

Note que a soma dos elementos de cada linha da matriz distancia laplaciana é
nula. Logo, todo grafo tem o zero como autovalor distancia laplaciano, associado
ao autovetor 1. Também é facil ver que, se um grafo for k-transmissao regular,
entao a soma dos elementos de cada linha da matriz distancia laplaciana sem sinal
¢ constante, igual a 2k. Neste caso, seu indice distancia laplaciano sem sinal vale
09 = 2k, estando associado ao autovetor 1. Além disto, assim como ocorrem com as
matrizes A(G), Q(G) e D(G), a matriz D?(G) também 6 irredutivel pela Proposicio
2.1.8, ja que é a soma de uma matriz irredutivel com uma matriz nao negativa.
Portanto, o Teorema de Perron-Frobenius (Teorema 2.1.7) também se aplica a esta
matriz.

As duas proximas proposigoes sao Uteis para apresentarmos cotas simples para

os autovalores das laplacianas da matriz distancia.

Proposigao 3.1.8. [11] Para o grafo completo temos A(K,) = D(K,) e portanto
também valem as igualdades L(K,) = DY(K,) e Q(K,) = D?(K,). Sendo assim, a
matriz distancia e suas laplacianas possuem os sequintes polinomios caracteristicos

e espectros:
i) Phr(z) = (x —n+1)(z+1)"" e Sp(D(K,)) = (n—1,—107D);
ii) PEr(z) = z(z —n)"' e Sp(DH(K,)) = (n™Y,0);
iii) ng(x) =(x—2n+2)(z—n+2)"" e Sp(D?K,)) = (2n — 2, (n — 2)""D);
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Proposicao 3.1.9. [11] Se G = K,, — e onde e denota uma aresta qualquer do grafo

completo entdo

) () = afx —n+ D)z — )

3n—2++/n?—4 20
ZZ) ng_e(x): (ZL’— n + 7; n + )
_9_ 2 _
(3:— 3n—2 \/7; 4n—|—20> (x—n+2)2.

Exemplo 3.1.10. A Figura 3.3 traz o grafo de Petersen e os espectros associados as
matrizes A(G), L(G), Q(G), D(G), DX(G) e DU(G), onde o expoente entre parénteses
denota a multiplicidade de cada autovalor. Todos os espectros sao compostos apenas

por numeros inteiros e apresentam eratamente 3 autovalores distintos.

A-espectro | 30 160 _2)
L-espectro | 5% 200 o)
Q-espectro | 4% 2 1
D-espectro | 1500 04 —30)
Dl-espectro | 18®) 154 oM
D®-espectro | 3000 154 120)

Figura 3.3: Grafo de Peterson e seus espectros.

Com a introducao de novas matrizes torna-se natural o estudo a respeito da
existéncia ou nao de grafos nao isomorfos que possuam o mesmo espectro com res-
peito a estas matrizes. De fato, o estudo de coespectralidade possui grande re-
levancia no contexto da Teoria Espectral de Grafos. Ja em 1956, GUNTHARD
e PRIMAS [46] propuseram a questdo: “Quais grafos sdo determinados pelo seu
A-espectro?”. Neste mesmo artigo foi conjecturado que nao existem grafos A-
coespectrais. Tal conjectura foi refutada um ano depois por COLLATZ e SINO-
GOWITZ [47], que exibiram duas &rvores A-coespectrais que sdo, de fato, as me-
nores arvores com tal propriedade (Figura 3.4). Em 1973, SCHWENK [48] exibiu
nao s6 uma familia infinita de arvores A-coespectrais como também provou que, as-
sintoticamente, toda arvore admite outra arvore, nao isomorfa, A-coespectral , isto
é, a proporcao de arvores, quando consideramos apenas a classe das arvores, que
possuem par coespectral tende a 1 quando a ordem n tende a infinito.

A coespectralidade com respeito a outras matrizes também vem sendo estudada.
A L-coespectralidade foi estudada em [49-53] e a Q-coespetralidade foi estudada em
[49, 54]. Em ambos os casos, nao é possivel determinar completamente as arvores pe-

los seus espectros. MCKAY [55] estudou a D-coespectralidade obtendo um resultado
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Figura 3.4: Arvores nao isomorfas com os mesmos autovalores para a matriz ad-
jacéncia: (2,30278;1,30278;0%); —1,30278; —2,30278).

andlogo ao de Schwenk com respeito ao comportamento das arvores A-coespectrais
quando o numero de vértices n tende a infinito. A Figura 3.5 traz o menor par de

arvores D-coespectrais [11].

G

Figura 3.5: O menor par de arvores D-coespectrais nao isomorfas.

Com respeito as matrizes distancia laplaciana e distancia laplaciana sem sinal,
AOUCHICHE e HANSEN [11] verificaram computacionalmente que na classe das
arvores com até 20 vértices, abrangendo um total de 1346023 arvores, nao existem
grafos DF-coespectrais nem DY-coespectrais. Com isto, conjecturaram que toda
arvore é determinada pelo seu espectro distancia laplaciano bem como pelo espectro
distancia laplaciano sem sinal. Evidentemente, da coespectrabilidade poderia ser
estendida a outras familias de grafos ou até mesmo a todos os grafos conexos. Para

responder a estas questoes é necessario compreender melhor o comportamento do es-
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pectro destas matrizes. Na sequéncia, trazemos alguns dos resultados ja presentes na
literatura. B interessante observar que, em algumas situagoes, as matrizes distancia
laplaciana e distancia laplaciana sem sinal apresentam comportamento semelhante
aos das matrizes laplaciana e laplaciana sem sinal, respectivamente. Destacamos
mais uma vez [11] como nossa referéncia principal, além de [12, 13], que trazem
outros resultados interessantes.

Num primeiro momento, observemos que, para grafos transmissao regulares os
espectros relativos as matrizes distancia laplaciana e distancia laplaciana sem sinal
sao obtidos de forma simples a partir do espectro da matriz distancia. Com efeito,
se G é um grafo k-transmissao regular entao o polinomio caracteristico da matriz

distancia laplaciana é dado por
Ppi(x) = det(D* — 21) = (=1)"det(D — (k — x)I) = (=1)"Pp(k — )
e o da matriz distancia laplaciana sem sinal por
Ppo(x) = det(D? — x1) = det(D + (k — 2)I) = det(D — (z — k)I) = Pp(z — k).

Portanto, se 01 > 0y > ... > 0, sao os autovalores associados a matriz distancia
de G entao

i) k=0, > k—0,_1>...> k— 0, sdo os autovalores distancia laplacianos de G;

i) k+0 > k+0,> ... > k+ 0, sdo os autovalores distancia laplacianos sem
sinal de G.

Sao conhecidas as seguintes cotas para o indice da matriz distancia e da matriz

distancia laplaciana sem sinal, consequéncias do Lema 2.1.9.

Proposigao 3.1.11. [15] Se G é um grafo conexo com n vértices com T et deno-
tando as suas transmissoes mdzrima e minima, respectivamente, entao t < 0 < T.
Mais ainda, cada uma das igualdades ocorre se, e somente se, G € transmissao

reqular.

Proposicao 3.1.12. [15] Se G € um grafo conexo com n vértices com T et deno-
tando as suas transmissoes mdxima e minima, respectivamente, entao 2t < @ <
2T. Mais ainda, cada uma das igualdades ocorre se, e somente se, G € transmissao

reqular.
Utilizando as Proposicgoes 3.1.5 e 3.1.11, podemos enunciar:

Corolario 3.1.13. Se G € um grafo conexo com n vértices entio 0 > n — 1. A

igualdade ocorre se e somente G = K,,.
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Exemplo 3.1.14. [15] Em particular, a Proposicao 3.1.12 nos dd uma forma sim-
ples de determinar o indice distancia laplaciano sem sinal de grafos transmissao

requlares bastando, para isso, determinar sua transmissoes:
i) 09(K,) = 2(n — 1);
i) 0(Kn n) =3n —4;

n?—1

iii) 09(C,) = nf ’ )
R sen € par.

se n € impar,

Também é possivel estabelecer uma relacao entre os autovalores laplacianos e
distancia laplacianos de um grafo de diametro menor ou igual a dois, como mostra

0 proximo teorema.

Teorema 3.1.15. [11] Seja G um grafo conexo com n vértices e diam(G) < 2.
Sejam py > po > ... > fp_1 > pn = 0 0s autovalores laplacianos de G. Entao
os autovalores da matriz distancia laplaciana de G sao 2n — p,—1 > 20 — o >
.. >2n—py > 0k = 0. Mais ainda, para todo i € {1,2,...,n — 1}, 0s autoespagos

correspondentes a [i; € a 2n — [b,_; SG0 0S MESMOS.

Na Observacao 3.1.2 mostramos que a inversa da matriz distancia de uma arvore
pode ser escrita em funcao de sua matriz laplaciana. Temos um resultado analogo

para a matriz distancia laplaciana, no caso de diametro dois.

Proposicao 3.1.16. [11] Seja G um grafo conexo com n > 2 vértices e diametro 2.
Entao

DY =onl — PRTLRPT

onde P=[P,P,,..., P, 1,P,] e R=[P,_1,P, o,..., P, P,] sao matrizes ortogo-
nais tais que Py, Ps, ..., P, denotam, respectivamente, os autovetores de D¥ associ-

L AL L
ados a 07,0y, ...,0;.

As matrizes laplaciana e laplaciana sem sinal possuem a propriedade do en-
trelacamento de autovalores quando retiramos uma aresta do grafo, isto é: se G é
um grafo qualquer e G é o grafo obtido apds a retirada de uma aresta de GG, entao

valem as relagoes

1(G) 2 (G) 2 pa(G) = p2(G) = - 2 pn1(G) Z pin—1(G) =2 (@) e

01(G) > ¢1(G) > 2(G) > (G) > ... > ¢,-1(G) > ¢1-1(G) > ¢a(G).

As matrizes distancia laplaciana e distancia laplaciana sem sinal nao possuem
a propriedade de entrelacarem seus autovalores no caso de remocao de uma aresta,

como mostra o proximo exemplo.
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Exemplo 3.1.17. Considere o grafo Cs e o grafo Ps, obtido de C5 pela remocao de
uma aresta. Temos os sequintes espectros relativos as matrizes distancia, distancia

laplaciana e distancia laplaciana sem sinal, que nao se entrelacam:

e Sp(D(Cs)) = (6; —0,38197; —0,38197; —2,61803; —2,61803),
Sp(D(Ps)) = (8,28822; —0,55780; —0,76393; —1,73042; —5,23607);

o Sp(DE(Cs)) = (8,61803; 8,61803; 6,38197; 6,38197; 0),
Sp(DE(P5)) = (14,70156; 10; 8,29844; 7; 0);

o Sp(DR(Cs)) = (12; 5,61803; 5,61803; 3,38197; 3,38197),
Sp(DR(Ps)) = (17,11518; 7,56155; 6,79273; 5,09208; 3,43845).

De qualquer forma, é conhecida a seguinte propriedade correspondente para estas

matrizes:

Teorema 3.1.18. [11] Considere o grafo conero G obtido pela remogio de uma
aresta do grafo G. Entio 0L(G) > 8X(G) e 9%(G) > 0%(G) para todoi =1,... n.

Demonstrag¢ao. Vamos demonstrar o resultado apenas no caso da matriz distancia
laplaciana, visto que o caso da matriz distancia laplaciana sem sinal segue ana-
logamente. Podemos escrever a matriz distancia laplaciana de G por DE (é) =
DY(G) + M, onde a matriz M expressa as mudangas geradas em D(G) pela reti-
rada de uma aresta de (G. Denotando os autovalores de M por g1 > g9 > ... > 0y,

segue das desigualdades de Courant-Weyl (Teorema 2.1.4) que
0/ (G) > 0 (G) + 0.

Como a matriz M é positiva semidefinida, ja que é diagonalmente dominante com
entradas da diagonal principal nao negativas, todos os seus autovalores sao nao

negativos e temos o resultado. O
Como consequéncia imediata temos as seguintes cotas:
Corolario 3.1.19. [11] Seja G um grafo conexo com n > 3 vértices. Entao
i) OF(G) > 0L (K,) =n, para todo 1 <i<n—1, e d(G) = dL(K,) =0;

i) 0%(G) > 8%(K,) =2n—2 ¢ 0°(G) > 0% (K,) =n —2 , para todo 2 < i < n.
Mais ainda, 0(G) = 0(K,) = n — 2 se, e somente se, G ¢ o grafo completo
K,.
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Demonstracao. As desigualdades seguem diretamente do Teorema 3.1.18 e das Pro-
posicoes 3.1.8 € 3.1.9, ja que qualquer grafo de n vértices é obtido através da remogao
de arestas de K,. Para provar que 8%(G) = 9%(K,) = n — 2 se, e somente se, G é

o grafo completo K, é suficiente observar que G 2 K,, entao

3n—2—+v/n?2—4n+20
— >

0(G) > 08(K, ) :

n — 2.

]

Sao amplamente conhecidos os seguintes resultados a respeito da matriz laplaci-

ana e laplaciana sem sinal de um grafo:

Teorema 3.1.20. [56] Em qualquer grafo, a multiplicidade do autovalor zero da

matriz laplaciana € igual ao numero de componentes conexas.

Teorema 3.1.21. [57] Em qualquer grafo a multiplicidade do autovalor zero da

matriz laplaciana sem sinal € igual ao numero de componentes bipartidas.

Os préximos resultados mostram que, em certo sentido, as matrizes distancia
laplaciana e distancia laplaciana sem sinal apresentam comportamento semelhante
ao das matrizes laplaciana e laplaciana sem sinal, respectivamente, mas indicando

propriedades a respeito do complemento do grafo, no lugar do grafo em questao.

Teorema 3.1.22. [12] Seja G um grafo conexo com n vértices. Entao O | =n se,
e somente se, G ¢ desconexo. Além disso, a multiplicidade do n como um autovalor

de D* € um a menos do que o mimero de componentes coneras de G.

Teorema 3.1.23. [13] Seja G um grafo conexo com n > 3 vértices e diametro d.
Sejam 8? > 82Q >...0% eq, >qy > ... >7, 0s espectros distancia laplaciano sem

sinal de G e laplaciano sem sinal de seu complemento, G.

i) Se d =2, entdo

n—2+q < <2m—2+47q V 1<i<n; (3.1)
n—2+q, < 09<n—-2+4gq V 1<i<n-—1;
2n—2+47gq, < (91Q§2n—2+§1.
ii) Se d > 3, entdo
>n—-247g ¥V 1<i<n. (3.2)

Coroldrio 3.1.24. [13] Seja G um grafo conexo com n vértices. Se 9% =n—2 é um
autovalor distancia laplaciano sem sinal com multiplicidade n, entao o complemento

G de G contém pelo menos 1 componentes, cada uma delas sendo bipartida.
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Demonstragdo. Das Equagoes (3.1) e (3.2) do teorema anterior segue que se 09 =
n —2 é um autovalor distancia laplaciano sem sinal de G com multiplicidade 1 entao
seu complementar G tem o autovalor zero com multiplicidade pelo menos 7 para a

matriz laplaciana sem sinal. O resultado segue do Teorema 3.1.21. O

Vale ressaltar que a condicao apresentada no Corolario 3.1.24 é suficiente mas
nao é necessaria, ja que existem grafos cujo complemento é bipartido e tais que
09 > n — 2. De fato, se G = Py, entdo 8?(?7) >~ 5 04282 > 5 enquanto G = P; é
bipartido.

3.2 Autovalores da matriz distancia sem sinal e o

indice de Wiener

O indice de Wiener é um dos descritores da estrutura de uma molécula baseados
na Teoria dos Grafos mais antigos e utilizados. Um grande ntimero de aplicagoes
deste indice em Quimica ja sao conhecidas, assim como muito ja se sabe a respeito de
suas propriedades matematicas. Para mais detalhes a respeito destes fatos, citamos

[1, 58, 59] e as diversas referéncias contidas nestes trabalhos.

Definigao 3.2.1. O indice de Wiener de um grafo conexo G, denotado por W(G),

¢ definido pela soma de todas as distancias em G, isto €,

W(G) = % > diy

i,j€V

Por simplicidade, sempre que o contexto deixar claro a qual grafo se refere o
indice de Wiener, utilizamos apenas WW. E imediato que podemos escrever o indice

de Wiener de um grafo em funcao das transmissoes de seus vértices:
W(G) = £ 3 Tr(w)
= = r\v;).
23

As duas préximas proposicoes mostram que é possivel relacionar o indice de
Wiener de um grafo com o indice da matriz distancia bem como, no caso das arvores,
com a soma dos inversos dos seus autovalores laplacianos nao nulos. Neste sentido,
¢ natural nos perguntarmos sobre a existéncia de relagao entre o indice de Wiener
e os autovalores das laplacianas da matriz distancia. Como vemos na sequéncia, a
resposta é positiva e, portanto, podemos ter no indice de Wiener uma ferramenta

para estudar o espectro das laplacianas da matriz distancia.

Proposicao 3.2.2. [60] Seja G um grafo conexo simples com indice de Wiener W.
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Entao

9> W
n

com a igualdade ocorrendo se, e somente se, o grafo é transmissao reqular.

Proposicao 3.2.3. [61] Seja G uma drvore. Entao

Com respeito as laplacianas da matriz distancia, apresentamos a seguinte con-

tribuigao:

Proposicao 3.2.4. Se G € um grafo conexo simples com indice de Wiener W entao

n n—1
2W:Z;a?=§;af

Demonstracao. Basta observar que

n—1
Z@L Z@Q—trag’o DQ ZTT v;) = 2W.
i=1 i=1

=1

]

As Proposicoes 3.2.3 e 3.2.4 nos permitem relacionar os autovalores laplacianos

com os autovalores associados as laplacianas da matriz distancia de uma arvore.

Corolario 3.2.5. Se G ¢ uma arvore com n vértices entao
S-St -t

Corolario 3.2.6. Sejam G um grafo conexo e 0F e 09 a média dos autovalores
das matrizes distancia laplaciana e distancia laplaciana sem sinal, respectivamente.
Entao

0> 0L = 9.
com a iqualdade valendo se, e somente se, o grafo € transmissao reqular.

Na Secao 3.1 deste texto, discutimos brevemente a relevancia do estudo da coes-
pectralidade na Teoria de Grafos. Os Corolarios 3.2.4 e 3.2.5 nos permitem pensar
no indice de Wiener como ferramenta para o estudo de coespectralidade com res-
peito as laplacianas da matriz distancia. Neste sentido enunciamos os dois préximos

resultados:
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Corolario 3.2.7. Se G e Gy sao grafos conexos que possuem indice de Wiener

distintos, entdo estes grafos ndo sao D?-coespectrais e nio sao DY-coespectrais.

Demonstrag¢ao. Do Corolario 3.2.4, o fato de dois grafos possuirem indices de Wiener
distintos implica em somas dos autovalores da matriz distancia laplaciana e distancia
laplaciana sem sinal distintas e, portanto, ao menos um autovalor nao é comum aos

espectros. 0

Corolario 3.2.8. Se T} e Ty sao drvores que possuem indice de Wiener distintos

entao estes grafos nao sao L-coespectrais.

Observagao 3.2.9. As reciprocas dos Coroldrios 3.2.7 e 3.2.8 nao sao verdadeiras.
Basta observar as drvores apresentadas na Figura 3.6 possuem o mesmo indice de

Wiener, apesar de nao serem L-coespectrais, D" -coespectrais, nem D?-coespectrais.

R R S
R I S B

Figura 3.6: Arvores que possuem o mesmo indice de Wiener, igual a 306, e ndao sao
L-coespectrais, D -coespectrais, nem D?-coespectrais.

Em ENTRINGER et al. [62] é apresentado o seguinte teorema a respeito do

indice de Wiener de arvores:

Teorema 3.2.10. [62] Se G é uma drvore de ordem n nao isomorfa a P, nem a S,

entdio W(S,) < W(G) < W(P,). Mais ainda,
W(P,) = é(n —Dnn+1) e W(S,) =(n—1)>~

Corolario 3.2.11. Na classe das drvores, P, e S, sao totalmente determinadas
tanto pelo seu espectro distancia laplaciano como pelo seu espectro distancia lapla-

ciano sem sinal.
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Demonstracao. Segue imediatamente dos Coroléarios 3.2.7 e 3.2.8, respectivamente.
m

Em DAS e GUTMAN [58] é determinado o indice de Wiener para grafos de
diametro 2, em funcao do nimero de vértices e arestas. Também sao apresentadas
cotas superiores e inferiores para este indice em funcao do niimero de vértices, arestas
e diametro do grafo. Uma releitura destes resultados, a partir da Proposigao 3.2.4,
nos permite enunciar a préxima proposicao.

Denotamos por G* um grafo de diametro d (3 < d < 4) e |[V(G*)| > d + 2,
tendo a seguinte propriedade: Seja P,;,; um caminho com (d + 1) vértices contido
em G*. Entéao, para qualquer vértice v; € V(G*) —V(Py,1) e para quaisquer vértices
v; € V(G*),j # i, devemos ter d(v;,v;) =1 ou 2. A Figura 3.7 traz dois exemplos
de grafos G*. Por G** denotamos um grafo que nao tenha como subgrafo induzido
C5 nem Cy, com diametro d =4 e |[V(G*)| > d + 2, tal que para qualquer vértice
v; € V(G*) =V (Py41) e para qualquer vértice v; € V(G*),j # i, d(v;,v;) = 1,2 ou
3. A Figura 3.8 traz dois exemplos de grafos G**. Apesar de citarmos os grafos de
Moore na proxima proposi¢ao, optamos por nao os definir aqui. Citamos, apenas, o
fato de existirem no maximo quatro grafos de Moore com diametro 2 (o pentdgono,
grafo de Peterson, o grafo de Hoffman—Singleton, e possivelmente um grafo 57-
regular com 3250 vértices ) e citamos CVETKOVIC et al. [36] para maiores detalhes.

Figura 3.7: Grafos do tipo G*.

Figura 3.8: Grafos do tipo G**.
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Através de uma releitura dos resultados presentes em DAS e GUTMAN [58] e

da Proposigao 3.2.4 obtemos:

Proposicao 3.2.12. A respeito da soma dos autovalores das laplacianas da matriz

distancia de um grafo valem os sequintes resultados:

n—1 n
i) Se G = P, entio Y OF = > 9% = 3(n—1)n(n+1);
i=1 i=1

n—1 n
ii) Se G € um grafo de digmetro 2 entio S OF = 3. 9% = 2n(n — 1) — 2m;
i=1 i=1

iii) Se G é um grafo com n > 2 vértices e diametro d entao

n—1 n
1
d ok =>"07 > 2(d—2)(d— 1)d+2n(n—1) — 2m,
i=1 i=1 3
com a iqualdade ocorrendo se, e somente se, o grafo possui diametro no mdzimo

dois ou G = P, ou G € isomorfo a algum grafo do tipo G*;
iv) Se G é um grafo com n > 2 vértices e diametro d entao

n—1 n

2
Y oF=> 07 <n(n—1)d—(d—2)(d—1)d - 2(d — 1)m,
i=1 i=1 3
com a igualdade ocorrendo se, e somente se, o grafo possui diamentro no

mazrimo dois ou se G = Py;

v) Seja G um grafo comn > 2 vértices, diametro d e que ndo possui como subgrafo
induzido Cy e Cy. Se M (G) denota a soma dos quadrados dos graus dos vértices
de G, entao

n—1 n
1
D 0P = 0° > 3n(n — 1) + pd(d® = 6d +11) = My(G) = 2(m + 1),
i=1 =1

com a igualdade ocorrendo se, e somente se, G € um grafo do tipo G** ou G €

um grafo de diametro no mdzrimo 3 ou G = Py;

vi) Se G € um grafo com n > 2 vértices, diametro d e que ndo possui como subgrafo
mduzido Cy e Cy entao
n—1 n 9
Y oF=> 07 <n(n—1)d— (d—2)M(G) - 2m — S(d=3)(d—2)(d - 1),
i=1

i=1

com a igualdade ocorrendo se, e somente se, G é um grafo de diametro no

mdzimo 3 ou G = Py;
)
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vii) Se G € um grafo comn > 2 vértices, diametro d e que nao possui como subgrafo

mduzido Cy e Cy entao

n—1 n
1
Yo =>"0>2mmn—-1)+ gd(d"’ —6d+11) — 2(m + 1),
i=1 i=1
com a igualdade ocorrendo se, e somente se, G = S,, ou G € um grafo de Moore

de diametro 2.

Em 1956, ZHANG e WU [63] exibiram o seguinte teorema envolvendo o niimero

cromético de um grafo, x(G), e o de seu complementar:

Teorema 3.2.13. Sejam G um grafo conexo de ordem n e G seu complementar.

Entao 2v/n < x(G) + x(G) < n+ 1.

Motivado por este problema, ZHANG e WU [63] obtiveram desigualdades do
tipo Nordhaus-Gaddum (isto é, que envolvem a soma de indices de um grafo e de
seu complementar) para alguns indices quimicos associados a grafos, entre eles, o
indice de Wiener. Motivados por este trabalho, DAS e GUTMAN [58] obtiveram
novas cotas deste tipo para o indice de Wiener. Uma consequéncia imediata das

cotas ali apresentadas ¢ exibida pelo préprio DAS [26]:

Teorema 3.2.14. [26] Seja G um grafo conexo com n > 4 vértices, diametro d, e

com um complemento conexo G. Entao

p(G) + (@) 2 30— 1) + o (d —2)(d — 1)d

com a igualdade ocorrendo se, e somente se, G e G sao ambos grafos requlares de

diametro 2.

Para o caso das laplacianas associadas a matriz distancia de um grafo, uma
releitura das cotas apresentas em DAS e GUTMAN [58] e ZHANG e WU [63]
através da Proposicao 3.2.4, também nos fornece cotas do tipo Nordhaus-Gaddum

para a soma dos seus autovalores, apresentadas nas proximas trés proposicgoes.

Proposicao 3.2.15. [58] Se G é um grafo conexo com n > 2 vértices, diametro d

e com complemento conexo G entdo

n—1 n—1 n n
_ — 1
L)+ LG =D %G+ 9%(G) > 3n(n—1)+ =(d—2)(d—1)d
; (G) ; (G) ; (G) ; (G) (n—1)+3(d=2)(d-1)
com a igualdade ocorrendo se, e somente se, G € um grafo de diametro 2.

integrais

29



Proposicao 3.2.16. [63] Seja G um grafo conexo com n > 5 vértices, com comple-

mento conexo G. Entao

n—1 n—1 n n 3 ) .
S oG + Y k@) = S 006) + Y 0%(@) < 3+ n =06
=1 =1 =1 =1

Proposicao 3.2.17. [58] Seja G um grafo conexo com n > 2 vértices, diametro d
e com complemento conexvo G, cujo diagmetro é denotado por d. Se k = max{d,d}

entao

n—1 n

S 0HG)+ 3D 0HE) = 30 0%(G)+ 30 99(C) < nln—1)(E+1)— k(1) (k—2),

i=1 i=1

com a igualdade ocorrendo se e somente G € um grafo de diametro 2 ou G = P, ou

G € isomorfo a algum grafo do tipo G* e G € um grafo de diGmetro 2.
Observacao 3.2.18. No caso de k < n/3 temos

n3+3n2+2n—6
3

> n(n—1)(k+ 1)

e portanto a cota apresentada na Proposi¢ao 3.2.17 é melhor do que a apresentada

na Proposi¢io 3.2.16 sempre que k < 3.

3.3 Propostas para trabalhos futuros

Pensamos em explorar as cotas apresentadas na ultima secao deste capitulo,
com o objetivo de conseguir novas cotas, envolvendo agora autovalores especificos
das laplacianas da matriz distancia, ou somas envolvendo uma menor quantidade de
autovalores. Também desejamos estudar em mais detalhes até que ponto o indice de
Wiener pode ser utilizado como ferramenta para o estudo de coespectralidade. Em
particular, interessa-nos o problema da coespectralidade relativa a matriz distancia
e suas laplacianas na classe das arvores starlike. Este questionamento torna-se es-
pecialmente interessante na medida em que Aouchiche e Hansen [11] apontaram
a dificuldade em se encontrar drvores D'-coespectrais ou D%-coespectais. Além
disto, a coespectralidade nesta familia ja foi considerada em outras matrizes. Em
2002, LEPOVIC e GUTMAN [64] provaram que nao existem duas arvores starlike
A-coespectrais e, em 2007, OMIDI e TAJBAKHSH [65] provaram que &rvores star-
like também sao determinadas pelo seu espectro laplaciano. Em 2010, OMIDI e
VATANDOOST [66], demonstraram que arvores starlike cujo grau méaximo é quatro
sao determinadas pelos seu Q-espectro. Em 2012, este resultado foi estendido por

BU e ZHOU [67], para o caso onde o grau maximo excede quatro.
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Capitulo 4

Sobre algumas conjecturas a
respeito das laplacianas da matriz

distancia

A construcao desta capitulo teve como ponto de partida o interesse em estudar
algumas das conjecturas propostas por Aouchiche e Hansen para as laplacianas da

matriz distancia. Dentre elas, destacamos:

Conjectura 4.0.1. [13] O maior autovalor da matriz distancia laplaciana sem sinal

de um grafo conexo G de ordem n € mdximo se, e somente se, G € um caminho.

Conjectura 4.0.2. [12]/ O maior autovalor da matriz distancia laplaciana de um

grafo conexo G de ordem n é mdximo se, e somente se, G é um caminho

Se G é um grafo conexo, denotamos a multiplicidade do autovalor 97(G), 1 <
i <n, por m(0F(G)).

Conjectura 4.0.3. [12] Se G é um grafo conexo com n > 3 vértices e G % K,,
entao m(0F(G)) < n — 2 com igualdade ocorrendo se, e somente se, G € a estrela

Sy, ou se n = 2p para o grafo bipartido completo K, .

O interesse pelas Conjecturas 4.0.1 e 4.0.2, que sao discutidas na primeira se¢ao
deste capitulo, deve-se, primeiramente, ao fato de tratarem de problemas de na-
tureza similar mas, principalmente, pela aparente simetria destes resultados (e do
equivalente para a matriz distancia), quando comparados aos existentes para a ma-

triz adjacéncia de um grafo e suas laplacianas. A saber:

Teorema 4.0.4. [68/,/69] O maior autovalor da matriz distancia de um grafo conezxo

G de ordem n é mdximo se, e somente se, G € um caminho.

Teorema 4.0.5. [70/O maior autovalor da matriz de adjacéncia de um grafo conexo

G de ordem n € minimo se, e somente se, G € um caminho.
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Teorema 4.0.6. [71]O maior autovalor da matriz laplaciana de um grafo conexo G

de ordem n € minimo se, e somente se, G ¢ um caminho.

Teorema 4.0.7. [72]/0 maior autovalor da matriz laplaciana sem sinal de um grafo

conexo G de ordem n € minimo se, e somente se, G € um caminho.

Ja a Conjectura 4.0.3, que é abordada na segunda se¢ao deste capitulo, foi con-
siderada por envolver multiplicidade de autovalores, um tipo de problema que, até
entao, nao haviamos nos aprofundado. Esperdvamos, desta forma, conhecer e tra-
balhar com outros tipos de técnicas.

Os resultados aqui apresentados sao consequéncia de colaboragao com o profes-
sor Vladimir Nikiforov, da Universidade de Memphis, e foram submetidos em dois
artigos. Tais resultados foram publicados em DA SILVA JUNIOR e NIKIFOROV
[23], enquanto a segunda ¢é parte integrante de DA SILVA JUNIOR et al. [24].

4.1 Funcoes de grafos maximizadas pelo caminho

Recentemente, LIN e LU [22] apresentaram uma prova para a Conjectura 4.0.1,
mas a Conjectura 4.0.2 permaneceu sem solugao até o presente momento. Um pro-
blema similar ao das Conjecturas 4.0.1 e 4.0.2, para a matriz distancia, foi resolvido
parcialmente hd algum tempo por RUZIEH e POWERS [68], que provaram que o
maior autovalor da matriz distancia de um grafo conexo G de ordem n é méximo se
G é um caminho. A solu¢ao completa (Teorema 4.0.4) foi estabelecida algum tempo
depois por STEVANOVIC e ILIC [69].

O objetivo central desta secao é fornecer uma abordagem geral para estes pro-
blemas. Para isto, mostramos que todos estes resultados estao associados a ideias
mais amplas, o que nos permite nao apenas obter demonstracoes inéditas para a

Conjectura 4.0.1 e o Teorema 4.0.4, como também resolver a Conjectura 4.0.2.

4.1.1 A fungao Fj(G) e seu maximo
Iniciamos introduzindo uma funcao geral em grafos e vamos estudar seu méaximo.
Definicao 4.1.1. Dado um grafo conexo G de ordem n e uma matriz simétrica

nao negativa M = [m; ;| de ordem n, definimos a fungdo Fy (G) como

Fy(G)= > dgl(i,j)mi,

1<i<j<n

onde dg (i,7) denota a distancia entre os vértices i e j em G.

Observemos que, como dg (i,7) = 0 para todo i € V (G), entao a diagonal de M

¢ irrelevante para Fy (G).
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Lembremos ainda que, dadas B = [b; j|mxn € C = [¢ijlmxn, 0 produto de Ha-

damard de B e C é definido por B o C' = [h; jlmxn, onde h; j = b; ; - ¢; j, para todo

1<i<mel<j<n.Assim, afungdo F)s (G) pode ser representada como
Fy (G) = HoD(G)], -

Este ponto de vista sugere um numero de extensoes, que pensamos em estudar

futuramente.

A partir de agora, voltamos nossa atenc¢ao para os pontos extremais de Fy; (G),
ou seja, estamos interessados em saber quais grafos conexos GG de ordem n satisfazem

a condicao
Fy (G) =max {Fy (H) : H é um grafo conexo de ordem n} .

Em particular, provamos o fato, de alguma forma surpreendente, de que para qual-
quer matriz admissivel M, a fungdo F); (G) é sempre maximizada por um caminho,
isto é, provamos que Iy (G) < Fy (P) para algum caminho de ordem n. Mais
ainda, se cada linha de M possui no maximo uma entrada nao nula fora da diagonal
principal, entdo Fys (G) < Fy (P) para algum caminho de ordem n, a menos que G
seja um caminho. Em particular, este resultado implica as Conjecturas 4.0.1, 4.0.2
e o Teorema 4.0.4.

Durante esta secao, assumimos que qualquer grafo de ordem n esta definido no
conjunto de vértices {1,2,...,n}. Além disto, denotamos por G — u o grafo obtido
a partir de G, pela remocao do vértice u, e por G — {u,v} o grafo obtido a partir
de G, pela remocao dos vértices u e v.

As demonstragoes dos Teoremas 4.1.2 e 4.1.3 possuem a mesma estrutura geral,
mas a ultima exige diversos detalhes adicionais e por isto fazemos a apresentagao

separadamente.

Teorema 4.1.2. Seja G um grafo conezo de ordem n e seja M = [m; ;] uma matriz
simétrica de ordemn. Se M ¢é nao negativa, entdo existe um caminho P comV (P) =
V (G) tal que

o daliymig < Y de(iyf)may. (4.1)

1<i<j<n 1<i<j<n

Demonstracao. Notemos primeiramente que se H é uma arvore geradora de GG, entao
dg (i,7) < dy (i,7) para todos i,j € V (G); logo

S deGg)ymig < Y di (i5) may.

1<i<j<n 1<i<j<n

Assim, podemos e vamos assumir que GG é uma arvore. A demonstracao é feita por
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inducao em n. Se n < 3, toda arvore de ordem n é um caminho, entao nao ha nada
a ser provado neste caso. Assumamos agora que n > 3 e que a afirmagao seja valida
para todo n’ tal que n’ < n. Escolha um vértice u € V' (G) de grau 1. Sem perda de
generalidade, assumamos que u = n, e seja k o tunico vizinho de u; portanto G — n
é uma arvore de ordem n — 1.

Definamos a matriz simétrica M’ = [m;j] de ordem n — 1 como segue:

mij, sei£kej#k;

Mk + Min, sej=k.

Claramente, M’ é uma matriz simétrica nao negativa. Pela hipétese de inducao,
existe um caminho P’ com V (P') =V (G —n) ={1,2,...,n— 1} tal que

Z dG—n (Zaj) m;j S Z dP/ (Zaj) m;,j‘ (42)

1<i<j<n 1<i<j<n

Por outro lado, para cada j € V (G — n), o caminho mais curto entre n e j contém
k, entao
dG (]7 n) = den (]7 k) + L.

Portanto, temos que

Z de (1,7)mij = ZdG (J,n)mjn, + Z da—n (i,7) m;

1<i<j<n 1<i<j<n
n—1
= Z (dG*n (kaj) + 1) Mjn + Z dg—n (27 j) my,j
j—l 1<i<j<n
=me+ > dan(is))
1<i<j<n

Agora, (4.2) implica em

Z dg (i,7) mz]<2m3n+ Z dp: (1,7) (4.3)

1<i<j<n 1<i<j<n

Desta forma, seja T" a arvore obtida a partir do caminho P’, pelo acréscimo da aresta
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entre n e o vértice k € V (P’). Como antes, vemos que

Z dejmz] ZdT ]7 m]n+ Z dTanmz]

1<i<j<n 1<i<j<n

= Z (dp/ (j, k) =+ 1) Mjn + Z dP’ (17]) my 4

1<i<j<n

—Zm]n—l— Z dpr (i,7)

1<i<j<n

Isto, junto com (4.3), implica em

Z de (1,7)mij < Z dr (i, J) ma ;.

1<i<j<n 1<i<j<n

Se T' = P, nao hd nada a ser provado, entao, suponhamos que 17" 2 P,. Para
completar a prova, devemos verificar que é possivel acrescentar uma aresta entre n
e um dos vértices extremos de P’ de forma que F); (T') ndo decresga.

Sem perda de generalidade, vamos assumir que a sequéncia de vértices do cami-
nho P’ seja precisamente 1,2, ..., n—1; entdo, o vizinho k de n satisfaz 1 < k < n—1.
Escrevamos M, para a submatriz principal de M correspondente as primeiras n — 1

linhas e notemos que

k n—1
=3 (k—i+t)min+ Y (i—k+1)mi,+ Fy, (P').
i=1 i=k+1

Agora, removamos a aresta {n, k} em T, acrescentemos a aresta {n, 1}, e escrevamos
Ty para o caminho resultante. Se i, (11) > Fi (T), a prova estd completa. Assim,

suponhamos F); (17) < Fyy (T) . Como

n—1

Fy (Th) =Y imp + Fag, (P,

i=1
de Fy (T1) < Fpy (T) , obtemos que

n—1

szln+22mln<z —3+1 mm—i—z (t—k+1)m;,

i=k
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e entao

N

—1
(k—=1)(mgm+ - FMp_1,) <

(]

1
k‘ — 1) (mlm + -+ mk_l,n) . (44)

<

N S

Por outro lado, removamos a aresta {n,k} em T, acrescentemos a aresta
{n,n —1}, e escrevamos T, para o caminho resultante. Se Fy (T2) > Fuy (T),

a prova esta completa. Assim, suponhamos Fis (T3) < Fiy (T') . Visto que

n—1

v (1) :Z n—1) Min+ Fuy (P,

i=1

de Fi (Ty) < Fyy (T'), obtemos que

k‘

-1 n—1

(n—1) mm+z n—1i) mm<z —i+1) mm-i-z (i —k+1)my,,

1 i=k

%

e entao

i
L

(n—k—1)(min+ - +mp_1pn) < (2t —k—n+1)m;,

=

< (n—k—=1)(mpgp+--+myu_1,). (4.5)
Como 1 < k <n — 1, a desigualdade acima, juntamente com (4.4), implicam em
Min + -+ Mp—1n = Min + -+ Mmrg—1n-

Disto, é facil ver que as desigualdades que geram (4.4) e (4.5) também se tornam
igualdades. Portanto, Fys (11) = Fa (T) e Fay (Tn) = Fiyy (T') . Isto completa o passo

indutivo e a prova do teorema. O

E natural tentar caracterizar todas as matrizes simétricas e nio negativas M, para
o qual Fy/ (G) é méximo somente se G é um caminho. A solu¢do completa deste
problema parece dificil, mas exibimos uma solucao parcial, suficiente para os nossos
objetivos. Como a maior parte desta solugao lida com o caso de GG ser uma &arvore,
entao provamos inicialmente o resultado para esta classe de grafos no Teorema 4.1.3
abaixo. O caso geral é exibido na sequéncia, com argumentos diferentes.

Denotamos por N (n) a classe de todas as matrizes simétricas nao negativas M
de ordem n tal que cada linha de M possui no maximo uma entrada nula fora da

diagonal principal.
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Teorema 4.1.3. Seja G uma drvore de ordem n. Se M € N (n) e G 2 P,, entdo
existe um caminho P com V (P) =V (GQ) tal que Fy (G) < Fyy (P).

Demonstracao. A prova é feita por inducao em n sendo estruturada como a do
Teorema 4.1.2. Se n < 3, toda arvore de ordem n é um caminho, logo nao ha nada
a ser provado neste caso. Vamos fazer a prova do caso n = 4 diretamente. Existem
duas arvores com 4 vértices - um caminho e uma estrela. Assumamos que G é uma
estrela, e, sem perda de generalidade, suponhamos que o vértice 2 seja seu centro.

Temos que
Fr (G) =2myy + myg + 2mas + my o+ maos + 2my 3.

Removamos a aresta {4,2} e acrescente a aresta {4,1}, obtendo, portanto, um
caminho G;. Assuma por contradigdo Fy (G) > Fy (G1), o que implica em
may1 > mys + mys. Agora, removamos de G a aresta {4,2} e acrescente a aresta
{4,3}, obtendo, portanto, um caminho G5. Assuma também, por contradi¢ao, que
Fy (G) > Fu (Ge) , 0 que implica em my 5 > my o +my . Concluimos que my o = 0.
Por simetria, também obtemos m; 2 = 0 e m39 = 0; logo M tem uma linha nula,
contradizendo a hipétese. Assim, G é um caminho.

Assumamos agora que n > 5 e que a afirmagao do teorema é valida para todo
n’ tal que ' < n. Seja G uma arvore para o qual F); (G) atinga seu maximo.
Devemos provar que G = P,. Escolha um vértice u € V (G) de grau 1. Sem perda
de generalidade, assumamos que u = n, e seja k o unico vizinho de u; portanto G—n
¢ uma arvore de ordem n — 1.

Definamos uma matriz simétrica M' = [mgj} de ordem n — 1 tal que

/ .
m; i =9 Mpj+myj, sei=k;

Mk + Min, sej=k.

Claramente M’ € N (n —1). Suponhamos que G —n 2 P,_;. Pela hipdtese de
inducao, existe um caminho P’ com V (P') =V (G —n) ={1,2,...,n — 1} tal que

Y doaliymiy; < Y dp (i 5)mi .

1<i<j<n 1<i<j<n
Portanto, como na prova do Teorema 4.1.2, temos que
n—1 n—1
.. / .. /
Fy(G) = E T E dg_n (i,7) m;; < E mjn + E dp (i, 7) m; ;.
j=1 1<i<j<n j=1 1<i<j<n

Agora, acrescentemos a aresta entre m e k, e escrevamos 1" para a arvore obtida.
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Como antes, vemos que

me—i— Z dp/Z]m > By (G).

1<i<j<n

Isto contradiz a hipdtese de que Fyy (G) é méximo. Portanto, G —n = P, ;.
Sem perda de generalidade, suponhamos que a sequéncia de vértices do caminho
G — n seja precisamente 1,2,....n—1. Sek=1ou k =n—1, vemos que G = P,
entao, assumamos que 1 < k < n — 1. Para completar a prova resta mostrar que
podemos acrescentar uma aresta entre n e 1 ou n—1 de forma que Fy; (G) aumente.
Escrevamos M, para a submatriz principal de M correspondente as n — 1 pri-

meiras linhas e notemos que

k n—1
=Y k=it Dmin+ Y (i—k+1)min+ Fa, (G—n).
=1 i=k+1

Em seguida, deletemos a aresta {n,k} em G, adicionemos a aresta {n,1}, e es-
crevamos (G; para o caminho resultante. Como Fj; (G) é méximo, vemos que

n—1

G1) = imin+ Fup, (G—n),

i=1

segue que

N

—1 n—1 n—1

(k—i+Dmin+ Y (i—k+1)mi, > im,,

1 i=k =1

-
Il

e, entao,

el
I
_

(k—=2i4+1)mi, > (k—1) Mgy + -+ Mp_1) -

1=1

Assim, tomando

obtemos
(k—1) (ml,n Tt mkfl,n) +S51>(k—1) (mk,n Tt mn*Lﬂ) )
isto é,
(k—=1)((myp+-- +mg—1,) — (Mg + - +Mp_1,)) > —51. (4.6)
Finalmente, deletemos a aresta {n, k} em G, acrescentemos a aresta {n,n — 1},
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e escrevamos G para o caminho resultante. Como Fjs (G) é méximo, vemos que

Fuy (Gy) = Z (n — i) Min + Fagy (G —n)

segue que
k n—1
Z —z—l—lmm+z z—k+1)mzn>z (n— 1) my,,
=1 i=k+1

e, portanto,

i
L

2i—k—n+1)m, >n—k—=1)(my,+-+mp_1,).

I
=

7

Logo, tomando

obtemos
(m—k—=1)(mgp+-F+mp_1n)+S2>n—k—1)(myy+- +mp_1n),
isto é,
(n—k—=1)((mgn+ -4+ Mp1n) — (Mip+ - +mp_1,)) > —5o.

Comparando esta desigualdade com (4.6), e utilizando 1 <k <n—1,5 <0e

S, < 0, encontramos que
Mg+ F My g =M1+ -+ M1, € S; =52 =0.
Mais ainda, de S; = Sy = 0, como m, ; > 0 para todo 1 <14, j < n, segue que
Moy ="""=M_1,=0 € Mmpy="--+=my_o, =0.

Como n — 3 > 2, dentre as entradas fora da diagonal principal da n-ésima linha
de M, existem duas que sao nulas, contrariando a hipétese. Portanto, G = P,,

completando a inducao e a prova do teorema. O
O Teorema 4.1.3 nos permite demonstrar o Teorema 4.1.4.

Teorema 4.1.4. Seja G um grafo conexo de ordem n. Se M € N (n) e G 2 P,

39



entao existe um caminho P com V (P) =V (G) tal que Fy (G) < Far (P) .

Demonstragcao. Se G é uma arvore o resultado segue do Teorema 4.1.3. Suponhamos
entao que G seja um grafo uniciclico, isto é, que G tem exatamente n > 3 arestas.
Suponhamos que G nao seja, ele mesmo, o ciclo C,, . Logo, G contém uma arvore
geradora H com grau méaximo A (H) > 3 e, portanto, H 2 P,. O Teorema 4.1.3

implica em existir um caminho P com V (P) =V (G) e, tal que,

Fy(@) = Y de(i,jymi; < D du(i,)mi; < Y dp(i,j)m;.
1<i<j<n 1<i<j<n 1<i<j<n
Se G é o ciclo C, , sejam 1, j, k trés vértices consecutivos no ciclo. A remocgao da

aresta {i,j} aumenta a distancia entre i e j, isto é,
dG (17]) < dG—{i,j} (17.])

e, entao,

Fu (G) < Fy (G = {i, j}).

Se Fi (G) < Fy (G —{i,7}), o teorema estd provado. Caso contrario Fi (G) =
Fuy (G—A{i,7}) e my; = 0. De forma andloga, obtemos m;;, = 0; logo, dentre
as entradas fora da diagonal da j-ésima linha de M existem duas que sao nulas,
contrariando a hipétese. Fica entao provado que o teorema é valido para grafos
uniciclicos.

Por fim, notemos que qualquer grafo conexo G que nao é uma arvore contém um
subgrafo gerador conexo e uniciclico H ou é uniciclico ele mesmo. Portanto, Se G
nao é uma arvore, entao Fy, (G) < Fy (H) para algum grafo conexo uniciclico H, e

entao existe um caminho P com V (P) =V (G) tal que
Fy (G) < Fuy (H) < Fu (P).

A demonstracao do teorema esta completa. O]

4.1.2 A fungao F)/(G) aplicada a matriz distancia e suas la-

placianas

Embora o Teorema 4.1.4 apresente condicoes gerais sobre a matriz M em questao,
para provar as Conjecturas 4.0.1, 4.0.2, e o Teorema 4.0.4, precisamos apenas do

seguinte corolario simples.

Corolario 4.1.5. Seja G um grafo conexo de ordem n e seja M = [m; ;| uma matriz

simétrica de ordem n. Se cada elemento fora da diagonal principal de M € positivo,
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e G nao é um caminho, entdo existe um caminho P como V (P) = V (G) tal que

Trazemos agora demonstracoes inéditas para a Conjectura 4.0.1 e o Teorema
4.0.4.

Teorema 4.1.6. O mator autovalor da matriz distancia laplaciana sem sinal de um

grafo conexo G de ordem n é mdximo se, e somente se, G é um caminho.

Demonstrag¢ao. Seja G um grafo conexo de ordem n tal que A (DQ (G)) ¢ maximo
entre todos os grafos conexos de ordem n. Devemos provar que G é um caminho.
Seja x = (x1,...,x,) um autovetor unitario para A (DQ (G)) Como D9 (G) é
irredutivel, o vetor x é positivo. Definamos uma matriz n x n, M = [m; ;] fazendo
mi; = (x; —|—xj)2. Claramente M ¢é simétrica e nao negativa. Além disto, ja é

conhecido que

MDUG)) = (D (G)xx) = Y de(i.g) (xi+ 1) = Fur (G).

1<i<j<n

Como cada elemento fora da diagonal principal de M é positivo, o Corolario 4.1.5
implica que ou G = P, ou existe um caminho P como V (P) = V (G) tal que

Fy (P) > Fpy (G) . A dltima opgao nao pode ocorrer, ja que terfamos
A (D (G)) = Fu (G) < Fy (P) < X (D (P)),

contradizendo a escolha de G. Portanto, G = P,, completando a demonstracao. [J

Teorema 4.1.7. O maior autovalor da matriz distancia de um grafo conexo G de

ordem n € mazrimo se, e somente se, G € um caminho.

Demonstragao. O resultado pode ser provado de forma anéloga ao feito para a Con-

jectura 4.0.1, com M = [m; ;] definida por m,; ; = z;x;. O

Por fim, apresentamos a solucao da Conjectura 4.0.2, que exige uma abordagem

mais cuidadosa.

Teorema 4.1.8. O maior autovalor da matriz distancia laplaciana de um grafo

conexo G de ordem n € mdximo se, e somente se, G € um caminho

Demonstragao. Seja G um grafo conexo de ordem n tal que A (DL (G)) ¢ maximo
dentre todos os grafos conexos de n vértices. Devemos provar que GG é um caminho.
Sejax = (x,...,x,) um autovetor unitério para A (DL (G)) e definamos uma matriz

2 PR -
nxn, M = [m;;], fazendo m;; = (x; —x;)”. Claramente M ¢é simétrica e nao
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negativa. Além disto, ja é conhecido que

ADH(@) = (DM Q) x,x) = Y da(i4) (i — a;)? = Far (G).

1<i<j<n

Neste ponto, nao podemos descartar que M possua diversas entradas nulas e, por-
tanto, o Corolario 4.1.5 nao pode ser aplicado como antes. Porém, o Teorema 4.1.2
implica a existéncia de um caminho P com V (P) = V (G) tal que Fi; (P) > Fu (G);
logo,

A (D" (G)) = Fu (G) < Fy (P) < X (D" (P)).

Devido a escolha de G, igualdades devem valer na linha acima, implicando que x é
um autovetor de P,. Mas, nos Teoremas 4.4 e 4.6 de [73], Nath e Paul provaram que
todas as entradas de um autovetor para A (DL (Pn)) sao diferentes e, portanto, as
entradas fora da diagonal principal de M sao positivas. Agora, aplicamos o Corolario

4.1.5 e finalizamos a demonstracao como feito no Teorema 4.1.6. O

4.1.3 Propostas para trabalhos futuros

Resultados similares ao Teorema 4.0.4 e as Conjecturas 4.0.1 e 4.0.2 sao conhe-
cidos para a matriz de adjacéncia, laplaciana, e laplaciana sem sinal de um grafo
conexo GG, como destacado na introdugao deste capitulo. Tendo em vista os fatos

apresentados nesta sessao, permanecemos interessados na seguinte questao:

Questao 4.1.9. Epossz/vel obter um resultado similar ao Teorema 4.1.4 que implique
os Teoremas 4.0.5, 4.0.6, e 4.0.77

4.2 Sobre a multiplicidade de autovalores da ma-

triz distancia laplaciana

Nesta secao, resolvemos a Conjectura 4.0.3, caracterizando completamente os
grafos cujo maior autovalor da matriz distancia laplaciana tem multiplicidade n — 2.
Para que isto seja possivel, analisamos como a existéncia de um subgrafo induzido
isomorfo a P, influencia a multiplicidade deste autovalor concluindo que, neste caso,
a multiplicidade é menor ou igual a n— 3. Este fato nos motivou a também investigar
a influéncia de um subgrafo induzido isomorfo a P; sobre o D*-espectro de um grafo
conexo. Neste sentido, provamos que se um grafo admite P5 como subgrafo induzido,
entao o maior autovalor da matriz distancia laplaciana tem multiplicidade menor
ou igual a n — 4. Embora nao tenhamos feito uma abordagem geral, caracterizando
totalmente os grafos conexos cujo maior autovalor da matriz distancia laplaciana

tem multiplicidade n — 3, algumas consideragoes sobre este tépico sao feitas.
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4.2.1 P, como um subgrafo proibido e o espectro distancia

laplaciano

Relembramos que um grafo G é um cografo se nenhum subgrafo induzido de G

¢ isomorfo a P, [74]. Sobre os cografos, também temos as seguintes caracterizagoes:
Teorema 4.2.1. [7/] Dado um grafo G, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:
i) G € um cografo.

ii) O complemento de qualquer subgrafo conexo de G com pelo menos dois vértices

é desconexo.
ii1) Todo subgrafo conexo de G tem diametro menor ou igual a 2.

Os préximos lemas, também de nossa autoria, sao titeis para provarmos os prin-

cipais resultados desta secao:

Lema 4.2.2. Se G ¢ um grafo conexo com n > 2 wvértices e espectro laplaciano

(n, o, ..., po, 12, 0) , com pg # n, entao G = S,, ou G = K,,,,, onde n = 2p.

Demonstragio. Notemos que Sp(L(G)) = (n — pia,n — pla, ..., n — ip,0,0) e, por-
tanto, G tem exatamente 2 componentes. Como cada componente ndo possui mais
de dois autovalores laplacianos distintos, ambos sao vértices isolados ou grafos com-
pletos. Como ambas as componentes também possuem os mesmos autovalores la-
placianos nao nulos, segue que G = K; U K,,_; ou G = K, U K,, onde n = 2p.
Portanto, G = S,, ou G = K, ,,. Por outro lado, ja é conhecido que o L-espectro de

S, e K, , sdo, respectivamente, (n,1,...,1,0) e (n,p,...,p,0). H

Lema 4.2.3. Seja A uma matriz real simétrica de ordem n com maior autovalor X
e M a submatriz principal m x m de A obtida excluindo-se as n —m ultimas linhas
e colunas. Se M também tem \ como um autovalor, associado ao autovetor norma-
lizado x = (x1,...,xy), entao €° = (1,22, 23,...,2m,0,...,0) € um autovetor de

A associado ao autovalor .

Demonstragao. Como A é um autovalor de M associado a x, entdo A\ = (Mx,x) .

Logo, é suficiente ver que (Mx,x) = (Ax*,x*) e utilizar o Teorema 2.1.2. O

Com o objetivo de resolver a Conjectura 4.0.3, primeiramente, investigamos como
a existéncia de um subgrafo induzido isomorfo a P, influencia a multiplicidade do

maior autovalor da matriz distancia laplaciana de um grafo.

Teorema 4.2.4. Se o grafo conexo G tem pelo menos 4 vértices e nao € um cografo

entao m(OF) <n — 3.
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Demonstracao. Como G nao é um cografo, entao G possui um subgrafo induzido
isomorfo a P, que, sem perda de generalidade, supomos possuir sequéncia de vértices
vy, V2, V3.04. Seja M a submatriz principal de DX(G) determinada pelo subgrafo Py
induzido e denotemos seus autovalores por A\; > Ay > A3 > ;. Suponhamos
que m(9F) > n — 2. Pelo Teorema 2.1.5 é facil checar que A\; = Ay = OF. Pelo
Lema 4.2.3, se x = (21,22, 73,74) € Y = (Y1, Y2,Ys, y4) Sa0 autovetores associados
a OF em M, entao x* = (21,2, 73,24,0,...,0) e y* = (y1, 2,93, 44,0, ...,0) sdo
autovetores associados a X em DL(G). Como x*, y* 1.1, com uma combinagao linear
destes vetores, é possivel obter z* = (21, 29,0, 24,0, ...,0) tal que z*1L1 ainda é um
autovetor para DI (G) associado a 9F. Portanto, z = (z1, 29,0, 24) é um autovetor
para M tal que z; + 25 + 24 = 0.

Excetuando-se a distancia entre os vértices vy e vy, que pode assumir os valores
2 ou 3, as distancias entre os vértices do Py ficam determinadas pelo fato de ele ser

subgrafo induzido. Portanto, existem apenas duas opgoes para a matriz M :

t7 -1 -2 -3 t7 -1 -2 =2
-1 t, -1 -2 -1 t, -1 -2
M1: 2 ou MZZ ? )
9 1ty —1 9 1ty —1
3 —2 —1 t, 9 —2 —1 t,

onde ty,ty,t3,t4 denotam as transmissoes dos vértices que induzem P, em D (G).
Da terceira linha de Mz = \1z segue que —22; —29—2z4 = 0. Isto, junto ao fato de
que z1 + 23 + z4 = 0, nos permite concluir que (0,1,0, —1) é um autovetor associado
a OF em M. Assim, da primeira linha de Mz = Az, temos uma contradigio.
O mesmo ocorre quando aplicamos raciocinio analogo a matriz M, no lugar de
M.
m

Relembremos que a respeito da multiplicidade do maior autovalor da matriz

distancia laplaciana de um grafo, Aouchiche e Hansen provaram:

Teorema 4.2.5. [12] Se G é um grafo conexo de ordemn > 2 entdo a multiplicidade
do maior autovalor da matriz D*(G), € tal que m(0F) < n — 1, com a igualdade

ocorrendo se, e somente se, G € o grafo completo K, .
Utilizando o Teorema 4.2.4, resolvemos a Conjectura 4.0.3:

Teorema 4.2.6. Se G é um grafo comn > 3 vértices e G 2 K,,, entao m(0F(Q)) <
n — 2 com a igualdade ocorrendo se, e somente se, G é isomorfo a estrela S, ou ao

grafo bipartido completo K, ,, se n = 2p.

Demonstragio. Como G % K, ja sabemos que m(9F(G)) < n — 2 (Teorema 4.2.5).

Portanto, resta checar para quais grafos vale m(9F(G))

n — 2. Seja G um grafo
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conexo satisfazendo esta propriedade. Entao, m(9% ,(G)) = 1. Como 9% (G) =n

oudl (G)#n:

e Se 9L (G) = n, o D*-espectro de G e (0F,0F,...,0F,n,0), com OF(G) # n.
Pelo Teorema 3.1.22, G é desconexo e tem exatamente duas componentes. Mais
ainda, como G é conexo e G é desconexo, diam(G) < 2. Entdo, pelo Teorema
3.1.15, o L-espectro de G é (n,2n—0F,...,2n —0F,2n— 0F,0). Do Lema
422, G=5,ouG=K,,.

e Se 0L (@) # n, o D -espectro de G é (9F,0F,...,0F, 0k 1,0) com Of # 0L_,

n

e 0L | # n. Afirmamos que nao existe grafo com esta propriedade.

Com efeito, pelo Teorema 3.1.22, como 9 | # n, G também é conexo. Pelo
Teorema 4.2.1, G possui P, como subgrafo induzido e, portanto, pelo Teorema
4.2.4, GG nao pode ter um autovalor distancia laplaciano com multiplicidade

n — 2.

Finalmente, lembramos que o D*-espectro do grafo estrela e do grafo bipartido

completo sao [12]:
o Sp(DH(Sn) = ((2n = 1), n, 0);
o Sp(D"(K,,)) = ((3p)" %), n,0).

]

4.2.2 P; como um subgrafo proibido e o espectro distancia

laplaciano

Tendo em vista a relacao que foi estabelecida entre a multiplicidade do maior
autovalor da matriz distancia laplaciana de um grafo conexo e a existéncia de um
subgrafo induzido isomorfo a Py, torna-se natural pensar como a existéncia de um
subgrafo induzido isomorfo a Ps pode influenciar seu D -espectro. Neste sentido,
provamos um resultado similar ao Teorema 4.2.4. Para isto, precisamos obter um
cota inferior para o maior autovalor da matriz distancia laplaciana de um grafo
conexo. Chamamos a atencao que este é um resultado anédlogo ao ja consagrado
para a matriz laplaciana de um grafo: se G é um grafo com ao menos uma aresta
entdo 1y > A+ 1, onde A denota o grau maximo de G ([75]).

Teorema 4.2.7. Se G é um grafo conexo entio OF (G) > max Tr(v;)+1. A igualdade

eV
ocorre se, e somente se, G = K,,.
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Demonstra¢ao. Suponha, sem perda de generalidade, que Tr(vy) = max Tr(v) =
1€

: -1 -1 1 x
Trmax € seja X = (]., pow o IR m) . Entao

n
> di; 27
=1 o n Tmax

Il (n —1)% |Ix[l3

alL(G)Zmax<DLy’y>><DLX7X>:<1+ ! )

Ayl T Il n—1

Como x5 = %, obtemos

T'Tmax

of(G) > 1 > Trmax + 1.

n

Trmax = Trmax +
n—1 n—
Para garantir quando a igualdade é atingida é suficiente ver que G = K,, é o

unico grafo tal que Try.c =n — 1 e x é um autovetor para DL(Kn). O

Teorema 4.2.8. Se G é um grafo conexo com n > 5 vértices e m(0L(G)) =n — 3

entdo G nao pode ter Ps como subgrafo induzido.

Demonstracao. Suponhamos que G admita P; como um subgrafo induzido que, sem
perda de generalidade, supomos possuir sequéncia de vértices vy, vg, U3, Vg, V5. Seja
M a submatriz principal de D¥(G) determinada pelo Ps e denotemos seus autova-
lores por Ay > Ay > A3 > M\ > A5, Se m(9F) = n — 3, pelo Teorema 2.1.5 segue
que \; = Ay = OF. Pelo Lema 4.2.3, se x = (1, T2, 73,74, 75) € ¥ = (Y1, Y2, Y3, Y4, U5)
sao autovetores associados a 81L em M, entdo x* = (z1,%2,%3,24,25,0,...,0)
ey = (Y1,%2,93,Ys,¥5,0,...,0) sdo autovetores para DX(G), associados a OL.
Como x*,y* 11, com uma combinagao linear destes vetores, é possivel obter z* =
(21, 29, 23, 24,0, ..., 0) tal que z* 1 1 e ainda é um autovetor para D*(G), associado a
OL. Entao, z = (21, 22, 23, 24, 0) é um autovetor para M tal que 21 + 23 + 23 + 24 = 0.

Agora, observe que a matriz M pode ser escrita como

ty -1 =2 —diy —digs ]
1ty -1 -2 —dyy
M=| —2  —1 5 -1 -2 (4.7)
“diy -2 -1 ot -1
| —dsq —dsp —2 -1 ts

onde tq, 19,13, t4,t5 denotam as transmissoes dos vértices que induzem Ps em DL(G),
di5=2,30u4, dys =20u3deds4=2ou3d Como FP; ¢ um subgrafo induzido, ¢
facil verificar que se dy5 = 4 entao do5 = 3 e dy4 = 3. Mostramos, na sequéncia,

que todas as combinagoes para d; 5, da5, € d; 4 levam a contradicoes.
L4 d175:2ed275:2:
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Como z11, da quinta linha de Mz = 9Lz segue que 2, = 0. Entdo, usando

também a quarta linha desta equacao, temos que

—d17421 - 222 — Z3 = 0
21+ 29+ 23 = 0
Se digs = 2, entao 23 = 0 e 21 = —z. Logo, podemos assumir que z =

(—=1,1,0,0,0) é um autovetor de M, o que é uma contradi¢ao de acordo com

a terceira linha da equagio Mz = 9t z.

Se di4 = 3, entao z3 = 21 e 2z = —22;. Logo, podemos asumir que z =
(1,—-2,1,0,0) é um autovetor de M. Da terceira linha da equagao, concluimos

que t3 = 0L, o que é uma contradigao (Teorema 4.2.7).

d1’5:2€d275:33

Como z1 1, da quinta linha de Mz = 0z, segue que zp = 24 = 1 e z;+23 = —2.
Assim, assumimos z = (z1,1,—2 — 21,1,0), e da segunda linha da mesma

equagao, concluimos que t, = OF.

d1’5 =3e d275 =2

Como z 11, da quinta linha de Mz = 9Lz, segue que 2; = 24 = 1 e 29+23 = —2.

Desta forma, consideramos z = (1, —2 — z3, 23, 1,0), e obtemos

t1+2—23—d1,4:8{3
—dig+ 4+ 23+t =0

Se dy 4 = 2, pelo Teorema 4.2.7 temos

23:t1—81L§—1

23:81L—t421

Se dy 4 = 3, novamente pelo Teorema 4.2.7, temos

23:t1—81L—1§—2

=0F—t;—1>0

d175 = d2,5 =3:

Visto que z1 1, da quinta linha de Mz = 0¥z, segue que 23 = —2z4 € 2, + 29 =

1. Logo, podemos escrever z = (21,1 — 21, —2,+1,0), e, entao,
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—Z1 — 2t3 — 2= —261[/
(2—dya)z1 +ts= oF

Se dy 4 = 2, entdo t, = 0%, o que é uma contradigao.

Se dy 4 = 3, entao

21 = 2((91L —t3 - ].)

Z1 = t4 — 81L
o que ¢é absurdo, ja que o Teorema 4.2.7 implica z; < 0 e z; > 0.

[ ] d175:4,d2,5:3ed174:3:

Como z 11, da quinta linha de Mz = 0¥z, segue que —3z; — 229 — 23 = 0. Deste
fato e da quarta linha desta equacdo obtemos 424 = 240F. Se 24 # 0 chegamos
a uma contradicao. Se z4 = 0 conclui-se que —22; — 2z, = 0. Entao, escrevemos

z = (1,-2,1,0,0), o que implica em t; = 9¥, novamente uma contradigao.
O

Embora o ultimo teorema nao nos permita descrever completamente os grafos
que possuem o maior autovalor distancia laplaciano com multiplicidade n — 3, é
possivel obter uma caracterizacao parcial e fazer algumas observacoes no que diz

respeito a esta questao.

Proposigao 4.2.9. Seja G um grafo conexo com ordem n > 4 tal que m(9F) =
n—3. Se L | = n é um autovalor com multiplicidade 2 entio G = Kn n n, ou

3133
G = KnT_l7nT_1 \/Kl, ou G = Kn,Q\/KQ.

Demonstrag¢io. Como 0L | = n, G é desconexo e diam(G) = 2. Mais ainda, pelo

Teorema 3.1.15, o L-espectro de G é
(n—0F,....,n—0r0,0,0),

isto é, G tem trés componentes, todas elas com o mesmo autovalor distancia laplaci-
ano nao nulo. Logo, as trés componentes sao vértices isolados, ou grafos completos
com a mesma ordem, isto é, G = Ky UK2 UKz, se3 | n, G = KnT—l U KnT—l U K,
se2|(n—1),ouG=K, UK UKj.

Por fim, como os grafos citados acima tem diametro 2, pelo Teorema 3.1.15, ¢é

suficiente conhecer seu L-espectro para escrever o D -espectro:

L 4n\ " 2
o Sp(DH(Kzzn»)) = (g) ,n®,0);
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3n—1\""?
e Sp <'DL(KnT—17% \/K1)> = ( 5 ) 7n(?),() :

o Sp (D (K,—2V K>)) = ((2(n— 1)) n®0).
O

Para finalizar a caracterizacao dos grafos conexos cujo maior autovalor distancia

laplaciano tem multiplicidade n — 3 nos resta analisar duas situagoes:

i) Se 9% | = n é um autovalor com multiplicidade 1;
ii) Se 9L | #n.

Embora nao tenhamos caracterizado precisamente estas duas classes, procedendo
similarmente & dltima proposicao, podemos concluir no primeiro caso que se o D'-
espectro de um grafo conexo G é (9F,... 0L, 0F , n,0) entdo o L-espectro de G
é escrito como (Y —n,...,0F —n,0% , —n,0,0). Assim, G é um grafo com 2
componentes tal que o maior autovalor laplaciano tem multiplicidade n — 3. Por
exemplo, o grafo G = K, o possui esta propriedade j& que Sp(D*(Ks, 2)) =
(2n —2)"=3) n 4 2,n,0).

No tltimo caso, como 9~ | # n, entdo G é um grafo conexo. Logo, G possui
um subgrafo induzido isomorfo a P;. Por outro lado, do Teorema 4.2.8, G nao

possui P5 como subgrafo induzido. Por exemplo, Cy satisfaz esta condicao, ja que

Sp(DL(Cy)) = <(%§)(2) 7 <%5>(2) ,O> '

4.2.3 Propostas para trabalhos futuros
Diante das questoes discutidas nesta se¢ao, permanecemos interessados no se-

guinte problema:

Questao 4.2.10. E possivel descrever completamente os grafos conexos cujo maior
autovalor distancia laplaciano possui multiplicidade n-37 E os grafos que possuem

algum autovalor distancia laplaciano com multiplicidade n-37
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Capitulo 5
Grafos DL-integrais C DQ-integrais

Dentre os aspectos estudados pela Teoria Espectral de Grafos, um problema
importante é, fixada uma matriz associada ao grafo, caracterizar grafos para os
quais todos os autovalores sao inteiros. Desde 1974, quando HARARY e SCHWENK
[76] introduziram a questao “Which graphs have integral spectra?”, a procura por
grafos cujo o espectro da matriz de adjacéncia é formada por inteiros tem sido feita.
Em 2001, BALINSKA et al. [77] publicaram um survey dos resultados sobre grafos
integrais. Em 1994, GRONE et al. [78] usaram explicitamente a denominagao grafo
laplaciano integral, o que gerou diversos outros artigos, tais como [79-81].

Mais tarde, a integralidade para a matriz laplaciana sem sinal foi estudada [82—-
84]. Somente muito recentemente este problema foi estudado para a matriz distancia
(85, 86].

De modo geral, relembramos que se M é uma matriz real simétrica associada
a um grafo G, denotamos por Py (G, x) o polinomio caracteristico de M(G) e por
Spu(G) seu espectro. Uma vez que as matrizes que sao utilizadas neste trabalho
s6 possuem entradas inteiras, os seus polinomios caracteristicos tém todos os coe-
ficientes inteiros. Como o coeficiente lider de cada um deles ¢ igual a 1, as raizes
racionais de cada um deles, quando existem, sao, na verdade, inteiras. Assim, dado
um grafo G, o seu espectro associado a uma matriz M tem autovalores que sao ou
nimeros inteiros ou nimeros irracionais. Quando cada elemento de Sp (M(G)) é
um numero inteiro, G é chamado de grafo M -integral.

O objetivo deste capitulo é discutir a D-integralidade e a D%-integralidade
para algumas classes especiais de grafos. FEm particular, consideramos as classes dos
grafos split completos, multi-completo similar split (multiple complete split-like),
completo-estendido similar split (extended complete split-like) e multi-completo-
estendido similar split (multiple extended complete split-like). Estas classes também
foram investigadas na discussao da integralidade para a matriz de adjacéncia [87],
matriz laplaciana sem sinal [82] e, muito recentemente, para a matriz distancia

[85]. Também observamos que, para todo grafo de diametro 2, os grafos distancia
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laplacianos integrais e os laplacianos integrais sao os mesmos.

O capitulo é estruturado como segue: na primeira secao apresentamos condigoes
necessarias e suficientes para que grafos obtidos a partir de determinadas operacoes
com grafos regulares sejam D’-integrais ou D@-integrais. Também determinamos
o DY-polinémio caracteristico dos grafos resultantes destas operacdes. A segunda
secao ¢ dividida em duas partes: na primeira exibimos os unicos valores de n €
N para os quais o grafo estrela e o grafo roda sao D%-integrais. Mais a frente,
construimos familias infinitas de grafos D?-integrais nas classes citadas no paragrafo
anterior. Na segunda parte fazemos uma caracterizacdo da D@-integralidade para
Kn, V(KnUK,,), e também exibimos familias infinitas de grafos D%-integrais deste
tipo.

Destacamos que o presente capitulo é, a menos de quando explicitamente indi-
cado, composto por resultados de nossa autoria, que foram submetidos em [25]. Na
verdade, ainda nao ha resultados disponiveis na literatura a respeito da integralidade

no que diz respeito as matrizes D* e D?.

5.1 Alguns resultados sobre grafos D’-integrais e

grafos D%integrais

Iniciamos esta se¢ao relembrando a definicao de algumas classes de grafos, que
foram primeiramente definidas por HANSEN et al. [87] :

Definicao 5.1.1. Para a, b, n € N, consideramos as sequintes classes de grafos:
e O grafo split completo C'S = K,V K,

e O grafo multi-completo similar split MCSy, = K,V (nKy);

O grafo completo-estendido similar split ECS¢ =2 K,V (K, x Ks);

O grafo multi-completo-estendido similar split MECS;, = K,V (n(K, x Ks)).

Para alguns exemplos, ver Figuras 5.1, 5.2, 5.3, 5.4.
Recordamos agora alguns resultados, ja citados no Capitulo 3, sobre o D*-

espectro e o D9-espectro de um grafo:
Teorema 5.1.2. Sejan € N.
i) Sp(D*(K,)): (n"=9,0) e Sp(D9K,)): (2n—2,(n—2)""V);
ii) Se G € k-transmissdao reqular entdo
Ppo(G,z) = (-1)"Pp(G,k—z) e Ppe(G,x)= Pp(G,z—k);
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Figura 5.1: CS3

Figura 5.2: MCS3,

iti) Sp(DX(K,—e€)): (n+2,n""2,0);

iv) Sp(D°(Ky—e)) <3n_2iW,(n—2)(n2)) .

Entao, como consequéncia do ultimo teorema, podemos enunciar alguns resulta-

dos iniciais a respeito da integralidade do D"-espectro e do D%-espectro:

Corolario 5.1.3. Os sequintes resultados sao validos no que diz respeito as matrizes

distancia laplaciana e distancia laplaciana sem sinal:
i) G = K, é D*-integral e D®-integral;

i) Se G € transmissio reqular entdo G é D*-integral se, e somente se, é D%-

integral se, e somente se, G é D-integral;
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Figura 5.3: ECS3

Figura 5.4: MECSY,.

iii) G = K, —e é D*-integral, para qualquer aresta e de K,;

w) G = K, —e é D?-integral se, e somente se, n = 5, para qualquer aresta e de
K,.

Demonstracao. Os trés primeiros casos seguem imediatamente do tltimo teorema.
No quarto caso, é suficiente ver que n? —4n+20 = (n—2)%+16 é um quadrado
perfeito se, e somente se, existe y € N tal que (n—2)?+16 = y*. Mas, paran,y € N,
é facil ver que as tnicas solugoes possiveis para a equacao (n—2+y)(n—2—y) = —16
saon =2,y =4en =5,y = 5. Como no primeiro caso terifamos um grafo desconexo,

concluimos o resultado. O

Embora tenhamos optado por manter os resultados sobre a matriz distancia

laplaciana dos grafos K, e K,, —e no corolario acima, como exemplos iniciais, estes
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resultados também podem ser obtidos considerando o Teorema 3.1.15, onde é exibida
uma equivaléncia entre os espectros laplacianos e distancia laplacianos dos grafos

conexos de diametro menor ou igual a 2. Desta forma, temos o seguinte resultado:

Coroléario 5.1.4. Seja G um grafo conexo com n vértices e diam(G) < 2. O grafo

G é Dr-integral se, e somente se, € L-integral.

Como todos os grafos apresentados na Defini¢ao 5.1.1 possuem diametro 2 e sao

L-integrais [88], podemos enunciar o seguinte resultado:

Teorema 5.1.5. Para todos a,b,n € N, os grafos CSy, MCSy,, ECSy e MECSy,

sio DY -integrais.

Tendo em vista o teorema acima, de agora em diante voltamos nossas atencoes
ao estudo da integralidade com respeito a matriz distancia laplaciana sem sinal.

Nos préximos dois teoremas, determinamos o D?-polindmio caracteristico para
grafos do tipo G1V Gy e G1V(GaUG3), onde G; é um r;-regular, para i = 1,2 e
3. Além disto, os proximos dois corolarios garantem condicoes suficientes para a

DC-integralidade nestas classes de grafos.

Teorema 5.1.6. Parai = 1, 2, seja G; um grafo r;-reqular com n; vértices. Entao,

o polinémio caracteristico da matriz D?(G1V Gy) € igual a

PA(G1)(—x+(2(n1 —2)+no—11)) Pa(Ga)(—x+ (2(ng —2) +n1 —19))
(x—(2(n1 —2)+n9—2r1))(z— (2(ng —2) + 1y — 213))

f(z),

onde f(x) = x®+x(=5(n1+n2)+2(r1+r9)+8)+4(n3+n2)+8(ry+ry—niro—nory ) —
20(ny +ng) — 2(nyry +ngre) + 16n1ng +4r1re + 16.

Demonstracao. Para ¢ = 1, 2, seja GG; um grafo r;-regular com n; vértices. Entao, a

matriz D(G) pode ser escrita como

(@) — | 20 =Tn) = AG) T ms
— mem Q(Jm _]Im) —A(GQ)
) TT(G) _ (2(711 — ].) — T —|—n2)]1n1 0
0 (2(ny—1)—rg+ni)L, |

Logo, a matriz D?(G) é escrita como

(2(n1 —2) +ny — 1), — A(G1) + 200, Ty xng
Jn2><n1 (2<n2_2)+n1_r2)]1n2_A(G2)+2Jn2

Disto, segue que se v; € R™ é tal que A(Gy)v; = A1 e v111,,, entdo o vetor
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U = [13 € R+ gatisfaz D?(G)u; = (2(ng —2) +ny — 7 — Ay, )Juy. Portanto,
2(ny —2)+ng—1r1 — Ay, é um autovalor de D*(G).

Analogamente, se vy € R™ é tal que A(G2)ve = Ay, 09 € v211,,. concluimos que

0
Ug =
V2

9 — )\1,2 .

€ R™*m2 § autovetor de D?(G), associado ao autovalor 2(ny —2)+n; —

Mais ainda, segue que os autovalores da matriz

4(%1—1)4—%2—27"1 %)
nq 4(n2— 1)+n1 —2T2

M, :[ |
que sao as rafzes de f(z) = 2 +x(—5(n1+n2)+2(r1+r2) +8)+4(nf+n3)+8(r1+rs—
nire—mnary)—20(n1+n2)—2(nir1+nere)+16n1n9+4r1175+16, sdo também autovalores
de D(G). O

Corolario 5.1.7. Para i = 1,2, seja G; um grafo reqular de grau r; com n; vértices.
Entdo, o grafo G1V Gy é D-integral se, e somente se, Gi e Go sdo A-integrais e

(3(ny —ng) —2(r1 —r2))?+4n1ny € um quadrado perfeito.

Teorema 5.1.8. Parai = 1,2,3, seja G; um grafo r;-regular com n; vértices. Entao,

o polinémio caracteristico da matriz D9 (G, V (GyUG3)), € igual a

Pa(Gh) (=24 (2(n1 —2) +no+n3—711)) Pa(G2) (=2 + (n1 +2(n2 — 2) +2n3 —13)) o
(x—(2(n1 —2) +no+ng—2r1))(x— (n1+2(ng — 2) +2n3 — 213))

PA(G3>(—I+ (n1 —|—2TLQ+2(H3 —2) —7’2))

:U )
(o (23 1 20m—2) —2rg)) %)
onde g(x) € o polinomio caracteristico da matriz
4(n1—1)—|—n2+n3—2r1 o ns
ny ny —i—4(n2— 1)—1—2713—27’2 277,3
ny 219 ny+2ny+4(ng—1) —2r;

Demonstracao. Seja G = GV (G2 UG3), como nas hipdteses do teorema. Entao,

2(J'ﬂ1 _]Im) - A(G1> Jm Xng Jm Xng
D(G) = Jn2><n1 2<Jn2 _]Im) _A<G2) 2Jn2><n3
Jn3><n1 2~=Un3><n2 Q(Jng_]lng)_A(G3)
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e a matriz de transmissoes, Tr(G), é igual a

B, 0 0
0 B, 0 |,
0 0 Bg

onde
PY Bl — (Q(nl—l)—T1—|—n2 +n3)]1n17
) B2 — (2(77,2—1)—T2+7’L1+2n3)]1n2§

® Bg = (2(71,3 - 1) —Tr3+ny +2n2)1[n3

Logo,
Cr Jnixns Jnaxns
DUG) = | Jnpxns Co 2Jnpmy |
Jnsxny 2ngxn, O
onde

o 1 =(2n1—ri+ng+n3—4)L,, — A(G1) 4+ 2],

o Cy = (n1+2ny+2n3—ry—4),, — A(Gs) +2J,,;

o (3= (n1+2ny+2n3—r3—4)1,, — A(G3) +2J,,.

Note que, se v; € R™ é tal que A(G1)vy = A\pv1 e v1L1,,, entdo o vetor

U1
u g
o

211 +ng+ng—ry —4— N, é um autovalor de D?(G).

€ R n2tns gatisfaz D9(G)uy = (2ng+ng+nz—r1—4—N,, )Jus. Portanto,

Analogamente, escolhendo vy, € R™ e vy € R™ tais que A(Go)vy = Ay, vz, com

0
vl 1,,, e A(G3)uz = A\y,v3, com v3l1,,, concluimos que ug = | vy | € RMHn2Hns
0
0
euz = | 0 | € Rut¥m g36 autovetores de D?(G), associados aos autovalores
U3

2ng+n1+2n3—ro—4—>X\,, € 2ng+n; +2ny —r3—4—\,,, respectivamente.

Mais ainda, os autovalores da matriz

4(711—1)4-7124—713—27“1 Mo ns
nq nq —|—4(n2—1)+2n3—2r2 2713 5
ny 219 ni+2ny+4(ng—1) —2r;
também sao autovalores de D?(G). O
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Corolario 5.1.9. Para i = 1,2,3, seja G; um grafo reqular de grau r; com n;
vértices. O grafo (G1V (G2UGS3)), é DP-integral se, e somente se, os grafos Gy, G

e Gz sao A-integrais e o polinomio caracteristico da matriz

4(n1—1)—|—n2—|—n3—2r1 N9 N3
nq nq —|—4(7’L2— 1)—1—277,3—27"2 2713
ny 2n2 n,+ 2712 +4(TL3 — 1) — 27"3

PoSsuL apenas raizes inteiras.

Observacao 5.1.10. Do Coroldrio 5.1.4, e tendo em vista que se G; € um grafo
reqular para i = 1,2,3, entio (G1V (G2UG3)) é L-integral [79], obtemos a D*-
integralidade deste tipo de grafo.

5.2 Familias infinitas de grafos D%-integrais

Nesta secdo, construimos diversas familias infinitas de grafos D%-integrais.
Também determinamos o tnico grafo roda e o tnico grafo estrela que sao D@-

integrais, como consequéncias imediata do Corolario 5.1.7.

Corolario 5.2.1. Sejan € N, n > 4. A roda R, = C,_1V K, é D%- integral se, e

somente se, n = b.

Demonstragao. Ja é conhecido que o grafo C, 1 é A-integral se, e somente se, n =
4,5 ou 7 (ver, por exemplo, [77]). Entao, usando o Corolario 5.1.7, basta checarmos
que, dentre estes trés valores, apenas n = 5 torna 9n? —56n +96 um quadrado

perfeito. []

Proposicao 5.2.2. Para a,b € N, o grafo bipartido completo K,;, = K,VK, ¢

D@-integral se, e somente se, 9(a—b)*>+4ab é um quadrado perfeito.

Demonstracao. Segue imediatamente do Corolario 5.1.7, fazendo ny = a, no = b e
" =Tg = 0. ]

O préximo corolério fornece uma familia infinita de grafos D@-integrais.

Corolario 5.2.3. Para a,b,j € N, o grafo bipartido completo K, = K,V K, ¢

_ P oo
DC-integral se a = b ou se a = H% eb= ]%3]

Demonstragdo. Se a = b entao 9(a—b)?>+4ab = 4a®. No segundo caso temos que
9(a—0b)?+4ab = (j2+45+6)>. O

Exemplo 5.2.4. Se G = Kj,, entio Sp(D?(Ksz)) = (19,8%).5).
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Corolério 5.2.5. Paran € N, n > 2, o grafo estrela S,, é D?- integral se, e somente

se, n=2.

Demonstracdo. Como S, = K1V K,_1, segue que S, é D%-integral se, e somente se,
9In? —32n+32 é um quadrado perfeito. Isto ocorre se, e somente se, existe z € N tal
que 9n? —32n+32 = 22. Esta equagio pode ser reescrita como (6z+ 18n —32)(6x —
18n+32) = 27. Como a soma dos fatores & esquerda da equacgao é igual a 12z, as

unicas possibilidades sao x = 3 e x = 2. Portanto, a tinica solugao é n = 2. O

Proposicao 5.2.6. Para a,b € N, o grafo split completo CS* = K,V K, é D°-
integral se, e somente se, (3a+b+2)*—8a(b+3) é um quadrado perfeito.

Demonstragao. Segue imediatamente do Corolario 5.1.7, fazendo ny = a, r; = 0,
n2:ber2:b—1. ]

Novamente, no préximo coroldrio, exibimos diversas familias de grafos D%-

integrais.

Coroldrio 5.2.7. Para a,b,j € N, j > 1 o grafo CS¢ é D%-integral se uma das

sequintes condicoes € satisfeita:
i)a=1eb=y;
i) a=jeb=2j—1;
iii) a =j+2 e b=2j;
w)a=2j—1eb=9j—6;
v) a=2j eb=9j—6.
Demonstracao. Respectivamente, temos em cada caso:
i) O grafo em questao é completo;
ii) (3a+b+2)>—8a(b+3) = (35—1)%
iii) (3a+b+2)2—8a(b+3) = (35+4)%
iv) (Ba+b+2)?—8a(b+3) = (95 —5)%;
v) (Ba+b+2)%—8a(b+3) = (95 —4)%
O

Exemplo 5.2.8. Se G = CS2, entdo Sp(D?(CS2)) = (9,4,3%)) (ver Figura 5.1).
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Proposigao 5.2.9. Para a,b € N, o grafo multicompleto similar split MCSy, =
K,V (nK}) é D%-integral se, e somente se, (3a+2b+3bn—2)2—8bn(4a+3(b—1)) é

um quadrado perfeito.

Demonstracao. Segue imediatamente do Corolario 5.1.7, fazendo ny; = a, r1 = 0,

ng=nbery=>0b6—1. ]
O coroldrio abaixo gera outras familias infinitas de grafos D%-integrais.

Corolario 5.2.10. Para a,b,j € N, o grafo MCSy, ¢ DC-integral se uma das

sequintes condigcoes € satisfeita:
i)n=2,a=3j+2eb=2j+1;
it) n=3,a=2j4+3 eb=j+1,;
iii) a = (n—1)j+1 e b= j, para todo n € N.
Demonstracao. Respectivamente, temos em cada caso:
i) (3a+2b+3bn—2)*>—8bn(4a+3(b—1)) = (7j+4)%
ii) (3a+2b+3bn—2)2—8bn(4a+3(b—1)) = (55+6)%;
i) (3a+2b+3bn—2)*—8bn(4a+3(b—1)) = ((2n—1)j+1)%
O

Exemplo 5.2.11. Se G = MCS3,, entio Sp(D?(MCS3,)) = (27,16,12®),9) (ver
Figura 5.2)

Proposicao 5.2.12. Para a,b € N, o grafo completo-estendido similar split
ECS? = K,V (K, x Ky) é D%integral se, e somente se, (3a+4b)>—40ab é um
quadrado perfeito.

Demonstracao. Segue imediatamente do Corolario 5.1.7, fazendo n; = a, r1 = 0,
ng = 2b e ro = b. O

Coroldrio 5.2.13. Para a,b,j € N, o grafo ECS® ¢é D%-integral se uma das se-

guintes condicoes é satisfeita:
i) a=b;

i) a=3j eb=7j oub=2j;

iii) a ="Tj e b =29y,

w) a =165 eb="Tj oub=19y;
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v) a=2j+1 eb:%#.
Demonstracao. Respectivamente, temos em cada caso:
i) (3a+4b)*—40ab = (3a)?;
ii) Em ambos os casos, temos (3a+4b)% —40ab = (75)%;
iii) (3a-+4b)? —40ab = (275)?;
iv) Em qualquer dos casos, temos (3a+4b)* —40ab = (65)?;
v) (3a-+4b)2—40ab = (1052 +10; +3)2;
[

Exemplo 5.2.14. Se G = ECS3, entdo Sp(D?(ECS3)) = (20, 11,102, 8™ 7 (ver
Figura 5.3).

Proposicao 5.2.15. Para a,b € N, o grafo multicompleto-estendido similar split
MECSy, = K,Vn(Ky,x Ky) é D9integral se, e somente se, (3a+ 2b+6bn)?—
16bn(4a+3b) é um quadrado perfeito.

Demonstracao. Segue imediatamente do Corolario 5.1.7, fazendo n; = a, r; = 0,

ng = nb e ro = 2nb. O

Corolério 5.2.16. Para a,b,j € N, o grafo MCSy, ¢ D®-integral se uma das

sequintes condigoes € satisfeita:
i) n=2ea=28j,b=j;
ii)n=3ea=3j,b=j oua=8j,b=j oua=>5jb=27;
i) a=(2n—1)j e b= j;
w) a=(5n—2)j eb=j.
v) a=(4n—1)j e b= 2j.
vi) a=(Tm—2)j e b= 5.
Demonstracao. Respectivamente, temos em cada caso:
i) (3a+2b+6bn)*—16bn(4a+3b) = 145
ii) O valor de (3a+2b+6bn)*—16bn(4a+3b) em cada caso é (115)2, (165)% e (235)%

iii) (3a+2b+6bn)? —16bn(4a+3b) = j%(4n—1)%;
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iv) (3a+2b+6bn)? — 16bn(4a+3b) = 2(11n—4)?;
v) (3a+2b+6bn)? —16bn(4a+3b) = j2(8n—1)?;
Vi) (3a+2b+6bn)? — 16bn(4a+3b) = 2(19n —4)2.
[

Exemplo 5.2.17. Se G = MECS},, entio Sp(DU(MECS;,)) = (24,16®,
12 10) ( ver Figura 5.4).

Proposigao 5.2.18. Seja n; € Nyi = 1,2,3. O grafo G = K, V (K, UK,,) €

D@-integral se, e somente se, n?+16nyn3 € um quadrado perfeito.

Demonstracao. Segue imediatamente do Corolédrio 5.1.9, fazendo r; = n; —1, para
1=1,2,3. m

Observagao 5.2.19. Segue da dltima proposicio que, se G = K,, V (K, UK,,)
¢ D-integral entio K., V (Keny U Ken,) também é D-integral, para todo ¢ € N.
De fato, observando a Proposicao 5.2.12 e a Proposicao 5.2.15, torna-se claro que
podemos proceder analogamente para obter grafos DC-integrais para as classes dos

grafos completo-estendido similar split e multicompleto-estendido similar split.

Exemplo 5.2.20. Como G = K5V (K3UK>) é D?-integral (ver Figura 5.5), também
¢ o grafo K.V (Ks3.UKs.), para todo ¢ € N.

Figura 5.5: Sp(D?(G) = (21,11,10%),80))

Coroldrio 5.2.21. Sejam j,n € N. O grafo G = K,,,V(K,,UK,,) é D?-integral se

uma das sequintes condigoes € satisfeita:

243542,
2

Y

i) ng=ng=2eng=

61



i) ny =ny =2j+2 eng=j+1;
iii) ny =j,no=mn eng=4n—7j, para j < 4dn—1;
Demonstracao. Respectivamente, temos em cada caso:
i) n?+416nans = (45+6)%;
ii) n?+416nyn3 = (65+6)%;
iii) n?+16nynz = (j—8n)%
[

Finalizamos esta secao chamando a atencao de que, embora para grafos conexos
de diametro 2 possa ser estabelecida uma equivaléncia entre as classes dos grafos
laplacianos integrais e dos grafos distancia laplacianos (Coroléario 6.1.7), nao po-
demos afirmar o mesmo considerando as matrizes laplaciana sem sinal e distancia
laplaciana sem sinal. Os préximos exemplos mostram que todas as possibilidades

podem ocorrer para grafos conexos de diametro 2:

o Sp(DR(CSE)) = (9,4,3®) e Sp(Q(CST)) = (%?372(2), 7_2¢§> ;
o Sp (DQ (CSY ) — (18,8(4),6(3)) e Sp(Q(CSY)) = (12,6(3),4(3),2);
e Sp (’DQ CSG ) _ (%ﬁ) 11(5)’ 33—{%77(2)) o

Sp(Q(CSE)) = (12,7@,30) 1)

5.3 Propostas para trabalhos futuros

Permanecemos interessados em determinar condigoes para que um grafo conexo
seja DF-integral ou D%-integral. Em particular, pensamos em estudar a classe
dos grafos KK, construidos tomando-se duas cépias do grafo completo K, pelo
acréscimo de j arestas, 1 < 7 < n, entre um vértice de uma das copias e j vértices
da outra. Esta classe é, na verdade, uma generalizacio do grafo KK?2, também
introduzido por STEVANOVIC et al. [89], e ja foi considerada para estudo de L-
integralidade e (- integralidade [90].

Observe que, o grafo K K7 possui diametro maior ou igual a 2 e, portanto, nao

podemos usar o Coroldrio 5.1.4 para estudar a D*-integralidade no caso geral.
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Capitulo 6

Sobre a maior e a menor entrada
do autovetor principal da matriz

distancia laplaciana sem sinal

Como ja citado neste trabalho, dado um grafo conexo G as matrizes a ele as-
sociadas A(G), Q(G), D(G) e D?(G) sao nao negativas, simétricas e irredutiveis.
Portanto, pelo Teorema de Perron-Frobenius (Teorema 2.1.7), fixada uma norma p
(1 < p < ), cada uma destas matrizes possui tinico autovetor Y = (y1,y2, ..., yn)?
positivo e unitdrio ([[Y||, = 1) associado ao seu indice. Tal autovetor é¢ chamado
autovetor principal associado a matriz. O estudo do autovetor principal torna-se
relevante nao apenas pela possibilidade de obtencao de caracterizacoes de grafos
a partir dele como também devido as suas aplicagoes no contexto das medidas de
centralidade (ver Segao 7.1).

Em 2000, PAPENDIECK e RECHT [91] obtiveram uma cota superior para a
entrada maxima, como fungao da norma p (1 < p < o0), do autovetor principal,

ma . ’ . . . A~ .
ya P, associado ao fndice A da matriz adjacéncia de um grafo:

\P2 1/p
maxp
Ya " = (1 + AP—2> '

A igualdade ocorre se, e somente se, p >1e G = S5,.

Em 2002, ZHAO e HONG [92] investigaram cotas para a entrada méxima do
autovetor principal, iy, © , associado ao indice p de uma matriz M simétrica, nio
negativa, com traco zero, como fungao da norma p (2 < p < 00). Obtiveram cotas

superiores e inferiores para este valor:
DNy ()0 N
n) =% =\1rm-ne22) -
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onde a igualdade ocorre na cota inferior se, e somente se, todas as somas das linhas
de M sao iguais e a igualdade ocorre na cota superior se, e somente se, M = afl,
ondea>0eQ=[w ] étalquew;,;=1sei=1lej>20ouj=1lei>2ew, ;=0
caso contrario.

Em 2007, CIOABA e GREGORY [93] melhoraram a cota de PAPENDIECK
e RECHT [91], em fun¢do do grau méaximo do grafo. CIOABA [94] exibiu uma
caracterizagao de grafos bipartidos usando uma cota para a soma das entradas do
autovetor principal da matriz de adjacéncia.

Em 2009, DAS [95] obteve uma cota superior para a entrada méxima, y," ",

do autovetor principal associado ao indice ¢ da matriz laplaciana sem sinal de um

max -0 -1 Hr
yo < (g —9) )
q—A+(g—29)

A igualdade ocorre se, e somente se, G é um grafo que possui grau maximo n — 1

grafo:

parap=1ou G =S, parap > 1.
Ainda em [95], foi apresentada a seguinte cota superior para a maior entrada do

autovetor principal de uma matriz irredutivel nao negativa e simétrica:

Teorema 6.0.1. [95] Seja B = (b;j)nxn uma matriz irredutivel ndo negativa e
simétrica sendo R, a maior entrada de sua diagonal principal e r, a menor entrada
desta diagonal. Seja Y = (y1,...,Yn) 0 autovetor principal de B p-normalizado

(2 < p < ) associado ao raio espectral p, com y; > yo > ... > y,. Entao,

n— 1)P-2/2( ) _ 1 yp/2 1p
(n—1) (p—r) R)p/2> (6.1)

maXp — <
TR (m = DR+ (p =

com a igualdade ocorrendo em (6.1) se, e somente se, B = £}, onde ¢ > 0 e a

matriz (0 € definida por Q@ = |w; ;], onde

((Rjc se i=j=1,
r/c se i=7j2>2

wi; =14 1 se 1=1,7>2,

1 se j=1,1>2,

0 se i>2,j>2i4#].

\

Por fim, em 2011, o préprio DAS [26] estudou cotas para a maior e a menor
entradas do autovetor principal da matriz distancia de um grafo. Citamos alguns
dos resultados 14 obtidos ao longo desta secao.

Nesta capitulo, apresentamos cotas para a maior e a menor entrada do autovetor
principal da matriz distancia laplaciana sem sinal. Os resultados aqui obtidos estao

publicados em [27], em um trabalho em colaboragao com o professor Kinkar Das, da
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Universidade de Sungkyunkwan. Destacamos ainda que, durante a busca por tais
cotas, identificamos um equivoco quanto a condi¢ao de igualdade do Teorema 4.1,
apresentado por K.C.Das em [26]. O resultado corrigido também compoe [27], e nos
auxiliou na construcao de um andlogo para a matriz distancia laplaciana sem sinal.

Este capitulo é dividido da seguinte forma: na primeira se¢ao, fazemos a correcao
da condigao de igualdade do Teorema 4.1 de [26], além de definirmos a familia
de grafos G(n, «a, %) e estudarmos algumas de suas propriedades. Na segunda e
terceira segoes apresentamos, respectivamente, cotas para a menor e maior entradas

do autovetor principal da matriz distancia laplaciana sem sinal de um grafo conexo.

6.1 A correcao de um teorema e a familia de gra-
fos G(n, a, *)

O préximo teorema consiste no resultado relativo a menor entrada do autovetor

principal p-normalizado da matriz distancia apresentada por DAS [26]:

Teorema 6.1.1. (/26], Teorema 4.1) Seja p > 1 e seja Y = (y1,y2,---,yn)’ 0

autovetor principal p-normalizado associado ao raio espectral p de D(G). Entao
ming, < (:U’ —n+a+ 1)p Hr
Y - (n—a)?+alp—n+a+1)p|

(1= 20+ 2 "
{(n —a)(p—2a+2)P+a(n — a)Pl }, (6.2)

onde a € o niumero de independéncia de G. Mais ainda, a igualdade ocorre em (6.2)
se, e somente se, G = Cl(n,a) = KoV K,_q.

De fato, estudando o teorema identificamos um equivoco quanto a condicao apre-

sentada para a igualdade acontecer em (6.2), conforme mostra o préximo exemplo.

Exemplo 6.1.2. Seja G = K3V Cy. Seu indice distincia vale O = 4 + 2v/3 e seu

autovetor principal p-normalizado é Y = (a,a,a,b,b,b, b)T, onde

. (2\/§)p 1/p o (2\/§)p 1/p
(2v/3)P +4(3)7 A2V3)P + 34|

Portanto, a entrada minima ocorre em “b”, qualquer que seja o valor de p > 1.

Por outro lado, do Teorema 6.1.1 temos que

(2v3+ 1)
4(3)P 4+ 3(2v3 + 1)P

ymmp < min

1/p (2\/§)p 1/p
14(2v3)P + 3(4)p ’
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que ocorre na sequnda parcela para todo p > 1. Logo, a cota apresentada no teorema
atinge o valor da entrada minima do autovetor principal de G = K3V C4, embora

K3V Cy22CI(T,3),

Tanto o enunciado corrigido do Teorema 6.1.1 como sua demonstracao sao
andlogos ao que fazemos posteriormente neste trabalho para a matriz distancia la-
placiana sem sinal. Sendo assim, optamos por apenas enunciar o teorema com a
condicao correta para igualdade na proxima secao. Dessa forma, evitamos que o
texto se torne repetitivo. Para enunciarmos o teorema de forma correta, conside-
remos a familia G(n, a), que denota o conjunto de todos os grafos conexos com n

vértices e numero de independéncia « e introduzimos a familia G(n, a, %) = {G €

G(n,a): G2 K,V H, onde H é um grafo regular}. Indicamos por r(H) o grau de
regularidade do grafo H. Note que CI(n, o) € G(n, «, *).

Proposicao 6.1.3. Seja G = K,V H € G(n, o). Entdo,
i)

n+oa—2, se v; € V(K,)
Tr(v;) =
2(n — 1) — a —degy(v;), se v; € V(H),

onde degy (v;) denota o grau do vértice v; em H;

ii) G € G(n, a,*) se, e somente se, os vértices de V(H) possuem a mesma trans-

missdo. Neste caso, denotando as transmissoes dos vértices de V(K,) e dos

vértices de V(H) por T, e Ty, respectivamente, temos que
To=n+a—-2e¢eTyg=2n—-1)—a—r(H),

onde r denota o grau de regqularidade do grafo H.

Demonstracao. Se v; € V(K,), entao Tr(v;) = 2(a—1)+n—a =n+a — 2.
Para v; € V(H), segue que Tr(v;) = degu(v;) + 2(n — a — degp(v;) — 1) + a =
2(n—1) — a —degy (v;). O
Observagao 6.1.4. Quando mais de um grafo G = K,V H € G(n, ) estiver sendo
considerado, escrevemos T,(G) (e Ty(G)) no lugar de T, (e Ty) .

Similarmente ao que foi feito em [26] e [95] , ¢ possivel obter cotas para a maior
e menor entradas do autovetor principal da matriz distancia laplaciana sem sinal de

um grafo GG. Para isto, precisamos dos seguintes resultados:

Teorema 6.1.5. Se G € G(n, a, %), entdo

i)

92(G) = <5n 2 — 84+ /(31 — 2a — 2r)2 — da(bn — da — 4r) + 12a2) . (6.3)

N —
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i1) as componentes do autovetor principal p-normalizado associado ao autovalor
09(G) sdo

B (09 — 4n + 3o + 21 + 4)P
i (n—a)a? + (09 —4n + 3a + 2r + 4

1/p .
)p) sev; € V(K,),

1/p
B (09 —3a+4—n)"
© %= ((n—a)((‘?Q—3a—|—4—n)7’+a(n—a)p sev; € V(H).

Demonstra¢ao. Como G € G(n, a, ), sua matriz distancia laplaciana sem sinal

pode ser escrita como

DG =

(QJ + (n +a — 4)]1)(1 Jax(nfa)
J(nfa)xa Hn—a '

onde H,,_, é uma matriz quadrada de ordem n — « onde as entradas da diagonal

sao Ty e a soma de cada linha ¢é igual a 2Ty — a.

Seja Y = (y1, 42, ..., yn)T 0 autovetor principal p-normalizado associado ao raio

espectral 99 de D?(G), dai D?(G)Y =Y . Para v;, v, € V(K,),

Pyi=Tayi+2 Y oyt ye
v €V (Ka), b4 v €V (H)
e Fy=To+2 D wt >, w.
€V (Ka), l£k vV (H)

Do visto acima, segue que

(09 =T, +2)(yi—yi) =0, istoé, y =yr jaque 09 >2n—2>n+a—4="T,-2.

Similarmente, podemos provar que y; = y, para vj, vy € V(H). Disto,
seque que o autovetor principal p-normalizado de D?(G) é da forma Y =
(g, a...,a,bb,..., b)T, onde a e b satisfazem

o n—a

9% = (n+3a—4)a+ (n—a)b
e 0% =aa+ 2Ty — a)b.

Portanto,
(n—a)b aa

az@‘?—n—3a—|—4 ¢ :8Q—2TH+04'

(6.4)
Eliminando a e b, obtemos o raio espectral da matriz distancia laplaciana sem
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sinal do grafo,

|
°(G) = 3 (n 42Ty + 20+ /(n— 4 —2Ty)? + 4a(3n — 8 — 4T) + 12a2> ,

e assim obtemos (i), pois Ty = 2n— 2 —1r — «, concluindo a primeira parte da prova.

Sendo Y o autovetor principal p-normalizado associado ao raio espectral 9% de
DY(@), segue que

B (09 — 2Ty + )P e

“ = (n —a)a? + (0% + a — 2Ty )P ’
. (09 — 30 +4 —n)" o
\(n—0a)(09 —3a+4—n)P+an—a)p '

Novamente, como Ty = 2n — 2 — r — «, temos o resultado desejado em (ii). Isto

completa a demonstracao. O]

Note que qualquer grafo G € G(n, ) pode ser obtido de C'I(n, «) pela remocao
de arestas. Deste fato e do teorema de Perron-Frobenius, obtemos uma nova cota

inferior para 99(G), baseada no ntimero de vértices e ntiimero de independéncia de

G.

Teorema 6.1.6. Se G € G(n,a) entdo

9%(G) > 99(CI(n,a)) = % <3n +2a— 64/ (n+2—2a) + Sala — 1))

com a igualdade ocorrendo se, e somente se, G = CI(n, ).

Demonstragao. Basta fazer r = n — a — 1 em (6.3) para obter o resultado desejado.
O

A respeito da familia G(n, «, *), podemos enunciar a seguinte proposigao:

Proposicao 6.1.7. Seja G = K,V H € G(n,a,*). Entdo, as sequintes condi¢oes

sao equivalentes:
i) r>n-—2a;

ii) Ty <T,, isto €, a transmissio minima de G é obtida nos vértices de V(H);

iii) b < a, onde Y = (y1, ya2,-- -, yn)T

DO(G), com y; = a para v; € V(K,)e y; = b parav; € V(H).

€ o autovetor principal p-normalizado de
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Neste caso, temos que

ming _ § _ (3@_3a+4_n)p 1/p
g (n—a)(09 —3a+4—n)P+aln—a) '

Demonstragao. (i) <= (ii) : De T, =n+a—2e Ty =2n—r — a — 2, obtemos o
resultado desejado.

(ii) <= (iii) : De (6.4), segue que b < a se, e somente se, 99 — 2Ty + a >
a e 09—n—-3a+4<n—a,oqueequivale a 2Ty <99 e 99 <2(n+a-2)=
27, [

Apresentamos agora a versao corrigida do Teorema 6.1.1.

Teorema 6.1.8 (Teorema 6.1.1 corrigido). Seja G € G(n,«). Fizado p > 1, seja

Y = (y17 Y2, - - yn)T
tral i1 de D(G). Entao

i < {[(n__&;u——nﬁ—a4_np )p]Up’

o autovetor principal p-normalizado associado ao raio espec-

a? +a(p—n+a+1
[ (u— 20 + 2)P T/p
(n—a)(p—2a+2)P+aln—a)p ’

onde o € 0 numero de independéncia de G. Mais ainda, a igualdade ocorre se, e
somente se, G = K,V H € G(n, a, ¥) com r(H) >n — 2a.

6.2 Sobre a menor entrada do autovetor principal

da matriz distancia laplaciana sem sinal

Para um subconjunto W de V(G), seja G — W o subgrafo de G obtido pela
remocao dos vértices de W e as arestas incidentes a eles.

Na sequéncia, exibimos uma cota superior para a menor entrada do autovetor
principal da matriz distancia sem sinal, em funcao do ntmero de vértices, o raio
espectral e o numero de independéncia do grafo. Embora a primeira parte deste
teorema seja similar a prova do resultado [26, Teorema 4.1], com adaptagdes relaci-
onadas ao fato da diagonal principal, neste caso, ser nao nula, torna-se necessario

refazé-la para discutirmos a segunda parte da demonstragao.

Teorema 6.2.1. Seja G € G(n,a). Fizado p > 1, seja Y = (y1, Yo, -+, Yn)? 0
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autovetor principal p-normalizado associado ao raio espectral 39 de D?(G). Entdo

1/
(09 + o —2n + 2)P g

miny, < :
Y - mm{[(n—a)ap+a(8Q+a—2n+2)P

(09 —3a+4—n)" 1/p
[(n—a)(aQ—3a+4—n)p+a(n_a)p] }.(6.5)

Mais ainda, a igualdade ocorre se, e somente se, G = K,V H € G(n, o, *) com
r(H)>n—2a.

Demonstracao. Como GG tem numero de independéncia «, existem conjuntos A e B
tais que V(G) = AU B com A = {vy, va,..., Vo }, B = {Vat1, Vat2,---, Un} € NAO
existem dois vértices adjacentes no conjunto A. Sejam v; € A e v; € B tais que

yi <ur,Vur € A ey; <y, Vup € B. De DY = 99Y, podemos escrever
0%y, =Ty y; + Z di, k Yk + Z diwyr > Tiyi + Z di yi + Z di, 1 ;-
k=1, ki k=a+1 k=1, ki k=a+1

Além disso, como d;, > 2se v, € A, e d;, > 1 se v, € B, segue que

« n

Z dir>2(a—1) e Zdi,kzn—a.
k=1, ki k=a+1
Logo,
T.>2a—1)+n—a=a+n—2.
Assim,

%y > (2(a—1)+at+n—2)y;+(n—a)y;, istoé, y > (n — a)y;

20— satd—n 00

Similarmente, temos
Oy > T,y +Z dj ki + Z dj kYj -
k=1 k=a+1, k#j
De dj, > 1V k # j, segue que

(07
Zdj,kzoﬁ Z dijr>n—a—-1 e T; >n—1.
k=1 k=a+1,k#j
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Entao,

ay;

O%y; > ayi+ (2n—2 —a)y;, isto é, y; 2<

Do fato do vetor Y ser p-normalizado, temos
n
k=1

Substituindo (6.7) em (6.8), obtemos

4< (09 + o —2n +2)P e
Yi= a0 +a—2n+2)P + (n — a)ar

e substituindo (6.6) em (6.8), obtemos

(09 —3a +4 —n)P v
i = <(n—a)(8Q—3a+4—n)p+@(”—a)p) |

Terminamos assim a primeira parte da demonstracao.

+a—2n+2)

(6.7)

(6.9)

(6.10)

Agora, suponha que a igualdade ocorre em (6.5). Entao, as desigualdades (6.9)

e (6.10) se tornam igualdades. De (6.8), temos

y, =Yy, para vy, €A e y,=vy; para v, € B.

Consideremos os seguintes dois casos:

Caso (i) : y™» = y; < y;. Logo,

y; = Yi < ayY;
(094 a—-2n+2) T (0% +a—2n+2)’

isto é,
o9 < 2n —2.

Disto, e usando a Proposicao 3.1.12, concluimos que G = K, .
Caso (i1) : y™» = y; < y,. Logo,

(n — a)y;
09 —3a+4—n)’

yi:<

isto é,
Fyi=m+a—2)y+ 2a—2)y+ (n—a)y.
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Para v, € A, temos

%y = Toy: + Z de, 1k yi + Z o,k Y -
k=1, k£l k=at1

Usando os dois resultados acima, concluimos que

[0}

(Ty—n—a+2)y + Z (de,r — 2) yi + Z (de, —1)y; = 0.
k=1, k£l k=a+1

Como Ty >n+a—2,v € Aedy, > 1parav, € B, dp, > 2 parav, € A
(k # (), devemos ter dy = 1 para v, € B, dy = 2 para v, € A (k # (), para
qualquer v, € A. Logo, cada vértice de A é adjacente a todo vértice de B. Mais
ainda, d=2e G= K,V H,onde H =G — A.

Mostramos agora que quaisquer dois vértices de B devem ter a mesma trans-
missao, isto é, T; = T para vy € B. Com efeito, para s tal que a +1 < s < n,

relembrando que y, = y;, V v, € B,

% = Toyi+ ) doryi+ Y daky
k=1

k=a+1, k#s
= ay + 27, — o) y;.

Logo, temos que Ty = T; para todo v; € B. Como d = 2, entdo degy(vs) =
degy(v;) para todo vs € B. Assim, H = G — A é um grafo regular e, portanto,
G € G(n, «, x). Da Proposicao 6.1.7 segue que r(H) > n — 2a.

Reciprocamente, se G = K,V H € G(n, «, *) com r > n—2a, entdo a igualdade

segue diretamente da Proposigao 6.1.7. ]

Observacao 6.2.2. Note que a igualdade ocorre em (6.2) ndo apenas para o grafo
Cl(n,a), mas para uma classe muito mais ampla de grafos. Mais especificamente,
a mesma classe de grafos que foi aprensentada no Teorema 6.2.1. Por exemplo, é
fdcil ver que a igualdade ocorre para o grafo K5V Cy, que ndo € isomorfo a K3V K.
Também, o grafo bipartido completo Kgp—o, onde @ > n — o nao € isomorfo a

CI(n,«a), mas satisfaz a igualdade do Teorema 4.1 em [26] .

Visto que Ty, > t,V k € V(G), e 99 > 2t > t +n — 1, pela Proposicio 3.1.12,

obtemos outra cota superior para y™".
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Teorema 6.2.3. Seja G € G(n,a). Fizado p > 1, seja Y = (y1,Y2,---,Yn)’ 0

autovetor principal p-normalizado associado ao raio espectral 09 de D?(G). Entdo

1/

min : (8Q+a_n+1_t>13 ’

y P < min )
a(@+a—-—n+1—tP+(n—a)ar

1/p
(09 — 200+ 2 — t)”
(n—a)(09 —2a+2—t)P + a(n — oz)P] } (6.11)

Mais ainda, a igualdade ocorre em (6.11) se, e somente se, G € G(n,a,*) é
transmissao regular. Neste caso G é (n + a — 2)—transmissao regular com 99 =
2(n +a —2) e y™nr = (l)l/p.

n

Observacao 6.2.4. Para que a cota seja atingida no ultimo teorema devemos ter
G2K,VHEGn,ax),eTy=T,, isto é r(H) =n — 2a.

Uma questao natural a ser colocada neste ponto é qual dos teoremas exibe uma
melhor cota. Com o objetivo de comparar as cotas para y;, consideremos a funcao
l‘p

f(z) = , Ve (0,00).

az? + (n — a)a?

Entao
(n—a)aPpaP!

027 T (n — a)ar? >0, Vaze(0,00),

f'(x) =

jAquep>1e0 < a<n. Logo, afungdo f(x) é crescente para x > 0. Isto, junto
ao fato de
8Q+0z—2n+228Q+Oz—n+1—t<:>t2n—1,

o que ¢é sempre verdade, nos permite concluir que

v < (% +a—n+1-—t)p e
3 — )ap

a(@+a—-—n+1—-1t)P+(n—a

< (09 + o — 2n + 2)P e
— \a(@?+a—-2n+2)P+ (n—a)ar ’

para qualquer grafo G.
Para analisar a cota referente a y;, consideremos a fungao

g(x) = (n— o)z + aln —ap’ vV x e (0,00).

Logo
a(n—a)PprP~?

[(n —a)z? + a(n — a)P]2

g'(z) = >0, Vze/(0,00).
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Como 09 —2a+2—-1t>09 —3a+4—n<+=1t<n+a—2, usando o fato da

fungao g(x) ser crescente para x > 0, segue que

(09 —3a+4 —n)P "
y; < ((n_&)(acz_3a+4—n)P+a(n—a)P>

(09 — 20+ 2 — t)P e
= (M—aﬂ@Q—%ﬁﬂ—ﬂﬁ+am—ay)

se, e somente se, o grafo G possui t <n + a — 2.

O préximo corolario combina o resultado dos tltimos dois teoremas para que

possamos exibir a cota da melhor forma possivel.

Corolério 6.2.5. Seja G € G(n, o). Fizado p > 1, seja Y = (y1, 2, .., yn)L 0

autovetor principal p-normalizado associado ao raio espectral 99 de D?(G).

(i) Set >n+a—2, entao

ming < (P +a—n+1-—t)p e
s o jar)

R+a—n+1—-tP+(n—a

(02 — 20+ 2 — t)P e
((n—a)(aQ—2a+2—t)p—|—a(n—oz)19) ’

com a igualdade ocorrendo se, e somente se, G € G(n, «a, %) e, neste caso, o grafo
l)l/p,

n I

G € (n+ a — 2)—transmissao reqular com 99 = 2(n+ a — 2) e y™ = (

(i7) Set <n+a—2, entao

in , (O +a—n+1—t)p e
y P < min )
a(@+a—-—n+1—-tP+(n—a)a?

(09 —3a+4—n)" 1
(n—a)(09 —3a+4—n)P+a(n—a)

com a igualdade ocorrendo se, e somente se, G = K,V H € G(n, a, *) e Ty < Ty,

onde temos

i (09 — 3a +4 — ) i
o (n—a)(0? —=3a+4—n)P+a(n—a)y '

Os préximos dois exemplos mostram que, em geral, t e n + o — 2 sao incom-
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paraveis.

Exemplo 6.2.6. Seja G = P,. Seja o = {%W et = L"{J . Entao

t<n+a—2 se n=3;
t=n+a—2 se n=24,5;

t>n+a—2 se n>6.

Para G = K, , comp < q, temosa =q et =2(p—1)+q=n+p—2. Portanto,
t<n+4+a-—2.

Visto que estamos determinando cotas para a menor entrada do autovetor prin-
cipal associado a matriz distancia sem sinal de um grafo GG, torna-se interessante
determinar cotas que nao dependam do valor 9. Neste sentido, novamente utili-
zando novamente o fato das fungoes f(x) e g(z) serem crescentes e 99 < 2T com

a igualdade ocorrendo se, e somente se, o grafo é transmissao regular (Proposicao
3.1.12), temos:

Corolério 6.2.7. Seja G € G(n, o). Fizado p > 1, seja Y = (Y1, Y2, -+, Yn) 0

autovetor principal p-normalizado associado a O%.

(i) Set>n+a—2,

- _ 2T +a—n+1—¢t)p e
y 7 < min ,
a2T+a—n+1—t)P+ (n—a)a?

(2T — 200+ 2 — t)P Gy
((n—a)(ZT—2a+2—t)P+a(n—a)P) ’

(i7) Set <n+a—2,

miny T +a—n+1-t) v
Y - a2 +a—n+1—-t)P+ (n—a)ar ’
(2T — 3+ 4 —n)” L
(n—a)2T —3a+4—n)P + a(n — a)P '

Em ambos os casos a igualdade ocorre se, e somente se, G € G(n,a) é trans-
l)l/p

n

missao reqular comt =n+a —2, 909 =2(n+a —2) e y™» = (
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6.3 Sobre a maior entrada do autovetor principal

da matriz distancia laplaciana sem sinal

Voltamos, a partir de agora, nossa atencao a obtencao de cotas para a maior

maXp

entrada do autovetor principal p-normalizado, y , associado ao raio espectral,

92(G) de um grafo conexo G. A primeira cota é obtida como corolrio do Teorema

6.0.1.

T

Corolédrio 6.3.1. Seja G um grafo conexo e seja’Y = (y1, Ya,..., Yn)" 0 autovetor

principal p-normalizado associado ao raio espectral 99 de D?(G) com y; > yy >

c. 2 Yn. Sep > 2, entao

- /p
max, __ (77, — 1)(7’ 2)/2(8Q _ t)p/2 1
Yy =1 < ((n — 1)(?—2)/2(8Q — t)p/2 + (aQ _ T)p/2 > (6.12)

onde T e t denotam, respectivamente, a maior e a menor transmissao de G. A

igualdade ocorre se, e somente se, G = K, .

Demonstragdo. Fazendo R = T, r =t e p = 99 em (6.1), obtemos o resultado
desejado em (6.12). A igualdade ocorre em (6.12) se, e somente se, existe um grafo
G tal que sua matriz distancia laplaciana sem sinal é escrita como D?(G) = ¢,
onde ¢ > 0 e 2 é definido no Lema 6.0.1. Como todas as entradas da matriz distancia
laplaciana sem sinal sao maiores ou iguais a 1, segue que G = K, ja que G é um
grafo conexo e w; ; =0, i, j > 2,i# j. Como c=r = R =1, temos D?(K,) = ¢

e o resultado esta provado. O

Observacao 6.3.2. Se p = 2 ¢ o grafo € transmissdao reqular, a cota se resume a
ymaxp < V2
p— 2 .

Em DAS [26] foram apresentadas as seguintes cotas:

Teorema 6.3.3. [26] Seja G um grafo conexo . Fizado p > 2 seja Y =
(Y1, Y2, - -, yn) T 0 autovetor principal p-normalizado associado ao indice & de D(Q)

com ymaxp =Y Z2Y2 > ... > Yp. Entao

aP—Z 1/]7 d(a -n + 2)p_1 1/p
S ymaxp S
(87’_2+ (n—1)d— (d— 1)5)?’—1) <8+d(8—n—|—2)7’—1)

(6.13)
onde d, § denotam o diametro e o grau minimo de G, respectivamente. Além disso,
ambos os lados da igualdade ocorrem em (6.13) se e somente G = K,,. No caso de
p =1, vale

1 d
. S ymaxl S —’
0+1 o+d

e a igualdade ocorre se, e somente se, G = K,,.
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O seguinte corolario simples ¢é til na Proposicao 7.2.24.

Corolério 6.3.4. Seja G um grafo conezo . Se’ Y = (y1,9a,...,yn)" € o autovetor

principal 1-normalizado associado ao indice 0 de D(G) entao

ymaX1 S

N —

A igualdade ocorre se, e somente se, G = K.

Demonstracao. Pela Corolario 3.1.13, 0 > n — 1 e a igualdade ocorre se e somente
G=K,. Comon—12>d, do Teorema 6.3.3 temos
d d

ymax1§ S Sl
o+d " n—1+d 2

A igualdade ocorre se, e somente se, = n — 1 = d. Como a primeira igualdade

ocorre se, e somente se, G = K,,, entao d = 1 e, portanto, n = 2. O

Analogamente ao resultado estabelecido em [26] para a matriz distancia apre-
sentamos, na sequéncia, cotas superiores e inferiores para a entrada maxima do
autovetor principal p-normalizado associado ao raio espectral 99 de D?(G), resul-

tados publicados em [27]. Exibimos primeiramente uma cota inferior:

Teorema 6.3.5. Seja G um grafo conexo. Fizadop > 1, seja’Y = (y1, Y2, -+, Yn)"
o autovetor principal p-normalizado associado ao raio espectral O° de D?(G) com

Yy =9 > yp > ... > y,. Entao

(n — A)(09 — T)r! 1/(p=1)

= ((@Q TP+ (n—A) @2 —T) + (n—2)(n—A—1)T7 ’
(6.14)

onde A, T et denotam o grau maximo e as transmissoes mdxima e minima de G,

respectivamente.

Demonstracao. Como Y é o autovetor principal p-normalizado associado ao raio
espectral 99 de D(G) e y1 > y2 > ... > ¥y, temos

L= Y i <yi+uh+(n—2)4,
k=1
isto é,

vp = 1=y = (n—2) 48 (6.15)

Além disto, DY = 99Y. Para v; € V(G),

Oy =Ty + Z di kY >ty + Z Yr + (n — dega(v1) — 1) Yn. (6.16)
k=2 =2
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Como p > 1, multiplicando ambos os lados de (6.16) por yg_l, concluimos que
Oyt =ty D s+ (0 —degal(vi) — 1) yn b
k=2

> bty ) g+ (n—dega(vr) — 1) o, (6.17)
k=2

pois Yo > Y3 > -+ > Yp.

Entao,

v

Py =t 1=+ (n—dega(n) = 1) [1— 38 — (n—2) 1
>t - A) (1) - (=) (- A= 1)}

>ty A=A (1—y) —(n=2)(n-A=1)y5,  (6.18)

V

2
2

onde foram utilizados os fatos de degg(v1) < Aep > 1.

Portanto, obtemos

=) g\
yQZ((8Q—t)y1+(n—2)(n—A—1)) ' (6.19)

Para vy € V(G), temos que

Oy =Toyp+ Y, darye <Typ+Tu. (6.20)
h=1, k2

De (6.19) e (6.20), obtemos

(n_A) (1—3/?) <8Q_T)p_1 p—1, p—1
Q-+ (n—2)(n—A—-1) < Ty 7,

isto é,
(n=2)(@% =T "' = (n=2)(n—A -1y
< [0 =0T + (= A)0° =T o
< [(09 — )T+ (n - A)(@° —T)'] ¥ Y6.21)
o que d4 o resultado desejado (6.14). Resta provar que a desigualdade é estrita.

Como G é conexo, y; > 0,7 = 1,2,..., n. Além disto, 2t < 0?9 < 2T. Logo,
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99—t>0,T>0ey’ <y’ E facil ver, entdo, que a desigualdade (6.21) é estrita.

[sto completa a demonstracao. O]

Coroldrio 6.3.6. Seja G um grafo conexo. Fizadop > 1, seja’Y = (Y1, %2, .., Yn) L
o autovetor principal p-normalizado associado ao raio espectral O° de D?(G) com

yrEe =gy >yp > ... > y,. Entao

an,1 1/p
maxy > , 6.22
b ((2ij1(8Q<—t)4—8Qp_1> (622

onde T et denotam as transmissoes mdzrima e minima de G, respectivamente. Mais

ainda, a igualdade ocorre em (6.22) se, e somente se, G = K,,.

Demonstragao. De (6.17), obtemos

Tt > L=yt (6.23)
isto é, Uyt
Yo > (%) o (6.24)
De (6.20), obtemos
Oy < 2Ty, . (6.25)

Dos dois resultados acima, concluimos que

implicando
ger

2T)" (09 —t) + 0P~

Yy >

a desigualdade exibida em (6.22). A primeira parte da prova estd feita.

Agora, suponha que a igualdade ocorra em (6.22). Entao, todas as desigual-

dades acima se tornam igualdades. Em particular, da igualdade (6.23), obtemos

dego(v1)) =n—1, Ty =t=n—1eys =ys =--- = y,. Novamente da igualdade
(6.25), temos Ty =T ey =ys =ys = -+ = Y. Logo, y3 = yo = -+ =y, . Para
v; € V(G),

=2T;, i=1,2,...,nist0é6 Th=Tp=---=T,
e, entdo, T =t = n — 1. Portanto, degg(v1) = dega(vy) = -+ = degg(v,) =n — 1
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e, por fim, G = K, .

Reciprocamente, seja G = K, . Entdao, 0° = 2(n - 1), T =t =n—1e

l)l/p

Y1 =Yoo= " =Yp = (n . Logo, a igualdade vale em (6.22) para K, . O

Analogamente ao que foi feito para y™®, também apresentamos no préximo

corolario cotas para y™** que nao dependem do raio espectral do grafo.

Coroldario 6.3.7. Seja G um grafo conezo. Fizadop > 3, seja’Y = (Y1, Yo, -+, Yn)®
o autovetor principal p-normalizado associado ao raio espectral 99 de D (G) com

YU =y > yp > ... > yn. Entdo

1
S 20! ’
oos e i eopt)

onde T et denotam a maior e menor transmissoes de G, respectivamente. Se p =1

ou p =2, entao

Y > (2 T)pil w
“\Nenrter-o+er)rt '

Em qualquer caso, a igualdade ocorre se, e somente se, G = K,,.

Demonstracao. Fixado a > 0, considere a funcao

P!

fl@) = a(x—t)+ar-1’

2t <x <2T.

Entao, temos que

ar’?((p—1) (x—1t) — )

(#) = 6.26
T = G —nrorp (6.26)

e t 1

f'(x) =0 se, e somente se, == b
p—2
E fécil ver que f'(x) >0, ja que
t(p—1
xZQtZ(pr) para p > 3.

Se p = 1 ou p = 2 entado, de (6.26), concluimos que f'(x) < 0. Usando estes
resultados, junto ao fato de que 2t < 99 < 2T e o Corolério 6.3.6 obtemos a cota
inferior. Mais ainda, em qualquer caso, a igualdade ocorre se, e somente se, G = K,,,
pelo Corolario 6.3.6. O]
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Lema 6.3.8. Seja G um grafo r-reqular com diametro 2. Fizado p > 1, seja Y =
(Y1, Y2, .- -, Yu)T 0 autovetor principal p-normalizado associado ao raio espectral O?
de D?(G) com y™» =y, > yy > ... > v,. Entdo

i) =Ty=-=T,=2n—r—-2 ¢ 0%G)=22n—r—2);
1 1/p

Wm=m==m=(2)
n

Demonstra¢ao. Como G é um grafo r-regular com d = 2, temos que T; =+ 2(n —
l—r)=2(n—1)—re entao, Ty =Ty =--- =T, =T. Parav; € V(G),

Cy=Tyi+ Y digyr, istoé, (0-T)yi= >  dirye.
k=1, k£ k=1, ket

Fazendo a soma de i = 1 a n, obtemos

(3Q—T)Zyi = Z Z di, k Yk
=1

i=1 k=1, ki

n

= Y+ m-1-n2y,

=1

= (2n—2—r)iyi.
i=1

Como .
Z y; > 0,
i=1

segue que
UG =T +2n—r —2.

A primeira parte da demonstracao fica concluida.

Para v; € V(G),

aQy1:T1y1+Z Ay < Ty +2n—2—-71)y,. (6.27)
o2

Como 99(G) = T + 2n —r — 2, da desigualdade acima, concluimos que y; < 9.
Mas, y; > ys e, portanto, y; = y2. Logo, de (6.27), y; = yo = - -+ =y, . Por fim, de

dour=1,
=1
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concluimos que y; = yo = -+ =y, = (%)1/13. =

Exibimos agora uma cota superior para a maior entrada do autovetor principal

p-normalizado associado ao raio espectral 99 de DY(G).

Teorema 6.3.9. Seja G um grafo conexo. Fizadop > 1, seja’Y = (y1, Y2, -+, Yn)"
o autovetor principal p-normalizado associado ao raio espectral 39 de D?(G) com

Yy =9 > yo > ... > y,. Entao

Tp—l 1/p
maxp -
Y —<<0Q—T)p+Tp—1—(d—1)(n—5—1)Tp—1> ’

(6.28)

onde d, 0 e T denotam o diametro, grau minimo, e a transmissio maxida de G,
respectivamente. Mais ainda, a igualdade ocorre se, e somente se, G = K, ou G €

isomorfo a um grafo reqular de diametro 2.

Demonstragao. Para v; € V(G),
0%y = Ty y; + Z di, k Yk
k=1, k#i
isto é,

(O°-T)y < (% =Thyi= Y diru (6.29)
k=1, ki

Como p > 1, usando weighted power mean inequality, obtemos

1/p

n n
> dirys > dik Uk
k=1, kti k=1, kti
- > n )
Z di,k Z dz’,k
=T, ki k=1, kti
isto é,
n p n p—1 n
(z dz-,kyk> g( 5 d> S dagd. (630)
k=1, ki k=1, ki k=1, ki
Como
n
v =1,
=1

de (6.29) e (6.30), concluimos que

09 -T)yy? < TP

L=+ > (dix— 1);,5] . (6.31)

k=1, ki
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Fazendo i = 1 em (6.31), temos

(0° =Ty y? < TP | (1—of) + (d—1)(n—dega(vy) — 1) yé’] jdque T >T,

™" (1-y)+d-1)(n—6-1) y§] : (6.32)

IN

Similarmente, fazendo i = 2 em (6.31), temos

(09 =T)ys < T

(I=y) +(d=1)(n—0- 1)1/]1’] : (6.33)

isto é,

(@=Dn—6-Dyf+1_,,
(09 —T)p + Tr-1 |

Ys <
Substituindo este valor em (6.32), concluimos que

[(aQ —TY+Tr 4 (d=1)(n—6—1)TP7 1| TP}

<(8Q — T+ Tp_1> —(d=1)2(n—-3§—1)2T?2

TP
@2 —Tp+Tr ' —(d—1)(n—0—1)Tr 1"

o resultado desejado em (6.28). A primeira parte da prova estd feita.

Agora, suponha que a igualdade ocorra em (6.28). Entao, todas as desigualdades

acima tornam-se igualdades. Em particular, da igualdade (6.29), obtemos T; = T.

Da igualdade (6.30), obtemos y; = yo = -+ = ¥;—1 = Yi+1 = -+ - = Y. Da igualdade
(6.32), obtemos degg(vy) =0, Th =T, ya = y3 = -+ = y, e d < 2. Da igualdade
(6.33), obtemos degg(vy) = 0, To =T, y1 = y3 = -+~ = y, e d < 2. Portanto,
Y1 =1y ="+ =Y, =y, por exemplo. Sed =1, G = K,,. Caso contrario, d = 2.

Para v; € V(G), 09y = 2T}y, isto é,
o9 = Q[degg(vi) +2n—-1- degg(vi))] =4(n—1) — 2degg(v;).

Do feito acima, concluimos que degg(vy) = degg(va) = -+ - = degg(v,). Logo, G

¢ um grafo regular com diametro 2.

Reciprocamente, seja G = K,,. Entdo, 99 =2(n—1), T=n—-1=4,d =1
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YL =Y =+ =Yy = (%)1/ . Pode-se checar facilmente que a igualdade vale em
(6.28).

Seja G isomorfo a um grafo r-regular de diamettro 2. Entao, pelo Lema 6.3.8,

concluimos que d = 2, T}y =Ty, = -+ =T, = 2n —r — 2 = T (por exemplo),
1 1/p
Y1 =Y =" =Y = (—) e 09(G) = 2T. Entao
n
-1 T
(0 =Ty +Tr 1 —(d—1)(n—6—1)Tr~t — TP+ Tr-1 —(p—7—1)Tr1
B 1
- T—n+r+2
JR— 1 N
- n =Y

jaque T =2n—1r — 2.

Portanto, a igualdade vale em (6.28), finalizando a demonstragao do teorema. [J

6.4 Propostas para trabalhos futuros

Em CIOABA e GREGORY [93] e CIOABA [94] s@o exibidos resultados a respeito
da razao principal (a razao entre a maior e a menor entrada do autovetor principal 2-
normalizado). Pensamos em investigar que tipo de resultados sao obtidos utilizando-

se uma razao analoga, agora no contexto da matriz distancia laplaciana sem sinal.
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Capitulo 7

Medidas de centralidade e

convexidade em grafos

O objetivo deste capitulo é explorar possibilidades de aplicacoes da matriz
distancia de um grafo para o desenvolvimento de outras areas da Teoria de Gra-
fos. Particularmente, abordamos as medidas de centralidade, na primeira secao, e a
teoria de convexidade, na segunda secao. Em ambos os casos, além de fazer uma re-
visao de resultados ja conhecidos de forma a permitir que o leitor se familiarize com
os assuntos, propomos defini¢oes, de teor espectral, que pensamos poder contribuir
para o desenvolvimento destas areas.

A primeira secao deste capitulo é dividida em quatro partes. Na primeira, fa-
zemos uma revisao das principais medidas de centralidade existentes na literatura,
o que nos auxilia a justificar a proposicao da medida de proximidade espectral, na
segunda subsecao. Na terceira subsecao, apresentamos algumas propriedades da
nova medida proposta, a partir de releituras de resultados ja existentes na litera-
tura e, finalmente, na tltima subsecao, fazemos comparacoes entre as medidas de
proximidade e proximidade espectral, em um mesmo grafo conexo. Alguns resul-
tados inéditos, nao s6 abordando estas medidas, como também o raio espectral da
matriz distancia de um grafo, sao obtidas. Em [28], em trabalho de colaboragao
com os professores Boaventura-Netto e Jurkiewicz, da Universidade Federal do Rio
de Janeiro, utilizamos duas medidas de centralidade, de grau e de autovetor, como
ferramenta para observar e comparar o comportamento dos diretorios estaduais dos
partidos, em termos das aliangas que se celebraram para elei¢coes governamentais e
das coligacoes estabelecidas para a eleigao presidencial.

A ultima secao, dividida em duas partes, é dedicada a convexidade em grafos. Na
primeira parte, apds definirmos alguns conceitos da teoria da convexidade abstrata,
voltamos nossa atencao para a convexidade em grafos, em especial, a convexidade
geodésica. Na segunda, propomos um novo conceito, de teor espectral, para o estudo

da convexidade em grafos, algo que nao encontramos na literatura.
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7.1 Medidas de centralidade

7.1.1 Algumas medidas de centralidade

A teoria de grafos representa uma importante ferramenta para modelagem e
analise de diferentes tipos de redes, problema que se torna relevante devido a sua
natureza real. Neste sentido, um conceito que desempenha papel importante é o de
medida de centralidade, introduzido em 1948 por BAVELAS [96], ainda no contexto
especifico de redes sociais, com o objetivo de se tentar mensurar a importancia dos
atores (vértices) envolvidos na rede. Nas décadas posteriores até os dias atuais, tal
conceito vem sendo amplamente discutido e utilizado para investigar a importancia
ou influéncia dos vértices nos mais diversos tipos de rede como as que modelam
problemas nas areas de transporte [97], mercado financeiro [98], redes sociais [99)],
redes de alimentos [100], fluxo de informagoes [101], combate a redes terroristas
[102], busca em redes de internet [103]|, propagagao de doengas [104], coligacoes
partiddrias [28], entre outros.

Devido a diversidade de caracteristicas que as redes modeladas podem apre-
sentar, tornou-se necessario que, desde 1948, um grande nimero de medidas de
centralidade fossem definidas, para que, em cada rede, fosse possivel optar pela
medida que melhor quantificasse os seus diferentes aspectos. Neste trabalho, nos
atemos as medidas de centralidade de grau, centralidade de autovetor, centralidade
de proximidade e centralidade de eficiéncia. Para maiores detalhes sobre algumas
das medidas mais presentes na literatura sugerimos [105].

A definicao mais simples das medidas de centralidade é a de grau, proposta em
1964 por SHAW [106], que atribui maior centralidade ao vértice que possui mais

contatos diretos na rede. Definimos da seguinte forma:

Definicao 7.1.1. Seja G um grafo com n vértices e seja v; um vértice de G. A cen-
tralidade de grau de v;, que denotamos por cq(v;), € o nimero de vértices adjacentes

a v;, isto €,
n

Cd(Ui) = Zai,k

k=1

onde a;j denotam os elementos da matriz de adjacéncia A(G).

Exemplo 7.1.2. No grafo apresentado na Figura 7.1, temos a sequinte centralidade

de grau:
ca(vi) | ca(vio) | ca(vi1) | ca(viz) | ca(vis) | ca(vz) | ca(vs)
9 3 3 3 2 1 1
ca(va) | ca(vs) | ca(ve) | ca(vr) | ca(vs) | ca(vg)
1 1 1 1 1 1
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Figura 7.1: Grafo onde v; possui a maior centralidade de grau .

Observe que, apesar do vértice vy possuir a mesma centralidade de grau que
os vértices vy; e v1o, eles possivelmente tenham diferentes magnitudes de influéncia
nesta rede ja que além das ligagoes entre estes vértices, o primeiro esta diretamente
ligado ao vértice que mais possui vizinhos na rede enquanto os demais se ligam ao
vértice vz, que sé é adjacente aos proprios vy, e v. Esta diferenca de magnitude
nao aparece pois a medida de centralidade atribui relevancia a um vértice baseada
exclusivamente no seu grau.

Em 1987, BONACICH [107] introduziu a medida de centralidade de autovetor
que considera nao apenas o numero de ligacoes diretas que um vértice possui na

rede como também o quao centrais estes vértices adjacentes sao.

Definicao 7.1.3. Seja G um grafo conexo com n vértices e seja v; um vértice de G.

A centralidade de autovetor de v; € definida por
Cav (Uz) = Ty,

onde x; € a i-éstma coordenada do autovetor positivo unitdrio associado ao indice

do grafo da matriz de adjacéncia A(G).

A centralidade de autovetor fica bem definida ja que, pelo Teorema de Perron-
Frobenius (Teorema 2.1.7), a matriz de adjacéncia de um grafo admite tinico auto-
vetor positivo unitario associado ao indice.

Além disto, segue que se A e x = (x1,...,x,) sdo respectivamente o indice o e

autovetor unitario associado a matriz A(G) entao



mostrando portanto que a centralidade de autovetor de um vértice é determinada por
uma combinacao linear da centralidade de seus vértices adjacentes, o que justifica o
apontado anteriormente sobre esta medida considerar dois fatores na determinacao
dos vértices mais centrais: ntimero de vértices adjacentes e o quao centrais sao estes

vértices.

Exemplo 7.1.4. Para o grafo apresentado na Figura (7.1) temos as sequintes cen-

tralidades de autovetor:

Cav (Vl) Cav (VIO) Cav (Vll) Cav (V12) Cav (V2) Cav (VS) Cav (V4)
0,63451 | 0,35727 | 0,24079 | 0,24079 | 0,20311 | 0,20311 | 0,20311
Cav (V5) Cav <V6> Cav (V7) Cav (V8> Cav <V9) Cav (V13)
0,20311 | 0,20311 | 0,20311 | 0,20311 | 0,20311 | 0,15416

E importante observar que ao compararmos as centralidades de grau e autove-
tor do grafo exibido no exemplo anterior, além de na segunda termos cy,(vig) >

Cav(V11) = Cav(v12) onde na centralidade de grau tinhamos igualdade, temos também

ca(v2) = ca(vs) = ... = cq(vg) < cq(v13)

enquanto

Car(V2) = Cap(V3) = ... = Cap(V9) > cq(v13).

Isto evidencia uma inversao na ordem da centralidade destes vértices ao comparar-
mos as medidas e deve-se ao fato de que apesar dos vértices vs, ..., v9 possuirem
apenas um vizinho cada, este vizinho comum vy possui a maior centralidade de au-
tovetor da rede, situagao distinta de vy3, que é adjacente a vértices de centralidade
de autovetor menores.

Muitos grafos modelam redes onde a distancia entre os vértices torna-se uma
informagao fundamental. Nestes casos, os vértices com maior relevancia sao aqueles
que, em algum sentido, estao “mais préximos na rede”. Em 1966, SABIDUSSI [108]
introduziu a medida de proximidade, baseada na soma das distancias de um vértice

aos demais vértices do grafo.

Definicao 7.1.5. Seja G um grafo conexo com n vértices e seja v; um vértice de
G. A centralidade de prozimidade de v; € determinada pelo inverso da soma das

distancias de v; aos demais vértices do grafo, isto €,

1 1

cp(v) = = )
L Tr(v;
S dyy,

k=1

88



Neste caso, o vértice mais central da rede é aquele cuja soma das distancias a
todos os demais vértices é minima ou, equivalentemente, o vértice de transmissao

minima.

Exemplo 7.1.6. O grafo da Figura 7.2 apresenta as sequintes centralidades de

proximidade:
cp(vi) cp(Ve) cp(vr) cp(va) cp(Vs)
0,06667 | 0,06667 | 0,06667 | 0,05882 | 0,05882
cp(vs) | cp(ve) | cp(va) | cp(va)
0,05882 | 0,05556 | 0,05263 | 0,05263

Em muitas redes deseja-se determinar um local (vértice) tal que a distancia
maxima para os demais vértices do grafo seja a menor possivel, no lugar da distancia
total. Por exemplo, na determinagao de um local para a instalacao de uma unidade
do Corpo de Bombeiros em uma regiao, este pode ser um dos parametros de inte-
resse. Em 1995, HAGE e HARARY [109] propuseram a denominada centralidade

de eficiéncia, baseada no conceito de excentricidade de um vértice.

Definigao 7.1.7. Seja G um grafo conexo com n vértices e seja v; um vértice de G.
A centralidade de eficiéncia de v; € dada pelo inverso da excentricidade de v;, isto

e

€,

1
e(vi)’

Portanto, esta medida torna mais central o vértice que tiver excentricidade

ce(v;) =

minima.

Exemplo 7.1.8. O grafo da Figura 7.2 apresenta as sequintes centralidades de

eficiencia:
Co(V1) Co(V2) Ce(Vs) Ce(Ve) Ce(Vo)
0,33333 | 0,33333 | 0,33333 | 0,33333 | 0,33333
Ce(V3) Co(Vy) Ce(V7) Ce(Vs)
0,25 | 025 | 025 | 025

7.1.2 Uma nova medida de centralidade

Assim como ocorria para a centralidade de grau, é comum ao utilizarmos tanto
a centralidade de proximidade, como a de eficiéncia, que diferentes vértices apresen-
tem o mesmo valor de centralidade sem que ocupem necessariamente localizagoes
“equivalentes’na rede. No Exemplo 7.2, os vértices vy e vg tém a mesma centrali-

dade de proximidade, apesar de nao terem o mesmo grau, por exemplo. Situagao

89



Figura 7.2: Grafo onde apenas vg nao admite outro vértice com mesma transmissao
e apenas dois valores de excentricidade sao atribuidos aos vértices.

semelhante a apresentada pelos vértices vz e vg, para a centralidade de eficiéncia. Na
verdade, neste grafo, apenas vg nao admite outro vértice com mesma transmissao
e apenas dois valores de excentricidade sao atribuidos aos vértices. Motivados por
esta questao e pelo fato da centralidade de autovetor aperfeicoar, em certo sentido,
a centralidade de grau, propomos uma nova medida de centralidade, espectral, a

qual chamamos de medida de proximidade espectral.

Definicao 7.1.9. Seja G um grafo conexo com n vértices e seja v; um vértice de
G. A centralidade de prorimidade espectral de v; € definida por
1

Cpe(vz') = .
(A

onde x; € a i-éstma coordenada do autovetor positivo unitdrio associado ao indice

do grafo da matriz de distancia, D(G).

Note que, novamente do Teorema de Perron-Frobenius (Teorema 2.1.7), segue
que a centralidade de proximidade espectral fica bem definida.
Se d e x = (1,...,x,) sao respectivamente o indice e o autovetor unitério

positivo associado a matriz D(G) entao

3

1 0
Ay, 0p Tk == Cpe(Vy) = — = ——. (7.1)

Dx =0X <= 1; = —
x.
k=1 ‘ Z dviﬂ)kxk
k=1

Q=

Portanto, a centralidade de proximidade espectral de um vértice v; é determi-
nada, a menos da multiplicacao pelo indice da matriz distancia, pelo inverso da
combinacao linear das entradas do autovetor principal da matriz distancia de G
associadas aos demais vértices do grafo, onde o coeficiente de cada uma destas en-

tradas € a distancia de v; ao vértice associado a entrada. Logo, podemos pensar que
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um vértice v; torna-se mais central com respeito a proximidade espectral a medida
em que dois fatores sdo combinados: valor reduzido para sua transmissao ( unica
condigao que estava presente na centralidade de proximidade) e uma possivel quan-
tidade maior de vértices que estao muito distantes de v; e que também tenham alta
centralidade (quando comparado ao que ocorre com os demais vértices do grafo).
Sobre o segundo fator, cabe observar que como as entradas do autovetor normalizado
sao valores entre zero e um e multiplicam distancias maiores ou iguais a um, pode-
mos pensar que cada valor de distancia de v; a um vértice vy, d,, ,,, contribui apenas
com um percentual seu, no denominador da equacao (7.1). Percentual este que
¢ determinado exatamente pelo valor da entrada do autovetor principal da matriz
distancia associado ao vértice v;, x; (inverso da centralidade deste vértice). Sendo
assim, com o objetivo de minimizar o denominador, e maximizar a centralidade,
desejamos os menores percentuais sendo tomados das maiores distancias, ou seja,
grandes centralidades ocorrendo em vértices distantes entre si. O primeiro fator se-
gue de forma imediata, pelo fato da transmissao fazer contribuigoes no denominador
da expressao (7.1).

E importante observar que temos no segundo fator algo que é esperado quando
pensamos em um problema de natureza real. Caso estejamos, por exemplo, tentando
decidir em qual vértice de um grafo instalar um depdsito, a partir de onde sao
distribuidos produtos (para os demais vértices do grafo), a existéncia de vértices
centrais e distantes entre si apenas reafirma a relevancia de suas posicoes. De fato,
fixado um vértice vy com esta caracteristica, ele esta proximo de um grupo de vértices
(vizinhos, vizinhos de vizinhos...) e, mesmo os demais vértices que nao fazem parte
deste grupo ainda desempenham papel central na rede, por terem alta centralidade
e, portanto, nao devem estar a uma distancia tao grande de vy. Logo, em certo
sentido, vy esta, de fato, préximo de toda a rede.

Optamos pela utilizacao do inverso na definicao da centralidade de proximidade
espectral motivados pelas defini¢oes, ja consagradas na literatura, de medida de
proximidade e eficiéncia, onde o inverso também esta presente. Desta forma, conse-
guimos nao apenas que os vértices com maior centralidade espectral sejam os mais
proximos da rede, diferentemente do que ocorreria sem a utilizagao do inverso que
acarretaria no fato do vértice mais central ser o menos préoximo aos demais vértices
da rede, como também tornamos mais simples a comparacao dos resultados destas

trés medidas, de mesma natureza, em um determinado grafo.

Exemplo 7.1.10. O grafo da Figura 7.2 apresenta as sequintes medidas de centra-

lidade de proximidade espectral para seus vértices:
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Cpe(V1) | Cpe(Ve) | Cpe(Vr) | Cpe(Va) | CpelVs)
3,34045 | 3,33177 | 3,291206 | 3,02096 | 3,01431
cpe(VS) Cpe(VQ) Cpe(VS) Cpe(V4)
2,94715 | 2,80654 | 2,74394 | 2,73748

O Exemplo 7.1.10 evidencia que, diferentemente do que ocorreu com as medi-
das de centralidade de proximidade e de eficiéncia do grafo exibido na Figura 7.2 |
nao ha pares de vértices que possuam a mesma centralidade de proximidade espec-
tral. O Exemplo 7.1.11 vem mostrar que além de termos casos onde as medidas de
proximidade e eficiéncia apresentam vértices com mesma centralidade enquanto a
medida de proximidade espectral os distingue, também ¢é possivel que haja inversao

da magnitude das centralidades.
Exemplo 7.1.11. Para o grafo da Figura 7.3 temos

e (Centralidade de Eficiéncia:

Ce(V5) ce(Vl) Ce<V4) Ce(VG) ce(V2) Ce<V3)
0,25 0,2 0,2 0,2 0,16666 | 0, 16666
Ce(Vr) | Co(Vio) | Ce(Vs) | Ce(Vil) | Ce(Viz) | Ce(Vis)
0,16666 | 0,16666 | 0,14286 | 0,14286 | 0,14286 | 0, 14286
Ce(Vg) Ce<V14) Ce(V15) Ce(Vle) Ce(V17)
0,125 | 0,125 | 0,125 | 0,125 | 0,125
o (entralidade de Proximidade:
Cp(V4) Cp(Vlo) Cp(Vs) Cp(Vs) Cp(Vll) Cp(V13)
0, 02564 0,025 0,02326 | 0,01961 | 0,01961 | 0,01961
cp(Vve) cp(v1) | cp(viz) | cp(va) cp(vr) | cp(via)
0,01961 | 0,01818 | 0,01818 | 0,01695 | 0,01587 | 0,01515
cp(Vis) | cp(vie) | Cp(vir) | cp(Vvs) cp(vo)
0,01515 | 0,01515 | 0,01515 | 0,01316 | 0,01099
e (Centralidade de Prorimidade Espectral:
Cpe(Va) | Cpe(Vio) | Cpe(Vs) | Cpe(Ve) | Cpe(Vil) | Cpe(Vis)
5,97051 | 5,84010 | 5,54293 | 4,74316 | 4,69285 | 4,69285
Cpe(Vs) Cpe(Vl) Cpe(Vlz) Cpe(Vz) Cpe(V7) Cpe(V14)
4,64490 | 4,38596 | 4,34065 | 4,07664 | 4,02885 | 3,69140
Cpe(V1s) | Cpe(Vie) | Cpe(Vir) | Cpe(Vs) | Cpe(Vo)
3,69140 | 3,69140 | 3,69140 | 3,40414 | 2, 86541
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Figura 7.3: Grafo onde ¢,(v3) > ¢,(v6), Cpe(V3) < Cpe(v) € ce(v3) < ce(vs).

Portanto, c,(v3) > ¢,(vs) € Cpe(v3) < Cpe(Vg), € ce(v3) < ce(vs).

Tendo em vista a possibilidade das centralidades de proximidade e proximidade
espectral ordenarem os vértices de um mesmo grafo de forma distinta, torna-se
natural o interesse pela possibilidade de nao apresentarem o mesmo vértice como

mais central. O proximo exemplo garante a existéncia de grafo com tal propriedade.
Exemplo 7.1.12. Para o grafo da Figura 7.4, temos

o (entralidade de Proximidade:

cp(v1) | €p(va) | cp(va) | cp(ve) | cp(vio) | cp(var)
0,06667 | 0,06667 | 0,06667 | 0,06667 | 0,06667 | 0,06667
Cp(VG) cp<v3> Cp<V5> Cp(V7) Cp(VS)
0,06250 | 0,05882 | 0,05882 | 0,05882 0,04
e (Centralidade de Proximidade FEspectral:
Cpe(Ve) | Cpe(Vi) | Cpe(V2) | Cpe(Va) | Cpe(Ve) | Cpe(Vio)
3,60881 | 3,57424 | 3,57424 | 3,57424 | 3,57424 | 3,57424
Cpe(vll) cpe(VS) Cpe(v5> Cpe(V7> cpe(VS)
3,57424 | 3,29772 | 3,29772 | 3,29772 | 2,37225
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Figura 7.4: Grafo onde o conjunto de vértices que assumem a maior centralidade
de proximidade e o conjunto de vértices que assumem o maior valor de proximidade
espectral sao disjuntos.

7.1.3 Algumas propriedades da medida de proximidade es-

pectral

Diante da definicao proposta para a medida de proximidade espectral, a com-
preensao de suas propriedades passa pelo estudo do autovetor principal da matriz
distancia de um grafo, largamento estudado [10, 26]. Nesta secao, além de exibirmos
algumas propriedades da medida de centralidade espectral, obtidas a partir de uma
releitura de alguns resultados ja presentes na literatura, obtemos, ao fim dela, uma
cota inferior inédita para o menor autovetor principal da matriz distancia de um
grafo conexo, 1-normalizado.

O préximo resultado traz como consequéncia o fato da medida de proximidade

espectral sempre atribuir a mesma centralidade a vértices transitivos.

Proposicao 7.1.13. [16] Seja G um grafo conexo com autovetor principal da matriz

distancia x = (1, T, ..., T,) en um automorfismo de G. Se n(v;) = v; entdo x; = x;

Corolério 7.1.14. Se G € um grafo conezo e v;,v; € V(G) sao vértices transitivos

entio Cpe(Vi) = Cpe(Vj).

Notemos que se G é um grafo transmissao regular entao todos os seus vértices

possuem a mesma centralidade de proximidade espectral. De fato, como a soma
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dos elementos de cada linha da matriz distancia de G é constante, entao esta ma-
triz tem como autovetor principal o vetor 1 = {1,1,...,1}. Na verdade, os grafos
transmissao regular desempenham papel analogo, para a centralidade de proximi-
dade espectral, ao desempenhado pelos grafos regulares com respeito a centralidade
de autovetor ja que, no segundo caso, o autovetor principal associado a matriz de
adjacéncia também é o vetor 1. Destacamos ainda que a reciproca do Corolério
7.1.14 nao se verifica no caso geral. Como exemplo, podemos considerar o grafo
apresentado na Figura 3.1 que, apesar de nao ser regular ( portanto, possui vértices
nao transitivos), é transmissao regular, o que implica em todos os seus vértices terem
a mesma centralidade de proximidade espectral.

Também sao resultados conhecidos:

Teorema 7.1.15. [10] Seja G um grafo conexo com n > 3 wvértices e autovetor

principal da matriz distancia X = (1, ...,Ty).
i) Se u € um vértice pendente adjacente a um vértice v, entGo x, > Ty;

ii) Se G € uma drvore e x, < x,, entdo as entradas de X por qualquer caminho da

forma vu...w formam uma sequéncia crescente de niumeros positivos;

iii) Para uma drvore, a entrada minima do vetor de Perron ocorre em um vértice
interior. Mais ainda, o minimo pode ocorrer em no mdximo dois vértices que,

neste caso, sao adjacentes;

iv) Para wma drvore, a entrada mdxima do vetor de Perron ocorre em um vértice

pendente e pode ocorrer em diversos vértices;

v) Dados u,v € V(G), se N(u)\{v} € N(v)\{u}, entdo x, > x,. Mais ainda, se
Nu)\{v} = N(w)\{u}, entio x, = x,.

As seguintes propriedades a respeito da centralidade de proximidade espectral

sao obtidas a partir de uma releitura do teorema acima:
Corolario 7.1.16. Seja G um grafo conexo com n > 3 vértices.
i) Se u é um vértice pendente adjacente a um vértice v, entio Cp.(u) < Cpe(V);

ii) Se G € uma drvore e cp(u) < cpe(v) as centralidades por qualquer caminho da

forma vu ... w formam uma sequéncia decrescente de niumeros positivos;

ii1) Para wma drvore, o vértice de maior centralidade de proximidade espectral
ocorre em um vértice interior. Mais ainda, a centralidade mdzima pode ocorrer

em no mdximo dois vértices que, neste caso, sao adjacentes;
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i) Para uma drvore, a centralidade minima de proximidade espectral ocorre em

um vértice pendente e pode ocorrer em diversos vértices;

v) Dados u,v € V(G), tais que N(u)\{v} C N(v)\{u}, entao cpe(u) < cpe(v).
Mais ainda, se N(u)\{v} = N(v)\{u}, entdo cpe(u) = cpe(v).

Observagao 7.1.17. O item (v) do Teorema 7.1.15 e do Coroldrio 7.1.16 podem
ser enunciados de forma andloga para a transmissao de um vértice [110] e, portanto,
para a centralidade de proximidade, respectivamente. Este resultado € utilizado mais

a frente.

No Capitulo 6 ¢é feita uma revisao acerca das cotas existentes na literatura para
a maior e menor entrada do autovetor principal p-normalizado associado as matrizes
de adjacéncia, laplaciana sem sinal, distancia, bem como matrizes nao negativas, de
forma mais ampla. Cotas inferiores para a menor entrada do autovetor principal
p-normalizado associado a matriz distancia de um grafo conexo nao foram determi-
nadas. Diante da definicao de centralidade proposta nesta secao, tal cota torna-se
relevante ja que representa uma cota superior para a maior centralidade de proxi-
midade espectral de um grafo. Mais ainda, tal fato nos ajudaria a determinar para
quais valores de p a medida de proximidade espectral se torna uma centralidade de
n6 (node-centrality), conceito introduzido por RUHNAU [111] em 2000 :

Definicao 7.1.18. Seja G um grafo conexo de ordem n. Seja nc uma func¢ao que
associa um valor real a todo vértice v € V(G). A fun¢do nc é chamada uma cen-

tralidade de no se:
i) nc(v) € [0,1] para todo v € V(G);
ii) nc(v) =1 se, e somente se, G = S,, ed(v) =n — 1.

Apesar de ainda nao termos obtido a cota desejada, apresentamos, na sequéncia,
um resultado inicial, de nossa autoria, sobre o assunto. Antes, recordamos o seguinte

resultado bem conhecido:

Lema 7.1.19. [91] Se p1,pa, ..., pn SG0 nimeros positivos, entao:

r+ro+...+1, . T
2 min —
p1+p2+...+Dn i Di

para quaisquer numeros reais m1,7q, ..., n. A igualdade ocorre se, e somente se,

. ri .. .
todos os quocientes — sao iguais.
i

Teorema 7.1.20. Seja G um grafo conexo com n vértices e Y = (y1,y2,---,Yn),
o autovetor 1-normalizado associado ao raio espectral O de D(G), onde y; > yo >

.. 2 Ypn. Entao
1

>_— .
=511 (7:2)
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Majis ainda, uma condi¢ao necessdria para que a iqualdade ocorrer é que G possua

um vértice universal.

Demonstracao. Da equacao DY = JY e do Lema 7.1.19 segue que

n—1
dniYi
OYn z; > mi dniYi 1
1— Y T on—1 - Hllll'l Yi ’
> Vi
i=1
ja que o grafo é conexo. Logo,
1
n > a4
=T

Reciprocamente, suponhamos que a igualdade ocorra em (7.2). Novamente,
usando Lema 7.1.19, temos d,; = 1 para todo ¢ = 1,2,...,n — 1. Portanto, G

possui um vértice universal. O

7.1.4 Comparando as centralidades de proximidade e de

proximidade espectral

Como vimos na secao anterior, as centralidades de proximidade e proximidade
espectral podem apresentar diferentes vértices como os de maior relevancia. Tendo
como motivagao o trabalho feito por GRASSI et al. [112], onde s@o discutidas
condigoes para que um grafo tenha o mesmo vértice com a maior centralidade de
grau e de autovetor, exibimos uma condi¢ao andloga a la apresentada, agora para
que o mesmo vértice tenha as maiores centralidades de proximidade e proximidade
espectral. Para isto, obtemos uma cota simples, porém inédita, para o raio espec-
tral da matriz distancia de um grafo conexo, melhorando a cota apresentada no
Teorema 3.1.11. Por fim, mostramos que na familia dos grafos threshold conexos
tais centralidades coincidem.

Ao longo desta se¢ao, dado um grafo conexo GG de ordem n, denotamos a trans-
missao de seus vértices por Try < Try < ... < Tr,. Além disto, x = (21,22, ..., T,)
denota um autovetor unitario associado ao raio espectral 0 de D(G). Considera-
mos os conjuntos U = {v € V(G) : z, = maxz;}, W = {v e V(G) : x, = minx;},
Toin(U) = min{Tr() :v € U} e Thax(W) = max{Tr(v):v € W}. Lembramos
ainda que, se v € V é tal que z, = min{x; : 1 € V(G)}, entao este vértice possui o
maior valor de centralidade de proximidade espectral do grafo GG. De forma similar,
se T'r(v) = T'ry entdo o vértice v possui o maior valor de centralidade de proximidade
do grafo em questao.

O préximo teorema fornece uma nova cota para o raio espectral da matriz

distancia de um grafo.
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Teorema 7.1.21. Sejam G um grafo conexo de ordem n e x = (x1,Ta,...,T,) UM
autovetor unitdrio associado ao raio espectral O de D(G). Entao, Tyax(W) < 0 <

Tmin(U), com a igualdade ocorrendo se, e somente se, G € transmissao reqular.

Demonstracao. Vamos provar apenas uma das desigualdades, visto que a outra segue

de forma andloga. Seja v € U tal que Tr(v)=Tnin(U). Entao

1 n n
0=— diptr <Y _dpy =Tr(v) = Tin(U). (7.3)
Ty
k=1 k=1

Se vale a igualdade em (7.3), entao,

n n
E dk,vxk = § dk,vxv
k=1 k=1

e, como 0 < xp < x,, segue que x = x, Vk € V. Logo, G ¢ transmissao regular. []

Exemplo 7.1.22. Para o grafo da Figura 7.4, a cota apresentada no Teorema 3.1.11
nos dd 15 < 0 < 25, enquanto pelo teorema anterior temos 16 < 9 < 25.

O préximo corolario é fundamental para enunciarmos um condicao suficiente para
que o vértice com a maior centralidade de proximidade espectral tenha também a

maior centralidade de proximidade.

Corolario 7.1.23. Sejam G um grafo conexo de ordemn e x = (1,22, ...,T,) um
autovetor unitdrio associado ao raio espectral 0 de D(G). Sev € V(G) € um vértice
tal que x, = minz; entdo, para todo vértice w € V(G) tal que Tr(w) > 0, temos

Ty > Ty

Demonstracao. Caso x,, = x,, terfamos w € W e Tr(w) < Tha(W) < 9, absurdo.

n
Teorema 7.1.24. Sejam G um grafo conezo de ordem n, x = (x1,%2,...,%,) um
autovetor unitdrio associado ao raio espectral O de D(G) e x, = minz,;. Se Tr; =
Tro = ... = Trp, < 0 < Trgyy < ...Try,, para algum 1 < k < n — 1 entao

Tr(v) =Try.

Demonstragao. Se v € V é tal que x, = minx;, pelo coroléario anterior, Tr(v) < 0

e, portanto, Tr(v) = Try.

m
Pelo teorema anterior, com a condicao de que Try = Try = ... =Tr, < 0 <
Trio < ...Tr,, para algum 1 < k < n — 1, o vértice com menor entrada de

autovetor é obrigatoriamente um vértice com a menor transmissao. Nao é verdade,
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no caso geral, que o vértice com menor transmissao seja um vértice com a menor
entrada de autovetor (ver Exemplos 7.1.6 e 7.1.10 ).

O proximo teorema fornece uma condigao suficiente para que um grafo admita
exatamente um vértice com a maior centralidade de proximidade e para que, este
mesmo vértice, possua, de forma estrita, a maior centralidade de proximidade es-

pectral.

Teorema 7.1.25. Sejam G um grafo conexo de ordem n e x = (x1,Za,...,T,) um
autovetor unitdrio associado ao raio espectral  de D(G). Se Try > O entdo existe

tnico v € V tal que x, < min;z, z; e Tr(v) =Tr; < Tr.

Demonstracao. Seja v € V' tal que Tr(v) = Try. Logo, Tr(v) < 0 < Try. Além
disso, se w € V ¢ tal que z,, = minx;, pelo coroldrio anterior, Tr(w) < 0, ou seja,

W = 0. O

Exemplo 7.1.26. Se G = S,,, onde n > 3, entao suas transmissoes sao Tr;y =n—1

eTro=Trs=...=1Tr, =2n— 3. Além disto, como

p(Sn) =n—2++/(n—2)2+(n-1),

temos que Try < p(Sy) < Tre = ... =Tr,. Logo, o vértice universal da estrela é
0 unico a possuir a maior centralidade de proximidade e o Unico a possuir a maior

centralidade de prorimidade espectral.

Nao é dificil verificar que, no exemplo acima, toda a ordenacao apresentada
pelas centralidades de proximidade e proximidade espectral coincidem. Em ambos
0s casos, o vértice universal da estrela é o mais central, de forma estrita, e todos os
demais vértices possuem a mesma centralidade. De fato, como vemos na sequéncia,
o grafo estrela faz parte de uma importante familia de grafos onde as centralidades
de proximidade e proximidade espectral coincidem: os grafos threshold.

Os grafos threshold foram introduzidos por CHVATAL e HAMMER [113] nos
anos 70 e suas aplicagoes abrangem a area da psicologia, sicronizacao de processos

paralelos entre outros [114].

Definicao 7.1.27. Um grafo threshold G de ordem n é definido por uma sequéncia
bindria (by,bs,...,b,), onde b; = 0 representa adi¢ao de um vértice isolado e b; = 1

representa adi¢cao de um vértice dominante.

Exemplo 7.1.28. O grafo estrela de ordem n é um grafo threshold com sequéncia
bindria (0,0,...,0,1).
1
O préximo teorema garante que as medidas de centralidade de proximidade e
proximidade espectral ordenam os vértices de grafos threshold conexos da mesma

forma.
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Teorema 7.1.29. Seja G um grafo threshold conexo de ordem n, e seja
(by = 0,bg,...,b,_1,b, = 1) sua sequéncia bindria. Entdo, a ordenc¢ao dos vértices
de G, sequndo a centralidade de prozimidade, € c,(v1) > c,(va) > ... > cp(vy) >

cp(wy) > cp(we) > ... > cp(wy), m+ k =n, onde:

i) Todo vértice v;, 1 < i < m, estd associado ao nimero 1 na sequéncia bindria de
G; todo vértice w;, 1 < j < k, estd associado ao nimero 0 na sequéncia bindria
de G;

it) ¢p(vm) = cp(wn) se, e somente se, by=1;

iii) cp(vi) > c,(vj) se, e somente se, v; estd associado a uma entrada na sequéncia
bindria de G posterior a associada a vj; c,(v;) = c,(v;) se, e somente se, v; e

v; sao vértices associados a entradas consecutivas da sequéncia bindria;

i) cp(w;) > c,(w;) se, e somente se, w; estd associado a uma entrada na sequéncia
bindria de G anterior a associada a wj; c,(w;) = cp(w;) se, e somente se, w; e

w; sao vértices associados a entradas consecutivas da sequéncia bindria.

Demonstracao. Seja G um grafo de ordem n, como nas hipéteses do teorema,
e (0,by,...,b,_1,1) sua sequéncia bindria. Observe que os vértices associados
ao numero 1, na sequéncia binaria, determinam, da esquerda para direita, uma
sequéncia crescente de “conjuntos de vizinhanca encaixantes”no sentido de que, se
b =b; =1ei<j entao N(v;)\ {v;} C N(vj)\{v;}. Mais ainda, N(v;)\{v,;} =
N(v;)\ {vi} se, e somente se, j = i+ 1. Desta forma, segue da Observagao 7.1.17
que, se b = b; =1 e i < j entdo ¢,(v;) < ¢,(v;), com a igualdade ocorrendo se, e
somente se, 7 = ¢ + 1. Por outro lado, utilizando raciocinio anédlogo, temos que os
vértices associados ao nimero 0 na sequéncia bindria determinam, da esquerda para
direita, uma sequéncia decrescente de conjuntos de vizinhanca encaixantes. Logo,
novamente pela Observacao 7.1.17, se b; = b; e i < j ent@o c,(v;) > ¢,(v;), com a
igualdade ocorrendo se, e somente se, j = i + 1. Afim de determinar totalmente a
ordenacao dos vértices de GG segundo a centralidade em questao, resta observarmos
que se i € N é o menor indice tal que b;, = 1 e se jo € N é o menor indice tal
que b;, = 0, entdao N(v;)\{v;} C N(vi,)\{v;}, com a igualdade ocorrendo se, e

somente se, jo = 1 e ig = 2. Em qualquer caso, a ordenacao fica determinada. O

Utilizando o Coroléario 7.1.16, podemos enunciar o resultado acima de forma to-
talmente analoga para a medida de proximidade espectral e, portanto, estas medidas

ordenam os vértices de um grafo threshold conexo da mesma forma.

Teorema 7.1.30. Todo grafo threshold conexo apresenta a mesma ordenacdo de

vértices sequndo as centralidades de proximidade e prorimidade espectral.
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7.2 Convexidade em grafos

Nas ultimas décadas, diversos conceitos e técnicas da matematica continua vém
sendo utilizados de forma a desenvolver a teoria de grafos. Entre elas, podemos
destacar os diversos estudos que vém sendo feitos inspirados na teoria da convexidade
abstrata, que trazem consigo desde conceitos como os de conjuntos convexos, fechos e
envoltérias convexas até abordagens motivadas pelas propriedades de Helly, Radon,
Carathéodoy, entre outros. Apesar disto, nao encontramos, na literatura, qualquer
intersecao entre os estudos de convexidade em grafos e teoria espectral de grafos.
Nesta secao fazemos uma proposta de trabalho que envolva as duas areas.

Exibimos, na sequéncia, apenas algumas definicoes e resultados da teoria de
espagos convexos que sao necessarios para uma melhor compreensao dos espagos de
convexidade em grafos. Para um estudo mais completo sugerimos [115].

O estudo da convexidade abstrata teve inicio no comego dos anos cinquenta com
LEVI [116] introduzindo um sistema de axiomas que definisse um conjunto convexo
de forma a generalizar o conceito classico de convexidade euclidiana. Diversas con-
tribuicoes a respeito deste tema ja foram feitas e estruturas como espacos métricos,
conjuntos ordenados e a prépria teoria de grafos passaram a ser estudados sob esta

Otica. Iniciamos apresentando a definicao axiomatica para convexidade.

Definicao 7.2.1. Uma convexidade C em um conjunto nao vazio X € uma colecdo

de subconjuntos de X tais que:
(C1) 0, X €C;
(C2) Intersegoes arbitrdrias de conjuntos de C estao em C;

(C3) C € fechado sobre unides aninhadas, isto €, se D C C € nao vazio e totalmente

ordenado por inclusdo, entao UD também estd em C.

Um espago de convexidade é um par ordenado (X, C) onde X é um conjunto nao
vazio e C é uma convexidade em X. Os elementos de C sao chamados conjuntos
CONVETOS.

Pela definicao de convexidade, qualquer conjunto S C X esta contido em ao
menos um conjunto convexo, o préoprio X. Mais ainda, a intersecao de todos os
convexos que contém S também é um conjunto convexo, pelo axioma (C2), sendo,
portanto, o menor conjunto convexo a conter S. Chamamos este conjunto de en-

voltoria convexa de S e o denotamos por
[Sle=({Cec:5cC}.

No caso de S C X tal que [S], = S, o conjunto em questao é convexo e, caso

(Sl = X dizemos que S é um conjunto C-envoltério de X.

101



Exemplo 7.2.2. Uma converidade trivial em um conjunto X # 0 qualquer € dada
tomando-se C = {0, X }.

O proximo exemplo traz um espago de convexidade de suma importancia neste
trabalho, j4 que tem como caso particular a convexidade em grafos que é tratada
aqui. Como depende da ideia de distancia minima, é chamada de convexidade

geodésica.

Exemplo 7.2.3. Dado (X,d) um espa¢o métrico, seja C uma cole¢ao de subcon-
guntos de X tal que C' € C se, e somente se, para todo x,y € C o conjunto
{ze X :d(z,z) +d(z,y) = d(z,y)} estd contido em C, ou seja, se todos os ele-

mentos que estao geodesicamente entre x ey pertencem ao conjunto C.

Definigao 7.2.4. Dado um espago de convezidade (X,C) e um conjunto convexo
C C X, um elemento ¢ € C' é chamado um ponto extremo de C' se o conjunto

C' —{c} ainda é convero.

Alguns espacos de convexidade satisfazem a chamada propriedade de Min-
kowski—Krein—-Milman: Todo conjunto convexo € a envoltoria convexa dos seus pon-
tos extremos ([117], [118, 119]. Tais espagos sao denominados geometria conveza.

Na teoria de grafos, temos o seguinte correspondente para a definicao de espaco

de convexidade:

Defini¢ao 7.2.5. Um espaco de convexidade em grafos é um par ordenado (G,C)
formado por um grafo conexo G = (V, E) e uma convexidade C em V tal que (V,C)

satisfaz adicionalmente a sequinte propriedade:
(C4) Todo conjunto convexo induz um subgrafo conexo de G.

Observacgao 7.2.6. Na definicao de espago de convezidade em grafos o azioma (C3)

¢ trivialmente satisfeito ja que V(G) sempre € finito.

As definigoes ja apresentadas para envoltéria convexa, conjunto envoltério e pon-
tos extremos, assim como o de geometria convexa, seguem de forma analoga no
estudo da convexidade em grafos. Em aplicacoes envolvendo grafos, muitas vezes
estamos interessados em estudar vértices que fazem parte de algum tipo de cami-
nho entre outros dois vértices, como caminhos geodésicos, mais longos, induzidos
ou de comprimento dois. Na verdade, as convexidades de grafos mais comuns sao
exatamente as chamadas convexidades de caminho. Assim, se ¢ é a propriedade de
interesse no conjunto dos caminhos de um grafo GG, denominamos ¢-caminho a qual-
quer caminho que possuir esta propriedade. Chamamos esta propriedade de factivel
caso entre todo par de vértices de GG exista ao menos um caminho com proprie-

dade em questao. Uma converidade de caminho é definida a partir da familia P,
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constituida por todos os ¢-caminhos de GG, onde ¢ é uma propriedade de caminho
factivel. Neste caso, se S é um conjunto de vértices de GG, definimos o ¢-fecho de
S, 1,[S], como sendo o préprio conjunto S acrescido de todos os vértices que fazem
parte de algum ¢-caminho entre outros dois vértices de S. Dizemos que este con-
junto é convexo se I,[S] = S. Verifica-se que, desta forma, temos uma convexidade
bem definida em V. E possivel encontrar na literatura importantes convexidades de

caminhos introduzidas com a exclusao do item (C4) por nao serem factiveis.
Exemplo 7.2.7. Algumas convezidades de caminho em grafos:

e Convexidade geodésica (um exemplo de convexidade métrica): obtida quando
Py € o conjunto de todos os caminhos de comprimento geodésico, isto é, de

comprimento minimo [120-125];

e Convexidade monofonica (também conhecida como convexidade do caminho
induzido): obtida quando Py € o conjunto de todos os caminhos que ndo pos-

suem cordas, isto €, caminhos induzidos [117, 124-126];

o Convexidade P3: obtida quando Py € o conjunto de todos os caminhos de com-
primento dois. Foi introduzida excluindo-se (C4) da defini¢cao de convezidade
em grafos tendo em wvista que existem grafos onde nem todo par de vértices

possui um caminho de comprimento dois ligando-os [127-129].

Neste trabalho nos atemos, principalmente, a convexidade geodésica, apesar de
planejarmos futuramente abordarmos outras, especialmente a P;. Por isto, a partir
de agora s6 fazemos mencao a esta convexidade. Primeiramente, apresentamos
novamente as definicoes de fecho geodésico e envoltéria geodésica, considerando

apenas a convexidade de nosso interesse.

Definicao 7.2.8. O intervalo geodésico entre dois vértices v; e v; € o conjunto
Iv;,v;] de todos os vértices pertencentes a alguma geodésica entre v; e v;. O intevalo
geodésico também pode ser denominado fecho geodésico entre v; e vj. Se S C V(G),

entao o fecho geodésico de S é definido por

11 = |J Ivi,vj]

vy, v €S

Portanto, o fecho geodésico de um conjunto S é formado pelo proprio conjunto
S acrescido de todos os vértices que estejam em algum caminho geodésico entre dois

vértices de S.

Defini¢ao 7.2.9. Um conjunto S C V(G) é denominado conjunto geodésico de G
se I[S] = V(G). O nimero geodésico, gn(G), de um grafo G € a cardinalidade do

menor conjunto geodésico de G.
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Observacao 7.2.10. E conhecido o fato de que determinar o numero geodésico de

um grafo é um problema NP-completo.

Exemplo 7.2.11. No grafo da Figura 7.5, consideremos S; = {vi,v7}, Sy =
{v1,v4,v7}, S5 = {v1,v6}. Entao, 1[S1] = I[Ss] = {v1,vs,v4,v7,08} e I[S3] =
V(G) — {ve}. Portanto, S = {v1,ve,v6} forma um conjunto geodésico de G. Mais
ainda, € fdacil ver que G ndo possui conjuntos geodésicos de cardinalidade dois e,

portanto, gn(G) = 3.

Figura 7.5: Grafo onde o conjunto S = {vy,vs,v6} é geodésico.

Defini¢ao 7.2.12. Seja G um grafo e S C V(G). A envoltoria convexa de S,
denotada por [S], € o menor conjunto convexo de G que contém S. Se [S] = V(G),

entio S é chamado congunto envoltdrio de G. O nimero envoltdrio de G, hn(G), é

a cardinalidade do menor conjunto envoltorio de G.

Observagao 7.2.13. Também é conhecido o fato de que determinar o niumero en-

voltorio de um grafo € um problema NP-completo.

Exemplo 7.2.14. Novamente recorrendo ao grafo da Figura 7.5, seja S; = {vs, v}
e So = {vi,v6}. Entao [S1] = {va,v3,v4,v7,08} e [So] = V(G) e, portanto,
Sy € um congunto envoltorio de G (hn(G) = 2). Mais ainda, o conjunto Sz =

{v1,v9,v3, 04, V7, 08} € convezo e vy € um ponto extremo de S.

No teoria de grafos, torna-se relevante o estudo a respeito de quais grafos ad-
mitem a propriedade de Minkowski-Krein—Milman ja que, neste caso, se S é um
subconjunto convexo de V() entao ele poderia ser reconstruido a partir de seus
pontos extremos utilizando o operador envoltéria convexa. Em certo sentido, isto
significa que conjuntos convexos tem sua informagao armazenada num pequeno sub-
conjunto de vértices [130] e, em particular, o préprio conjunto V(G), convexo, teria

esta propriedade.
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Em 1986, FARBER e JAMISON [117] demonstraram que um grafo é geometria
convexa se, e somente se, é¢ Ptolemaico. O fato de nem todo grafo ter seus conjuntos
convexos reconstruidos a partir dos pontos extremos através do operador envoltoria
convexa motivou, ja em 2005, CACERES et al. [131] a buscarem uma condicdo
sobre o grafo para que valesse tal propriedade. Num primeiro momento, estenderam
o conjunto dos pontos extremos com o objetivo de obter um novo conjunto que
possuisse a propriedade desejada. Para isto, introduziram a definicao de conjunto
de contorno de um subconjunto S C V(G), o qual demonstraram, também neste
trabalho, conter o conjunto dos pontos extremos de S e ser um conjunto envoltério
de G.

Seja S um conjunto de vértices de um grafo conexo G = (V| F). Denotamos
1

es(v)

Defini¢ao 7.2.15. Seja S um conjunto de vértices de um grafo conero G = (V, E).

es(v) = max {dg(v,u) :u € S}ecd =

Um vértice v; € S € chamado vértice de contorno de S se es(v;) > es(v;) para todo
vizinho v; de v; em S. O conjunto de todos os vértices de contorno de S € chamado o

conjunto de contorno de S e denotado por Ct(S). Escrevemos Ct(G) quando S = V.

Exemplo 7.2.16. No grafo apresentado na Figura 7.5, o conjunto dos pontos extre-
mos de G se resume ao vértice vy, nao sendo, portanto, nem um conjunto geodésico
nem envoltorio de G. Por outro lado, os vértices apresentam as sequintes excentri-

cidades:

e(vy) | e(va) | e(vs) | e(va) | e(vs) | e(ve) | e(vr) | e(vg)
4 3 3 2 3 4 3 3

Logo, Ct(G) = {v1, v, 06,08}, que € geodésico e envoltorio.

Proposigao 7.2.17. [131] Seja G = (V, E) um grafo conezo ¢ S C V(G). Entdo o

contorno de S contém todos os vértices extremos de S.

Teorema 7.2.18. [131] Seja G = (V,E) um grafo conexo e S C V(G). Entdo

[Ct(S)] =S, ou seja, o conjunto de contorno de S é um congunto envoltdrio de S.

Em particular, tomando S = V(G), o tltimo teorema garante que o conjunto de
contorno de um grafo é sempre um conjunto envoltorio.

Num segundo momento, CACERES et al. [131] propuseram a discussao sobre
a possibilidade do conjunto de contorno também ser um conjunto geodésico para
qualquer grafo, o que representaria reconstruir o conjunto de vértices de qualquer

grafo utilizando o conjunto de contorno e um operador mais ”‘fraco”’

, quando com-
parado ao operador envoltéria. A resposta veio de forma negativa (Figura 7.6). Tal

fato motivou que introduzissem a seguinte pergunta: Para quais classes de grafos
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o contorno € um conjunto geodésico ¢ A questao foi abordada no contexto dos
grafos perfeitos. Apds contribuicées para esta questao no préprio artigo, em 2008
CACERES et al. [130] apresentaram o diagrama da Figura 7.7 apontando o an-
damento do problema. Em 2013, ARTIGAS et al. [132] completaram o diagrama:
com resposta positiva no caso dos grafos cocordais e nao necessariamente no caso

dos grafos bipartidos e, portanto, dos grafos paridade.

vy Vio

Figura 7.6: Ct(G) = {vq,v7,v9} € vig & I[Ct(G)].

A discussao sobre conjuntos geodésicos nao se restringiu ao conjunto dos pontos
extremos e de contorno. CACERES et al. [133] e HERNANDO et al. [134] estuda-
ram a relacao do conjunto de contorno e extremo de um grafo com outros conjuntos:
conjunto dos vértices periféricos, excentricidade e conjunto de fronteira de um grafo.
Desta forma, obtiveram relacoes entre tais conjuntos bem como condi¢oes para ob-
tencao de conjuntos geodésicos. Optamos por nao formalizar tais conceitos neste
trabalho, apesar de também desempenharem um papel importante no contexo dos
conjuntos geodésicos, nem apresentar os resultados a que nos referimos, pois nao
utilizamos, de forma direta, neste momento.

Os fatos e questoes apresentados justificam nao s6 a relevancia do estudo a res-
peito da determinagao e busca de propriedades do conjunto de contorno de um
grafo como também, de forma mais geral, da possibilidade de grafos possuirem sub-
conjuntos de vértices geodésicos ou envoltorios. Isto, junto a auséncia de qualquer
tratamento do problema através da Teoria Espectral de Grafos, responséavel pelo de-
senvolvimento de diversas areas da Teoria de Grafos, nos motivaram a estudar este
assunto sob esta nova oOtica. Apds diversas tentativas de caracterizar o conjunto de
contorno ou dos vértices extremos de um grafo através de propriedades espectrais,

ainda nao conseguimos compreender se isto é possivel e como fazé-lo. No entanto,
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Figura 7.7: O contorno é geodésico? Sim para os arredondados, nao necessariamente
para os retangulos sélidos e esta em aberto para os retangulos tracejados.
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fizemos alguns avancos sobre este assunto.

E interessante notar que se G = (V, E) é um grafo conexo entao um subconjunto
S C V(G) é convexo se, e somente se, contém todos os caminhos geodésicos entre
os pares de vértices de S. Logo, se S C V(G) é convexo entao dados v;, v; € S
temos dg(vi, vj) = dy(v;,v;), onde H é o subgrafo induzido por S. Isto implica, em
particular, na matriz distancia do subgrafo induzido por um subconjunto convexo
ser uma submatriz principal da matriz distancia de GG. Esta seria, portanto, uma
condi¢ao necessaria para um subconjunto ser convexo, embora nao seja suficiente
(Figura 7.8).

Mais ainda, através do Teorema 2.1.5, também conseguimos a seguinte condi¢ao
necessaria sobre os autovalores distancia de um grafo e de um subgrafo induzido por

um subconjunto de vértices, para que este tltimo seja convexo:

Proposicao 7.2.19. Seja G = (V, E) um grafo conexo com n vértices e S C V(G)
um subconjunto de cardinalidade m. E uma condi¢ao necessdria para S Ser convero

que o0s autovalores de G e G (S) satisfagam a sequinte propriedade:

pnkari(G) < pi(G <S>) < pz(G) Voi=1,...,m
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Figura 7.8: Grafo G cujo subgrafo induzido por S = {vy,v,v3} tem como matriz
distancia uma submatriz principal de D(G), embora S nao seja um subconjunto
convexo.

Observemos também que a definigao de vértice de contorno de V(G) poderia ser
feita, equivalentemente, utilizando-se a medida de centralidade de eficiéncia de um

grafo. De fato, dados v;,v; € V' temos

1 1

e(v) 2 elv)) <= 75 < o

= ce(v;) < ce(vy).

Logo, poderiamos definir de forma equivalente:

Defini¢ao 7.2.20. Seja S um conjunto de vértices de um grafo conero G = (V, E).
S

Um vértice v; € S é chamado vértice de contorno de S se ¢ (v;) < ¢2(vj) para todo

vizinho v; de v; em S.

Considerando a natureza da medida de eficiéncia, tornam-se naturais as pergun-

tas:

e Que tipos de conjuntos obteriamos utilizando definicao andloga a considerada
para conjunto de contorno mas considerando, no lugar da medida de eficiéncia,
a medida de proximidade ou de proximidade espectral (medidas de mesma

natureza da eficiéncia)?

e Os novos conjuntos obtidos sao bons candidatos a conjuntos geodésicos ou

envoltérios de um grafo?

Tendo em vista a possibilidade da medida de proximidade espectral, introduzida
neste trabalho, distinguir melhor os vértices de uma rede quando comparada as me-
didas de eficiéncia ou proximidade, no sentido de apresentar uma menor quantidade
de vértices com mesmo valor de centralidade sem que ocupem posicoes “equivalen-

tes”no grafo, e vislumbrando a possibilidade de utilizar técnicas da teoria espectral
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de grafos para o desenvolvimento da teoria de convexidade, propomos a seguinte

definicao:

Defini¢ao 7.2.21. Dado um grafo G = (V,E) ¢ S C V(G), dizemos que v; € S €
um vértice de contorno espectral de S se cpe(v;) < cpe(v;) para todo vizinho v; de v;

em S.

Note que, se v;,v; € V(G) e x = (21,22, ..., x,) é 0 autovetor unitdrio associado

ao indice 0 da matriz D(G), entao

1 1
Cpe(Vi) < Cpe(V)) = — < — <= ; > ;.
ZT; T
Baseados na definicao ja consagrada de conjunto de contorno e evitando a uti-
lizacao dos inversos presentes na centralidade de proximidade espectral apresentamos
abaixo uma definicao equivalente para conjunto de contorno espectral, que adotamos

a partir de agora.

Definigao 7.2.22. Seja S um conjunto de vértices de um grafo conexo G = (V, E),
de ordem n, e x = (x1,%2,...,%,) 0 autovetor unitdrio associado ao indice 0 da
matriz D(G). Um vértice v; € S € chamado vértice de contorno espectral de S se
x; > xj para todo vizinho v; de v; em S. O conjunto de todos os vértices de contorno

espectral de S é chamado o conjunto de contorno espectral de S e denotado por

Ct.(S). Escrevemos Ct.(G) quando S = V.

Observagao 7.2.23. A definicdo de contorno espectral independe da normalizacao

escolhida para o autovetor principal.

Dado grafo G = (V, F), uma condigao necesséria para que um subconjunto de V'
seja envoltorio ou geodésico é conter todos os vértices pendentes de GG. De fato, os
vértices pendentes nao fazem parte de nenhum caminho geodésico que nao os tenha
como extremo. A préxima proposicao garante que o conjunto de contorno espectral

de um grafo conexo possui tal propriedade.

Proposigcao 7.2.24. Seja G = (V,E) grafo conexo com v,,v, € V(G) tais que
v, seja um vértice pendente de G e v, seu unico vértice adjacente. Se Y =
(Y1,Y2, - - -, Yn) € 0 autovetor unitdrio associado ao indice O da matriz distancia de
G e Yp, Yq sGo as entradas do autovetor principal associadas aos vértices v, e Vg,
respectivamente, entao y, > y,. Mais ainda, a igualdade ocorre se, e somente se,
G = K.

Demonstracao. Sem perda de generalidade basta mostrarmos o resultado para a

norma 1. Do fato de Y = (y1, 99, ..., yn) ser autovetor principal temos

DY =0Y = Z dpryr = Oyp € Z dg.xYr = 0Yq,

k=1k#p k=1k#q
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isto é,
n n
OYp =Yg + Z dpryr € O0Yg=Yp+ Z dq kY- (7.4)
k=1,k#p,q k=1,k#p,q
ja que d, , = 1. Mas, sendo v, um vértice pendente e tal que seu inico vizinho ¢é vy,

temos
dp’k = dq,k +1

sempre que k # p, q. Segue, portanto, da equagao (7.4) que

Yp =Yg+ Z dyr + Dyr = 0y, = yy + Z dyg kY + Z yr. (7.5)
k=1,k#p,q k=1,k#p,q k=1,k#p,q

Logo,
8(yp_yq):yq_yp+ Z yk:1_2yp
k=1,k#p,q
ja que HYH1 =1
Como 0 > 0,

1
W =) 20=1-2y, > 0=y, < =

[\

e o resultado segue do Corolério 6.3.4. O]

Exibimos agora alguns exemplos onde foram determinados os conjuntos de con-

torno espectral de grafos.

Exemplo 7.2.25. No grafo da Figura 7.6 temos :
o Ct(GQ) = {v9,v7,09}, v10 ¢ I[Ct(G)] e [Ct(G)] = V(G);
o Ct.(G) = {vg,v7,v10} € I[Ct.(G)] = [Ct.(G)] = V(G).

Logo, apesar do conjunto de contorno nao ser geodésico, o conjunto de contorno

espectral possut tal propriedade e a mesma cardinalidade.
Exemplo 7.2.26. No grafo da Figura 7.9 temos :
o Ct(GQ) = {vyg,v8,v10}, v7 & I[Ct(G)] e [Ct(G)] = V(G);
o Ct.(G) ={vy4,v8,v10}, v7 & I[Ct.(G)] e [Ct.(G)] = V(G).
Logo, os conjuntos de contorno e contorno espectral coincidem e sao envoltorios,

embora nao sejam geodésicos.

Exemplo 7.2.27. No grafo da Figura 7.2 temos :
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Figura 7.9: [Ct(G)] = [Ct.(G)] = V(G)

o Ct(GQ) = {v3,v4,v8,09} e [[CHG)] = [Ct(G)] = V(G);
o Ct.(G) ={vg,v9}, vy & I[Ct.(G)] e [Cte(G)] = V(G).

Logo, o conjunto de contorno é geodésico enquanto o conjunto de contorno espectral
nao. Apesar disto, vale ressaltar que mesmo com a exclusao de dois vértices, vg e
vy, de Ct(Q) ainda teriamos um conjunto geodésico. Portanto, a cardinalidade deste
conjunto € maior que a necessdria para um conjunto geodésico. Por outro lado, com
0 acréscimo de apenas um vértice, v;, ao conjunto Ct.(G) também teriamos um
conjunto geodésico.

Mais ainda, € interessante notar que o vértice v possui a maior excentricidade
no grafo e vs € Ct(G) com e(vs) > e(vq) e e(vs) = e(vy). Apesar disto, e mesmo pos-
suindo a seqgunda maior entrada do autovetor principal de D(G), vz ¢ Ct.(G) jd que
o vértice vy tem, de forma estrita, a maior entrada do autovetor principal de D. Fato
similar ocorre com os vértices vg e vy e justifica a inclusao de vg no conjunto Ct(Q)
e sua exclusio do conjunto Ct.(G). Tais fatos exemplificam que, possivelmente, a
reducao da quantidade de vértices com mesma excentricidade, quando comparada
a quantidade de vértices com mesma entrada no autovetor principal, ja comentada
anteriormente, resulte também em uma redu¢ao na cardinalidade de Ct.(G), quando

comparada a cardinalidade de Ct(G), em muitos casos.

Exemplo 7.2.28. Em ARTIGAS et al. [132] foi demonstrado que se G € um grafo
bipartido tal que diam(G) < 7, entao Ct(G) € geodésico. Foi exibido também, para
cada k > 8, um grafo bipartido com diam(G) = k cujo contorno nao € geodésico.
Para o caso onde diam(G) = 8 (Figura 7.10) temos:
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o Ct(G) = {v1,v2,v3, 04,05}, v6 & I[CHG)] e [CH(G)] =V (G);
o Ct.(G) = {vs,v4,v5,06,07}, € I[Ct.(G)] = [Ct.(G)] = V(G).

Novamente, apesar do conjunto de contorno nao ser geodésico, o conjunto de con-
torno espectral possui tal propriedade e a mesma cardinalidade. Ja a Figura 7.11

exibe um grafo bipartido de diametro 7, onde vale:
o Ct(GQ) = {v1,v2,v3,v4, 09,014,017} € I|[Ct(G)] = [Ct(G)] = V(G);
® Cte(G) = {U37U4,’U5,U14,U17}, e I[Cte(G>] = [Cte(G)] = V(G)

Assim, embora ambos os conjuntos sejam geodésicos e envoltorios, o conjunto de
contorno espectral possui menor cardinalidade. Vale ressaltar que vy € Ct(G) com
e(vy) = e(v3) = e(vy5) = 6 mas nao é um vértice de contorno espectral jd que ro<zs.

Situagdo andloga ocorre com o vértice vy que tinha e(vg) = e(vyg) > e(vs) mas ocorre

Tg < T1g.
Va
Vo V3
L 2 L 2 L 2
V1 L 2 V7
Vs
L 2 L 2 L 2

Figura 7.10: Grafo que possui conjunto de contorno nao geodésico e conjunto de
contorno espectral geodésico.

Encerramos nossos exemplos com os grafos presentes das Figuras 3.1 e 3.2, que
possuem exatamente uma dentre as propriedades de regularidade na transmissao e

no grau.

Exemplo 7.2.29. O grafo da Figura 3.1 é transmissao reqular (apesar de ndo ser
reqular). Logo, todas as linhas da matriz distancia tém soma constante e todas as
entradas do seu autovetor principal sao iquais. Todos os vértices deste grafo também

tém excentricidade quatro. Logo,
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Figura 7.11: Grafo cujo conjunto de contorno espectral, geodésico, tem cardinalidade
menor que o conjunto de contorno, também geodésico.

o CHG) = V(G) e I[CHG)] = [CHG)] = V(G);
o Ct.(G) =V(G) e I[Ct.(G)] = [Ct.(G)] = V(G).

Jd no caso do Exemplo 3.2, apesar do grafo ser reqular e da excentricidade ser
constante, igual a 4, sua transmissao nao € reqular. Assim, seu autovetor princi-
pal nao possui todas as entradas idénticas e, portanto, a medidade de proximidade

espectral nao é constante. Temos, portanto:
o Ct(G) = V(Q) e I[CHG)] = [CHG)] = V(G);
o Ct.(G) = V(G) — {3, 05,08, 12} € I[Ct.(GQ)] = [Ct(GQ)] = V(G).

Com os exemplos acima fica claro nao ser possivel fazer relacoes de inclusao
entre o conjunto de contorno e conjunto de contorno espectral de um grafo, no
caso geral. Também ja podemos afirmar que, assim como o conjunto de contorno,
o conjunto de contorno espectral nao é geodésico no caso geral. Apesar disto, tais
exemplos nos levam a crer que este conjunto pode desempenhar papel importante na
teoria de convexidade em grafos. Nos exemplos que geramos até o momento, mesmo
os nao inclusos neste trabalho, ainda nao obtivemos exemplo onde o conjunto de
contorno espectral nao é envoltério nem exemplo onde a cardinalidade do conjunto

de contorno espectral seja maior que a cardinalidade do conjunto de contorno.
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7.3 Propostas para trabalhos futuros

Embora a medida de proximidade espectral proposta pareca ordenar de forma
mais refinada os vértices de um grafo, quando comparada a medida de proximidade
e a de eficiéncia, ja provamos que na classe dos grafos threshold as ordenacoes das
duas primeiras coincidem. Neste sentido, permanecemos interessados nas seguintes

questoes:

e Existem outras classes de grafos onde a ordenacao das centralidades de pro-
ximidade e proximidade espectral ( ou a ordenacao das transmissoes e das

entradas do autovetor principal) coincidem?

e | possivel descrever, de forma mais precisa, que tipo de grafos satisfazem as

hipéteses da condicao exibida no Teorema 7.1.257

Quanto ao Teorema 7.1.20, pensamos em obter uma cota inferior mais geral para
a menor entrada do autovetor principal da matriz distancia de um grafo conexo, que
nos permita discutir em quais casos a medida de proximidade espectral se torna uma
centralidade de né.

Finalmente, pretendemos comparar o comportamento da medida de proximidade
espectral e de eficiéncia em determinadas classes de grafos. Observemos que, avangar
nesta questao significa compreender melhor, também, os conjuntos de contorno e de
contorno espectral, proposto na Secao 7.2. Sobre este conjunto, as seguintes questoes

ficam em aberto:

e E possivel estabelecer relacoes de inclusao entre os conjuntos de contorno e

conjunto de contorno espectral em determinadas classes de grafos?
e O conjunto de contorno espectral é sempre envoltério?

e O Exemplo 7.9 mostra que o conjunto de contorno espectral nem sempre é
geodésico. Procedendo de forma andloga ao proposto em CACERES et al.
[131], torna-se natural a pergunta : em quais subclasses dos grafos perfeitos
o conjunto de contorno espectral é geodésico, isto é, como ficaria o diagrama

trazido na Figura, 7.7, considerando o conjunto que introduzimos?

e Nos casos em que tanto o conjunto de contorno como o de contorno espectral
sao geodésicos, é possivel decidir qual dos conjuntos tem menor cardinalidade
em classes de grafos especificas? E no caso em que ambos os conjuntos sao

envoltdérios?

Considerando a pergunta deixada em CACERES et al. [131] a respeito da
existéncia de grafo tal que I[I[Ct(G)]] = I*[Ct(G)] # V(G), pensamos em estu-

dar esta questao no caso do conjunto de contorno espectral (em todos os exemplos

deste texto I?[Ct.(Q)] = V(G) ).
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Por fim, pensamos em estudar a convexidade P3 a partir da Teoria Espectral de
Grafos.
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Capitulo 8
Consideracoes finais

Neste trabalho fazemos uma revisao de definigoes e resultados ja presentes na
literatura a respeito da matriz distancia e suas laplacianas, medidas de centralidade e
teoria de convexidade em grafos. Além disto, conseguimos obter diversos resultados
inéditos envolvendo as laplacianas da matriz distancia de um grafo e propomos duas
novas definicoes, ligadas a medida de centralidade e a teoria de convexidade em
grafos.

No Capitulo 3, trazemos na primeira secao a relagao existente entre o indice de
Wiener e a soma dos autovalores das laplacianas associadas a matriz distancia de
um grafo (Proposicao 3.2.4). No caso especifico das drvores mostramos que também
hé relac@o com a soma dos inversos dos autovalores laplacianos nao nulos (Corolario
3.2.5). Tais fatos nos permitem nao apenas obter novas cotas para a soma dos auto-
valores das laplacianas associadas a matriz distancia de um grafo, ainda que como
consequéncias imediatas de resultados ja conhecidos a respeito do indice de Wiener
[58], como também fornecem uma ferramenta para estudo de coespectralidade de
grafos, no caso particular das matrizes distancia laplaciana e distancia laplaciana
sem sinal, problema destacado em [11].

Na primeira se¢ao do quarto capitulo, publicada em [23], construimos uma abor-
dagem geral para resolver a Conjectura 4.0.2, que nos possibilita nao apenas resolver
este problema, aberto até entao, como oferece demonstragoes novas, e mais simples,
para a Conjectura 4.0.1 e o Teorema 4.0.4. Na segunda se¢ao, que compoe trabalho
submetido em [24], estudamos a influéncia de um subgrafo induzido isomorfo a Py ou
a P; no D -espectro de um grafo conexo. Em particular, resolvemos a Conjectura
3.1.22, até entao em aberto.

O quinto capitulo, cujos resultados foram submetidos em [25], é voltado a dis-
cussao da DE-integralidade e a D%-integralidade. Provamos que, considerando os
grafos de diametro 2, os grafos distancia laplacianos integrais e os laplacianos inte-
grais sao os mesmos. Além disto, no caso da integralidade relativa a matriz distancia

laplaciana sem sinal, exibimos condi¢oes necessarias e suficientes para que grafos ob-
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tidos a partir de determinadas operacoes com grafos regulares sejam D%-integrais.
Com isto determinamos, por exemplo, os tnicos valores de n € N para os quais o
grafo estrela e o grafo roda sao D%-integrais. Também construimos familias infinitas
de grafos D-integrais nas classes dos grafos split completos, multi-completo simi-
lar split, completo-estendido similar split e multi-completo-estendido similar split.
Ainda neste capitulo discutimos a D?-integralidade para K, V(K,,UK,,), e também
exibimos familias infinitas de grafos D%-integrais deste tipo.

No sexto capitulo, que traz os resultados, de nossa autoria, publicados em [27],
obtemos novas cotas para a maior e menor entradas do autovetor principal da matriz
distancia laplaciana sem sinal. Embora os resultados sejam parcialmente motivados
pelas técnicas utilizadas por DAS [26], apresentamos um contra-exemplo (Exemplo
6.1.2) a um dos teoremas centrais 14 presentes (Teorema 6.1.1) e, na sequéncia,
corrigimos o resultado. Para isto, introduzimos e estabelecemos propriedades da
familia de grafos G(n, «, *). Também obtemos nesta se¢do uma cota simples, porém
inédita, para o indice da matriz distancia sem sinal em funcao do nimero de vértices
do grafo e seu nimero de independéncia (Corolario 6.1.6).

No Capitulo 7, voltamos nossa atencao a possiveis aplicacoes da matriz distancia
de um grafo, com enfoque em dois topicos: medidas de centralidade e convexidade
em grafos. No caso das medidas de centralidade, assunto da Secao 7.1, propuse-
mos uma nova medida de centralidade: proximidade espectral (Definicao 7.1.9). Os
exemplos até entao gerados nos levam a crer que esta possa ser uma medida que
diferencia os vértices de um grafo de forma mais refinada quando comparadas as
medidas de excentricidade e proximidade. Diversas propriedades a respeito desta
nova medida sao apresentadas e uma condicao suficiente para que o mesmo vértice
possua a maior centralidade de proximidade e de proximidade espectral é exibida. A
construcao desta condicao também nos possibilita conseguir uma nova cota simples
para o raio espectral da matriz distancia de um grafo conexo (Teorema 7.1.21), que
incrementa a cota exibida no Teorema 3.1.11. Provamos ainda que, na familia dos
grafos threshold, a ordenacao de vértices apresentadas pelas medidas de proximidade
e proximidade espectral coincidem (Teorema 7.1.30). Na Secao 7.2, onde discutimos
convexidade em grafos, exibimos (Proposigao 7.2.19) uma condi¢ao necessaria sobre
os autovalores distancia de um grafo e de um subgrafo induzido por um subconjunto
de vértices, para que este ultimo seja convexo. Também definimos o conjunto de
contorno espectral (Definicao 7.2.22). Embora este nao seja sempre um conjunto
geodésico para um grafo, demonstramos que ele satisfaz uma condicao necessaria
para que isto ocorra (Proposigao 7.2.24). Baseando-nos nos exemplos gerados, acre-
ditamos ser um conjunto que pode contribuir para o estudo da convexidade em

grafos.
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