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Resumo da Tese apresentada &8 COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessarios

para a obtencao do grau de Doutor em Ciéncias (D.Sc.)

CONSIDERACOES SOBRE O EFEITO DE FATORES DE PROGNOSTICO NA
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James Dean Oliveira dos Santos Junior

Dezembro/2010
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Esta tese apresenta dois temas. O primeiro trata sobre o efeito dos fa-
tores de prognéstico na alocagao de pacientes em um ensaio clinico do tipo
caso/controle. Mostramos que desenhos para ensaios clinicos que nao utilizam fa-
tores de prognostico para realizar a alocacao, mas que privilegiam o balanco entre
os grupos de tratamentos, produzem resultados proximos do 6timo com o aumento
do tamanho da amostra. Mostramos também como obter a alocacao 6tima, com a
restricao de balango, para uma populagao de pacientes conhecida. O segundo tema
trata sobre o desempenho do teste de Vuong e comparacoes deste com o teste de
Cox para discriminar entre modelos pertencentes a familias de distribuicoes sepa-
radas. Mostramos que o teste de Vuong possui algumas desvantagens dependendo
do verdadeiro modelo gerador dos dados. Em particular existem casos em que,
mesmo com uma amostra acima de 200, o teste tende a falhar em discriminar entre
os dois modelos. Comparagoes com o teste de Cox mostram que este é mais estavel
para os modelos testados aqui e sugestoes de como se utilizar o teste de Vuong sao

apresentadas.
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This thesis presents two themes. The first deals with the effect of prognostic
factors in the sequential allocation of patients in a clinical trial whit two groups
(case/control). We showed that designs for clinical trials that do not use prognostic
factors to accomplish the allocation, but force the balance between treatment groups
produce results close to the optimum, with the increasing of the sample size. We
also show how to obtain the optimal allocation, with the restriction of balance, for
a know population. The second theme deals whit the performance of the Vuong’s
test and comparisons of this with the Cox’s test to discriminate between models
belonging to separate families of distributions. We showed that the Vuong’s test
has some disadvantages depending on the true model. In particular, there are cases
where even with a large sample size, the Vuong’s test tends to fail to discriminate
between the two models. Comparisons with the Cox’s test showed that it is more
stable for the models tested here and suggestions on how to use the Vuong’s test are

presented.
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Capitulo 1
Organizacao

A presente tese foi organizada levando em consideracao os trabalhos desenvolvidos
pelo autor, sugeridos e orientados pelo professor Basilio de Braganca Pereira. Al-
guns toépicos foram desenvolvidos ao longo de trés anos e, apds ponderarmos sobre
as sugestoes da banca de qualificacao, optamos por desenvolver dois temas, apresen-
tados nesta em duas partes. Ambas as partes podem ser lidas em qualquer ordem,
uma vez que se tratam de trabalhos distintos.

O primeiro tema refere-se ao peso de fatores de prognéstico na alocagao de pa-
cientes em um ensaio clinico com dois tratamentos. Este estudo surgiu inicialmente
por outro caminho: o orientador sugeriu um método de alocacao de pacientes uti-
lizando a distancia de Mahalanobis entre os fatores de prognéstico do novo paciente
e os dois grupos de pacientes ja existentes. Apods analisarmos os resultados, percebe-
mos que este método e outros métodos que nao utilizavam a informagao dos fatores
de prognostico eram semelhantes. Disto, conjecturamos que os fatores de prognéstico
deveriam ter influéncia limitada na alocacao e a partir disto desenvolvemos nosso
trabalho.

O segundo tema refere-se ao desempenho do teste de Vuong para discriminar
entre modelos pertencentes a familias de distribuicoes separadas e seu desempenho
contra o teste de Cox para o mesmo fim. O teste de Vuong possui uma vantagem
computacional em relagao ao teste de Cox que o torna bem mais atraente. Embora
estes testes existam desde a década de oitenta, ainda nao havia sido realizada uma
comparacao entre os dois. Um possivel motivo para isso pode ser a natureza dos

testes: ambos se valem de hipoteses distintas para realizar seus testes, e simulacoes



se tornam complicadas de avaliar. Notamos que o teste de Vuong possui carac-
teristicas que podem torna-lo uma escolha ruim. Este fato foi explorado e discutido,
e simulacoes foram realizadas para ilustra-lo e para comparar seu desempenho contra

o teste de Cox.



Parte 1

Sobre o efeito dos fatores de
prognostico na alocacao de
pacientes em ensaios clinicos
quando utilizamos desenhos sem

informacao das covariaveis



Capitulo 2

Introducao

2.1 Ensaios clinicos e desenhos de ensaios

Um ensaio clinico destina-se a comparar o efeito de um ou mais tratamentos médicos
sobre uma variavel de interesse (em geral, uma condi¢do do paciente). Para tanto,
pacientes sao alocados em grupos, onde cada grupo recebe um tratamento e alguma
técnica inferencial é utilizada para detectar se existem diferengas nas respostas de
cada tratamento.

O ensaio deve ser planejado de modo a evitar vieses que possam gerar conclusoes
equivocadas. Assim, tornam-se necessarios estudos sobre como fatores externos
podem influenciar os resultados de um ensaio e como estes devem ser planejados
para evitar tal influéncia. O planejamento de um ensaio é denominado desenho
do ensaio. Diferentes tipos de desenhos foram introduzidos ao longo das ultimas
décadas, como o “Sanduiche” de Student, Student| (1937), e ainda sdo sugeridos,
como o desenho apresentado em [Fossaluza et al.| (2009).

Em muitas situacoes, os pacientes devem ser tratados o mais rapido possivel.
Neste caso, assim que o paciente aceita participar do ensaio, ele devera ser alocado
imediatamente em um dos grupos. Esse tipo de situacao é denominada alocacdo
sequencial. Doravante, focaremos nossa discussao apenas nesse tipo de situacao.

Nestes casos, deseja-se que o desenho planejado:

e possua grupos balanceados: o nimero de pacientes em cada grupo deve ser

proximo (de preferéncia igual).



e nao produza vieses: a alocacao deve ser justa, de modo a nao favorecer qual-

quer um dos grupos.

Diferentes desenhos tem sido propostos para lidar com essas questoes. O desenho
aleatério, difundido por Fisher (por exemplo, ver [Fisher (1956)) é o mais popular.
Este desenho visa minimizar o efeito de um agente externo, dando ao paciente uma
chance igual de pertencer a qualquer um dos grupos de tratamentos. Entretanto,
este desenho é criticado por gerar falta de balango entre os grupos, especialmente
para pequenas amostras. Desenhos que ainda possuem um mecanismo aleatério de
alocacao mas que forcam o balanco entre os grupos de tratamentos foram introduzi-
dos em |[Efron| (1971) e outros métodos surgiram desde entdao. O resumo de alguns
métodos pode ser visto em |Atkinson| (2002) e em |Antognini and Giovagnoli (2004))).
Um estudo relatando os métodos mais utilizados na pratica pode ser visto em |Scott
et al. (2002).

Sabe-se que certas condigoes em que o paciente se encontra podem influenciar
o resultado do tratamento aplicado. Estas condi¢oes sao denominadas fatores de
prognostico. Outra categoria de desenhos foi introduzida em |[Pocock and Simon
(1975), onde o interesse estava em balancear também os fatores de prognéstico em
cada grupo. Sua motivagao é simples: para evitar vieses, todos os grupos devem
possuir pacientes “semelhantes”. Este método é denominado minimizacao e foi
proposto concomitantemente em Taves (1974). A maior critica deste método é a
falta de capacidade de lidar com muitos fatores de progndstico.

Percebendo que em geral os ensaios clinicos utilizam modelos lineares para ana-
lisar as respostas dos tratamentos, Atkinson| (1970) introduziu um desenho baseado
na variancia do melhor preditor linear para a variavel resposta do préximo paciente
e na variancia dos constrastes dos tratamentos.

Apos um estudo bibliografico, percebemos que a maneira de lidar com os fatores
de prognostico na alocacao dos pacientes ainda é um tépico bastante discutido. Na
pratica, desenhos como o aleatério e a moeda viesada sao preferiveis a desenhos que
utilizam a informacao corrente dos fatores de prognéstico. Entretanto, sob o ponto
de vista da inferéncia frequentista, devemos procurar pela alocacao que minimize
o erro quadratico médio do estimador do efeito dos tratamentos. Sob este critério,

qual é o efeito de desenhos que nao utilizam qualquer informacao sobre os fatores



de prognoéstico? Neste trabalho realizamos um estudo sobre esse efeito no caso
especial onde existem apenas dois tratamentos a serem avaliados (um ensaio do tipo

caso/controle).

2.2 Objetivos e organizacao

Seja Y; a resposta do i-ésimo paciente no tratamento ao qual ele foi submetido.

Consideremos o seguinte modelo linear:
E(Y)) = ail(i € Th) + axl(i € To) +x; 3 (2.1)

onde I(.) é a fungdo indicadora, 7, é o conjunto de pacientes que receberam o
tratamento j(j = 1,2), x; é o vetor de fatores de progndstico para o i-ésimo paciente,
a; € o efeito do j-ésimo tratamento e 3 é o vetor de parametros dos fatores de
prognostico. Consideremos as variaveis Y’s nao-correlacionadas.

Considerando o modelo na Equacao , um modo de medir se existe diferenca
entre os tratamentos ¢ a estimagao do contraste a; —as. Em|Atkinson| (2002)) o autor
nota, em um estudo de simulagao, que as variancias do contraste de diversos desenhos
se aproximam entre si com o aumento do tamanho da amostra. Entretanto, nao foi
apresentada uma demonstracao analitica para o fato, e nao encontramos nenhuma
referéncia neste sentido em nosso levantamento bibliografico.

Essa convergéncia possui uma implicacao interessante: se para um nimero mo-
derado de pacientes as variancias dos contrastes geradas pelos desenhos A; e A,
forem muito proximas, poderemos optar pelo desenho com maior facilidade de im-
plementacao, uma vez que as eficiéncias dos estimadores estarao proximas.

Outra implicagao mais sutil se refere aos fatores de prognéstico. Sabemos que de-
senhos diferentes proporcionam uma distribuicao diferente dos fatores de prognéstico
nos grupos envolvidos. Se as alocagbes geradas pelos desenhos A; e A, geram
variancias semelhantes, entao os fatores de prognosticos devem possuir influéncia
limitada na variancia e questoes como obter um balango destes fatores dentro de
cada grupo se tornam menos relevantes que questoes como minimizacao de viés de
selegao e balango entre tratamentos (essas questoes serdo apresentadas e discutidas

nas Segoes e|3.2.2)).

Levantamos as seguintes questoes:



1. E possivel caracterizar o efeito dos fatores de prognodstico na variancia dos

contrastes?

2. Seja n é o tamanho da amostra. Existe f(n) tal que V(dy — ao)/f(n) — 1
quando n — oo? Se existir, se nao levarmos em consideragao os fatores de
progndstico para a alocagao, quais sao as condigoes que o desenho deve possuir

para que tal convergeéncia seja possivel?

Este trabalho responde as duas questoes dadas acima, focando apenas o caso em
que existem dois tratamentos a serem avaliados (estudos do tipo caso/controle). No
Capitulo [3] apresentamos uma revisao bibliografica sobre os principais métodos de
avaliacao de desenhos de ensaios clinicos e trés desenhos que nao utilizam fatores
de prognéstico para realizar a alocagao dos pacientes. No Capitulo [ apresentamos

solucoes para as questoes propostas, mostrando que:

1. A variancia dos contrastes pode ser decomposta em duas partes, onde a
primeira é a variancia dos contrastes sem o efeito dos fatores de progndstico
(variancia de uma ANOVA com um critério de classifica¢ao), e a segunda parte

é uma funcao que depende dos fatores de prognostico e do desenho adotado.

2. Existem condigoes brandas para garantir que a segunda parte da variancia
citada acima seja limitada. Essas condicoes sao compartilhadas pelos desenhos

enunciados no Capitulo

3. Supondo a existéncia de uma lista com todos os fatores de prognodstico dos
pacientes antes de comecar o ensaio clinico, é possivel encontrar a melhor
alocacao dos pacientes via um problema de programagao inteira. Com isto,
podemos avaliar a eficiéncia média de qualquer desenho aplicado na alocacao

destes pacientes.



Capitulo 3

Revisao bibliografica

3.1 Introducao

Neste Capitulo, apresentamos as medidas utilizadas na literatura para avaliar um
desenho de um ensaio clinico com alocagao sequencial. Em seguida, apresentamos
trés desenhos para alocagao sequencial que nao utilizam fatores de progndstico.
Estes desenhos serao utilizados no Capitulo

Na Secao apresentamos as trés medidas para avaliacao de um desenho mais
empregadas na literatura: o viés de selecao, o balango entre os grupos de tratamen-
tos e a eficiencia de Atkinson. Na Secao [3.3] apresentamos os desenhos aleatério,
sistematico e o da moeda viesada, ambos com suas motivagoes e caracteristicas.

Assumiremos que existem apenas dois tratamentos, sendo n; e ny o numero
de pacientes em cada um deles. Denotaremos o total de pacientes no estudo por
n = nq, + no. Quando necessario, identificaremos os dois tratamentos por 17 e 1.

Utilizaremos apenas a letra 7" se o indice do tratamento nao for relevante.

3.2 Medidas de desempenho para desenhos com
alocacao sequencial

Uma vez que existem diversas formas de se alocar pacientes em dois grupos, devemos
ter medidas para avaliar estes modos de alocagao.

Basicamente, a literatura tem avaliado um desenho sob seguintes aspectos:



1. Capacidade de gerar grupos balanceados: gerar grupos balanceados significa
ter um numero equivalente de pacientes recebendo cada um dos tratamentos

do ensaio.

2. Capacidade de minimizar o viés de sele¢ao: se refere a minimizagao da vulnera-

bilidade do desenho a decisao sobre a alocagao dos pacientes nos tratamentos.
3. Utilizar de modo eficaz a informacao dos fatores de prognéstico.

Nesta se¢ao apresentamos as medidas convencionais utilizadas para avaliar estes

trés aspectos.

3.2.1 Viés de selegcao

Um ensaio com o objetivo de comparar dois ou mais tratamentos pode produzir re-
sultados viesados se a alocacao dos individuos nos diferentes grupos nao foi realizada
de forma imparcial, independente de ser intencional ou nao.

No geral, o viés provocado pela alocacao dos pacientes é denominado viés de
selegao. Este termo foi introduzido em Blackwell and Hodges Jr.| (1957).

Um modo de medir o viés de selecao de um desenho é mensurar com que facilidade
alguém pode prever aonde o préximo paciente serd alocado. Sob este raciocinio,
considere um desenho A e dois sujeitos, A e B. Ambos os sujeitos conhecem o
desenho A e o sujeito A fard a alocagao dos pacientes segundo este desenho. O
sujeito B tentard adivinhar aonde o sujeito A ira alocar o préximo paciente. Seja
G a proporcao das vezes em que o sujeito B acertou o grupo no qual o paciente foi
alocado. Entao, uma medida para o viés de selecao do desenho A, representada por
SB(A), serd dada por

SB(A) = E(G). (3.1)

A interpretagao para essa medida é bastante intuitiva: se o valor de SB(A) for
alto, entao o desenho é de facil predicao, o que o deixa vulneravel ao viés de selecao.
Seja p*(j) a probabilidade do sujeito B acertar a j-ésima aloca¢ao. Podemos

mostrar que SB(A) estd limitada inferiormente por 1/2.

Proposicao 3.1. Seja SB(A) o viés de sele¢io de um desenho A qualquer. Entao

% < SB(A) < 1. (3.2)



Demonstra¢ao. Como G é uma propor¢ao, teremos que E(G) < 1. Seja pr(j) a
probabilidade de que o j-ésimo paciente seja alocado no tratamento 7. Como o
sujeito B sempre escolherd o tratamento com maior probabilidade de receber o

proximo paciente, teremos que p*(j) = max{pr(j),1 —pr(j)} > 1/2. Assim,
I~ , 1
SB(A)=E(G) = - Y5 () 2 L (33)
j=1
0

Notemos que, para todo j =1,...,n:

e se p*(j) = 1/2, entdo teremos que todos os pacientes tem a mesma chance de

receber qualquer um dos dois tratamentos e SB(A) = 1/2;

e se p*(j) = 1, entdo teremos que a sequéncia de alocagdo ja estava pré-

determinada e SB(A) = 1.

Assim, o viés de selecao é uma medida cujos extremos sao o desenho aleatorio
e os desenhos nos quais a sequéncia das alocagoes é pré-determinada (denominados
desenhos sistematicos, apresentados na Secao .

Uma alternativa (nao adotada neste trabalho) representa o viés de sele¢ao por
2SB(A) — 1, sendo que um resultado igual a zero representa um desenho aleatério

e um resultado igual a um representa um desenho sistematico.

3.2.2 Balanco entre os grupos de tratamentos

Dizemos que um ensaio esta balanceado se o niimero de pacientes em cada grupo é
igual. Quando o nimero de pacientes alocados nos tratamentos difere, dizemos que
existe uma falta de balanco entre os grupos de tratamento.

Intuitivamente, é desejavel que o nimero de pacientes em cada grupo de trata-
mento seja préximo pois, o aumento do tamanho da amostra tende a diminuir o erro
padrao dos estimadores utilizados e o efeito de um tratamento com poucos pacientes
poderia ser subestimado.

Pode-se mostrar que o balango entre os grupos de tratamento possui boas carac-
teristicas. Por exemplo, consideremos um experimento, sem fatores de prognéstico,

no qual a resposta do i-ésimo paciente pode ser escrita como
Y, = Oélf(i c T1> + Oég](i c Tg) + &4, (34)
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onde os pacientes sdo independentes e identicamente distribuidos com E(g;) = 0 e
V(g;) = o2 Utilizando o Método dos Minimos Quadrados, podemos mostrar que o

contraste a; — an é estimado por
Y, Y,
E -t -, (3.5)
vl 1) £ n

A variancia do contraste é dada por
Y; Y; 1 1
\% — -y )= —+—]. 3.6
(ZTM Zﬂa) n1+n2 (36)
i€l i€l
A variancia em (3.6) depende de n; e ny. A seguinte proposigdo mostra que a

melhor estratégia para minimizar esta variancia é balancear os tratamentos.

Proposicao 3.2. Se ny < ng, entao alocar o proximo paciente no tratamento Ti

minimiza a variancia em (@

Demonstracao. Temos duas opgoes: alocar o préximo paciente no tratamento 7 ou

no tratamento 7,. Como n; < no:

e Se alocarmos o paciente no grupo 717,

! +i) = diffi.

n1—|—1 N9

V(o?l — 022) = 0'2 (

e Se alocarmos o paciente no grupo 715,

1 1
V(d; — dy) = o? (— +

nq n2+1

) = dif f.

Agora, basta notarmos que

diffi, nmi+mng+1 « (ne +1)m
diffo (mi+1na  mi+ny+1

()
=(1+— , as como ny > Ny
N9 n1—|—1

<1. (3.7)

Portanto, teremos que a opcao que minimiza a variancia do contraste ¢ alocar o

individuo no tratamento com o menor niimero de pacientes. O

Entretanto, em um ensaio clinico com alocacao sequencial nao é possivel obter
um desenho balanceado sem aumentar o viés de selecao. Portanto, a falta de balanco
se torna algo comum em um desenho e, por isso, existe a necessidade de medi-la.

Existem algumas medidas na literatura como:
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e Dy =|n; —nyl.
o Dy =|ny; —no|/n.

Se ambas as medidas forem iguais a zero, teremos que o ensaio clinico estara
balancedado. Em caso contrario, haverd falta de balanco.

A diferenca entre as medidas apresentadas acima é que D; nao leva em con-
sideracao o tamanho da amostra. Por exemplo, considere dois grupos, um com 10
pacientes e outro com 2. Teremos D; = 8 e Dy = 0,8. Agora, considere dois gru-
pos, um com 100 pacientes e outro com 92. Neste caso, também teremos D; = 8,
mas Dy = 0,08, indicando que a falta de balango no primeiro caso possui maior
gravidade que no segundo caso.

Uma medida de qualidade do desenho é a probabilidade de balanco, na entrada
do n-ésimo paciente, entre os tratamentos, dada por P(D;(n) = 0|A) se n for par e

P(D1(n) = 1|A) se n for impar.

3.2.3 A eficiéncia de um desenho

Em ensaios clinicos, é comum termos o conhecimento de possiveis fatores de
prognostico que podem influenciar o tratamento. Alguns desenhos lidam com a
alocagao levando em consideragao estes fatores, como [Pocock and Simon| (1975)),
Taves (1974), Atkinson| (1982)) e [Fossaluza et al| (2009). Tais propostas foram
dadas seguindo duas motivagoes base: balanco do nimero de pacientes em cada
grupo com determinado fator de prognostico e minimizacao da variancia do esti-
mador da diferenca entre os tratamentos. Em Atkinson| (2002), o autor introduz
uma metodologia para avaliar a eficacia da alocagao gerada por um desenho con-
siderando os fatores de prognostico envolvidos. Discutimos aqui essa abordagem em
detalhes.

Em ensaios clinicos, é comum estimarmos a diferenca entre as médias dos trata-

mentos via um modelo linear. Portanto, consideremos o seguinte modelo

E(Y;) = anl(i € Ty) + anl (i € Ty) + %} 3, (3.8)

onde a; é o efeito do j-ésimo tratamento (j = 1,2), x/

. € o vetor de fatores de

progndstico associados ao i-ésimo paciente e 5 é um vetor (de dimensao d) de
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parametros associados ao efeito dos fatores de prognéstico. Podemos reescrever

o modelo na Equacao (3.8) como segue:
E(y) = Ha + X5 = G0, (3.9)

onde 0 = (a,f), y = {Y¥1,....,Y,}, G = (H,X) e X é a matriz de fatores de
prognoéstico. A matriz H é uma matriz de varidveis indicadoras onde, para a j-ésima
linha, a primeira coluna vale 1 se o j-ésimo paciente for alocado no tratamento 1 (e
0 em caso contrario) e a segunda coluna vale 1 se o j-ésimo paciente for alocado no
tratamento 2 (e 0 em caso contrario). O estimador de minimos quadrados para 6

sera
0= (G'G)'GTy. (3.10)

Como discutido, estamos interessados em detectar se existem diferencas entre os
tratamentos. Consideremos o contraste &; — Go (na forma matricial, escrito ATH

onde AT = (LT, 0,), com LT = (1,—1)). Teremos
E(AT)) = oy — as. (3.11)

Notemos que o valor esperado do contraste nao depende da alocacao nem das
covariaveis. Nesse sentido, qualquer desenho produz um estimador nao viesado para
o contraste e, portanto, teremos que o melhor desenho serd aquele que minimizar a

variancia do constraste. Notemos que

V(dy — as) = V(ATH) = ATV(D)A = ?AT(GTG)'A

-1

spr [ H'H H'X
=0
X'TH XTX
— o’L” (H'H - H'X(X"X)"'X"H) ' L. (3.12)

A variancia acima deixa claro que sua minimizacao depende da alocacao dos
pacientes em conjunto com a informacao dos fatores de prognosticos. Consideremos

o seguinte lema:

Lema 3.3. Temos que
V(& — ép) > L' (H'H) 'L (3.13)
onde a igualdade ocorre se H' X = 0.
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Com isto, temos que a menor variancia é atingida quando nao sao utilizados fa-
tores de prognostico. E claro que estes nao podem ser descartados, pois prejudicaria
o ajuste do modelo. Entretanto, este resultado ¢é interessante pois serve como cota

inferior para a variancia do contraste. Isto sugere a seguinte definicao.

Defini¢ao 3.4 (Eficiéncia de Atkinson). A eficiéncia do desenho serd definida por
B 4/n
- AT(GTG) AT

A eficiéncia definida acima foi construida com a razao entre LT(HTH) 'L e

€n (3.14)

AT(GTG)™'A. O numerador foi calculado considerando um desenho balanceado
(ny = ng). O denominador na Equagao ¢ sempre maior ou igual que seu
numerador, logo o desenho sera dito eficiente se ¢, = 1.

O leitor interessado no artigo |Atkinson! (2002)) notard que o autor comenta que o
desenho balanceard os fatores de prognédstico se H' X = 0. Entretanto, essa medida
nao condiz com a modelagem usada, pois esta implicaria em » ., Xy = 0, k =
1,...,d (o que inclusive nao condiz com o senso comum de balan¢o). Na verdade,
este comentario surge no momento errado do artigo. O autor posteriormente define
outro modelo,

E(Y;) =aI(i €T) — anl(i € T) +x! B,
com V(y) = ¢2I,. Neste caso, a matriz de alocagao assumird valores em {—1,1} e
H"X = 0 implicard em Y, 7 Xit = D icqe Xins & = 1,...,d, gerando a nocao de

balanco desejada.

3.3 Alguns desenhos para ensaios clinicos

Apresentamos a seguir trés desenhos: aleatorio, sistematico e da moeda viesada.

O desenho aleatério ainda é o método mais difundido, sendo de facil imple-
mentagao e de motivacao simples. O desenho sistematico ¢é utilizado aqui como ex-
tremo ao desenho aleatério. Embora os desenhos sistematicos sejam completamente
deterministicos, alguns autores os defendem, alegando que a real fonte de aleator-
izagao esta no paciente em si. Por ultimo, o desenho da moeda viesada trata-se de
um desenho com uma motivacao simples porém com muitas discussoes estatisticas
e um tratamento tedrico sério que levou o artigo original (Efron (1971))) a ser uma

das principais referéncias sobre o assunto.
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3.3.1 Desenhos sistematicos

Os desenhos sistemdticos (Ay), consistem em desenhos nos quais a sequéncia da
alocacao esta pré-estabelecida antes da entrada dos pacientes no experimento.

O desenho sistematico mais conhecido é o alternado. Nele, os pacientes sao
alocados na ordem 1115111517 ..., ou ToT1T5TiT, . ... Considerando este desenho,

teremos:

e Se n for par, teremos que D; = 0. Em caso contrario, teremos que D; = 1.

Portanto, a probabilidade de falta de balango sera zero.

e Seu viés de selecao serd um, pois sempre saberemos qual sera o proximo trata-
mento. Uma alternativa seria selecionar uma das duas sequéncias com proba-
bilidade p, o que resultaria no viés de sele¢ao (p +n — 1)/n. Entretanto, essa

opcao traz pouca melhoria.

3.3.2 Desenho aleatorio

No desenho aleatério, representado por A,, os pacientes devem ser alocados em
qualquer um dos dois tratamentos com probabilidade 1/2.
Em relagao a falta de balanco entre os grupos de tratamentos, notemos que para

qualquer n finito, teremos (n1|n) ~ Binomial(n, 1/2). Assim,

d —d
P(Dl—d|n)—]P’(|2n1—n|—d)—IP’(nl—n; )+P(n1—n )

n \ 1 n \ 1
= — — 3.15
(717-5%1) on T (%) on’ ( )

assim, se n for par,

e, se n for impar,
P(Dy =dn) = { (L)gtr. d=1.35.....n.
2

A Tabela mostra a probabilidade de balango para alguns valores de n. Note-
mos que, com o aumento de n, é cada vez menos provavel que o experimento esteja

balanceado.
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n | Prob. | n | Prob. | n | Prob.
1] 1.00 [11] 045 | 21| 0.34
2 [ 050 | 12] 0.23 | 22| 0.17
31075 | 13] 042 | 23| 0.32
4 1 038 | 14| 021 | 24| 0.16
51 062 [ 15] 0.39 | 25| 0.31
6 | 031 |16 ] 0.20 |26 | 0.15
70 055 |17 ] 0.37 | 27| 0.30
8 | 027 | 18] 0.19 |28 | 0.15
9 049 [ 19] 0.35 [ 29| 0.29
10| 025 | 20| 0.18 | 30| 0.14

Tabela 3.1: Probabilidade de balango para diferentes valores de n, onde a coluna

Prob. equivale a P(D; = 0|A,) se n for par e P(D; = 1|A,) em caso contrério.

E natural que esse desenho apresente o menor viés de selecao. De fato, como
a probabilidade de alocar o j-ésimo paciente em qualquer um dos dois grupos ¢ a

mesma, teremos
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3.3.3 Moeda Viesada

Em Efron (1971), o autor sugere um desenho que se comporta como o aleatério se
o ensaio estiver balanceado, e forca o balanco em caso contrario. Intuitivamente,
este desenho se utiliza de duas moedas, uma honesta para o caso de o ensaio estar
balanceado e outra viesada em caso contrario. Por esse motivo, este foi denominado
desenho da moeda viesada. Denotaremos este desenho por A,.

Formalmente, com a chegada de um novo paciente, as seguintes regras para

alocacao sao adotadas por este desenho:

e se ny — no > 0, aloque o paciente no tratamento 7T; com probabilidade ¢ e no

tratamento T, com probabilidade p;

e se n; —ny = 0, aloque o paciente no tratamento 77 com probabilidade 1/2 e

no tratamento 75 com probabilidade 1/2;

e se n; — ny < 0, aloque o paciente no tratamento 77 com probabilidade p e no

tratamento T, com probabilidade g,

onde p > ¢, p+q = 1. O desenho tende para o balanceamento, sendo que a tendéncia
é mais fraca se p = 1/2 e fica mais forte a medida que p se aproxima de 1. A escolha
“favorita” do autor é p = 2/3.

Notemos que o desenho A, depende da configuracao atual do ensaio para realizar
a préxima alocagao. A probabilidade estimada de balanco para alguns valores de
n é dada na Tabela Podemos notar que este desenho possui probabilidade de
balango superior ao desenho aleatorio.

Em vez de calcular D; para todo n, descubriremos qual a proporcao do tempo em
que o desenho fica balanceado quando n — co. Seja Di(n) = |n; —ny| a quantidade
de falta de balango do processo no instante n. A probabilidade de Dy(n+1) depende
unicamente do valor de D;(n). Teremos que {D;(n),n =0,1,2...}, serd uma cadeia

de Markov com probabilidades de transicao dadas por

P(Dy(n+1) =d —1|Di(n) =

P(Di(n+1) = 1|Dy(n) = 0) = 1.
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n | Prob. | n | Prob. | n | Prob.
1 ] 1,000 | 11 | 0,788 | 21 | 0,766
2 10,660 | 12| 0,514 | 22 | 0,512
3 | 0,880 |13 0,779 | 23 | 0,766
4 10,592 | 14| 0,526 | 24 | 0,516
5 10,843 | 15| 0,763 | 25 | 0,744
6 | 0,569 | 16 | 0,538 | 26 | 0,482
7 10816 | 17 | 0,766 | 27 | 0,748
8 10,5647 | 18 | 0,520 | 28 | 0,519
9 | 0,816 | 19 | 0,797 | 29 | 0,741
10 | 0,524 | 20 | 0,498 | 30 | 0,523

Tabela 3.2: Probabilidade de balanco para para o desenho da moeda viesada para

diferentes valores de n. A coluna Prob. d4 a probabilidade de balanco estimada.

Notemos que {D;(n),n = 0,1,...} é um passeio aleatério com barreira, recor-

rente positivo e de periodo 2, e, portanto, sua distribuicao estacionaria é dada por

7_(_' _ pQ;q7 ._7 — 07
J i—1
(p—a)¢’ :
=y J>0.

Como Dy (n) sé assume valores pares ou impares se n for par ou impar (periodicidade

2), as probabilidades limite devem ser dobradas, resultando em

p—4q

nh—>nolo P(Dy(2n) =0) = 2m = 5 (3.16)
lim P(Dy(2n+1) = 1) = 27, = Q(pp_ 2 (3.17)
n—oo

Para o célculo do viés de sele¢ao, se Dq(j) = 0, entao p*(j) = 1/2. Em caso
contrario, o palpite sera dado a favor do tratamento com menor niimero de pacientes,

com probabilidade p. Assim,
1
SB(Ay) = E(G) = 5P(Di(n) = 0) + pP(Di(n) > 0).
A Tabela[3.3|mostra o viés de sele¢ao estimado de A, paran = 1,2, .., 30 utilizando

p=2/3.
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n | Prob. | n | Prob. | n | Prob.
1 0,5 | 11| 0,54 | 21| 0,54
2|1 056 | 12] 0,58 |22 | 0,58
31052 | 13] 0,54 | 23| 0,54
4 1 0,57 | 14| 0,58 | 24| 0,58
51 053 | 15] 0,54 | 25| 0,54
6 | 0,57 | 16| 0,58 |26 | 0,59
71 053 | 17| 0,54 | 27| 0,54
8 | 0,58 | 18] 0,58 |28 | 0,58
9 1 053 | 19] 0,53 [ 29| 0,54
10| 0,58 | 20| 0,58 | 30| 0,58

Tabela 3.3: Viés de selecao estimado para o desenho da moeda viesada considerando

alguns valores de n
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Capitulo 4

Resultados

No Capitulo [3, discutimos que, em geral, modelos lineares sao empregados para
analisar se existem diferencas entre os tratamentos envolvidos. Neste caso, estamos
interessados em estimar o contraste dos tratamentos. Uma vez que o estimador
para os contrastes é um estimador nao viesado, independente do desenho escolhido,
gostariamos de determinar qual o efeito do desenho na variancia do contraste, dada
por

V(a1 — é) x AT(GTG)'A. (4.1)

Neste capitulo apresentamos os resultados deste trabalho. Na Secao [4.1] apresen-
tamos uma forma alternativa de visualizar a variancia do contraste dada acima. Esta
decomposicao sera fundamental para o desenvolvimento dos resultados posteriores.
Na Secao decompomos a variancia do contraste em dois termos, sendo que um
deles caracteriza o efeito dos fatores de prognéstico. Em seguida, mostramos que sob
determinadas condigoes fracas, a variancia do contraste se aproximara da variancia
de uma ANOVA com um critério de classificacao, com o aumento do tamanho da
amostra, o que implica que os fatores de progndstico possuem cada vez menos in-
fluéncia. Na Segao mostramos como obter a melhor alocacao quando todos os
fatores de progndstico sao conhecidos. Disto, podemos obter a eficiéncia média de

qualquer desenho via simulagao.
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4.1 Reescrevendo V(a4 — ay)

Sabemos que, independente do desenho escolhido, uma vez que os pacientes foram
alocados em seus respectivos tratamentos, sempre conseguiremos um estimador
nao viesado para o contraste. Contudo, notemos a partir da Equacao que
a variancia do constrate serd influenciada pelas matrizes de alocacao e pelos fa-
tores de prognéstico envolvidos. Nesta secao, escreveremos esta variancia de forma
alternativa.

Lembremos que
V(4 — é2) = o’L"(H'H - H'X(X"X)'X")"'L. (4.2)

Seja h” um vetor de zeros e uns, onde h; = 1 se o i-ésimo paciente pertence ao
grupo 17 e h; = 0 em caso contrario. Naturalmente H = (h,1,, — h).
Seja D = X(XTX)"'X”. Entao,
hT
H7DH = D(h 1,-h)
17 — 7
h”Dh h"D(1, — h)
(1, —h)"’Dh (1, —h)"D(1, — h)

Como,
HTH — h”h hT(ln — h) _ ny O
(1, —h)"h (1, — h)7(1,h) 0 ny
teremos
H'H_HDH- | ™ h'Dh ~h"D(1, — h)

—(1, —h)"Dh ny, — (1, —h)"D(1, — h)
Considere o seguinte lema, de demonstracao trivial.

Lema 4.1. Seja W uma matriz de ordem dois, simétrica e invertivel. Entao

w11 + 2w + Wa

L"WL = 5
Wi1Wa2 — Wiy

(4.3)

Identificando a matriz H'H — H'DH com a matriz W do Lema teremos

V(d) — Go) = o n-1,D1, . (4.4)
(1 — h"Dh)(ns — (1, — h)™D(1, — h)) — [hA7D(1, — h)]
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Notemos que o numerador da Equacao (4.4) nao depende de h. Logo, encontrar
a alocagao que minimiza a variancia do contraste implica em encontrar a alocagao

que maximiza o denominador desta equacao. Seja R tal denominador. Temos que

R = (n; — h"Dh)(n, — (1,, —h)"D(1, — h)) — [h"D(1, — h)]”
= niny —nh’Dh — n;17D1, + 2n;17Dh + h’Dh1! D1, — (17 Dh)?
= nyn —nh”Dh —n,;17D1, + h’Dh1! D1, — (n, — 12 Dh)?
= (n—1ID1,)(n; — h"Dh) — (n; — 11 Dh)%

e, notando que n = 1X1,, e ny = 17h = h™h, teremos
R=1,Q1,h"Qh — (17Qh)>.

Assim, a Equagao (4.4) pode ser reescrita como

1,Q1,

A Ay 2
V(@1 = 62) = 7 o1 W Qh - [17QRP

(4.5)

4.2 Sobre o comportamento assintético de V(ay —
Oég)

Considerando um modelo linear para analisar o resultado do ensaio clinico, sabemos

que tanto a matriz de alocacao H quanto a matriz de fatores de prognéstico X

possuem papel importante para a determinacao da variancia do contraste desejado.

Da secao anterior, sabemos que

17Q1
A oA — 2 n n
V(61 =82) = 3701 WTQh - 1TQRP

onde Q =1, — XCX”, com C = (XTX)" 1.

Agora, seja XI' = 17X /n o vetor de médias dos fatores de progndstico. Assim,
1'Q1, =11, - 1XCX"1, =n (1 — nx"CX) . (4.6)

Seja )_c(Tl) o vetor de médias dos fatores de prognéstico dentro do grupo 7. Note-

mos que X(Tl) = h"X/ny, logo
h"Qh = h"h — h"XCX"h = n; (1 — mx{;)Cx)) . (4.7)
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Por 1ltimo, notemos que
17Qh =1"h — 17XCX"h =n; (1 — nx"Cx(y)) . (4.8)

Pelas Equagoes (4.6]), (4.7) e (4.8]) teremos a expressao alternativa

n (1 —nx'Cx
V((Sél — OA{Q) = O'2 ( ) 5 (49)
nny (1 — nxTCx) <1 — nli(Tl)C)_c(l)> —n? (1 — m‘(TC)_c(I))
Podemos ainda notar que V(&1 — do) é igual a
_T —
5 N 1 —nx'Cx
o S (- (410)

NN n% (1 — nxTCXx) (1 — nl}_{a)c}_{(l)) — Z—; (l — m_{TC}_c(l))

Notemos pela equacgao acima que a variancia do contraste pode ser decomposta
em duas partes. A parte fora das chaves é equivalente a variancia do contraste na
auséncia de fatores de progndstico, ja apresentada na Equagao (3.6]) e reproduzida
a seguir

n

V*((Sél - @2) = 0'2

(4.11)

nlng'
A parte dentro das chaves na Equacao (4.10) mostra o efeito das covaridveis

e da alocacao na determinacao da variancia. Discutiremos em quais condigoes as

variancias em ((4.10]) e (4.11)) sdo assintoticamente equivalentes, ou seja,

V* (& — ao)
—_—— — 1,
V(Oél — 042)

Para tanto, consideremos primeiro a Defini¢do [£.2] e as Proposigoes [4.3]

e 4.6 enunciadas e demonstradas a seguir.

n— oo. (4.12)

Definicao 4.2. Sob um desenho A, denotaremos a probabilidade de que o j-ésimo

paciente pertenca ao grupo T’ por
pr(j) = P(j € T|A). (4.13)

Proposigao 4.3. Considere que cada paciente € independente dos demais e seja xI
o vetor de fatores de prognéstico do i-ésimo paciente. Sejam E(x) = p e V(x) = X,

com Y nao singular. Entao
nxTCx L% (2 + pu ™)y, (4.14)
quando n — oo.
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Demonstragao. Pela Lei Forte dos Grandes Numeros, sabemos que

quando n — oco. Assim, teremos que

XX
n

-1
7K3=7MXTXYJ::( ) IS (2 4 ppH)

onde é bem conhecido que tal inversa existe pela nao singularidade de . Assim,

novamente pela Lei Forte dos Grandes Nuimeros, teremos que

nxTCx X5 pyT (2 + pu™) ", n— oo

[
Proposicao 4.4. Se existir
= pr(d)
= fim )
teremos que
n ~=I1G€eT) p
— = — — 77, — 00. 4.15
peS D L 41

i=1

Demonstracao. Seja pr(i,j) = P((i,7) € T|A). Notemos que

pr(i,j) = P € Tli, A)pr(i) < pr(i).
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Utilizando a desigualdade de Tchebychev, teremos

=1

1 IGeT) i ) IieT)
=5 |E ZT) +WT—2WTE<ZT>

i=1

p(|EhtieD

n

2
1 Z” IGEeT) ) Z” pr(i)

g ZI(ieT)+ZI(i€T)](jeT)>

, — n?
L i=1 1#£]

73— 27 z”: pT—(Z)]

=1
L1 pr() | Ixmprling) | o " pr(i)
== |= = —2
g2 n; n +n; n T WT; n
L[ 1 Gpr(i) | Iprl) | “ pr(i)
< |= = —9
— g2 n; n +n; n T WT; n

logo nyi/n i . O

Proposicao 4.5. Considere as mesmas condigoes das Proposicoes[].3 e[{.4]. Entao,

_ X l(i€T) »p
Tk = Z A ( ) — Uk, (4.16)
quando n — oo.

Demonstracao. Primeiro, notemos que

i Xal(ieT) YL Xul(ieT)/n

Tk ny ni/n

O denominador da equacao acima converge em probabilidade para mp, pela
Proposicao [£.4. Mostraremos entdo que o numerador converge em probabilidade

para mppk, demonstrando assim o resultado. Notando que

n -\ 2 n .
pr(7) 1 pr(i)
0< S 2 il

25



quando n — oo teremos, pelo Teorema do Confronto, que > pr(i)?/n? £0. Pela

desigualdade de Tchebychev,
~I(ieT)X ’
L e 1)Ai
> 6) ( ( ko /~Lk7TT>
i=1

]P(
" IieT)I jET)Xikak)

= l]E (:UkWT — 2[Lk7TTZ Z < T i + Z

=1 =1 j=1

1 pr(i ~ (i + oH)pr(i) pr(i)pr(J)

—( 3 S Ukl )
i—1

i#j
Z pr(i Zn (i + o*)pr(i)

i1
o1 (1)pr(J) 5 o pr(i)?
+Zz%—n2 —HE)
=1 j=1 i1

— 0, quando n — oo.

z”: I(i € T) Xy,

n

— MUETT

=1

1(i€T) X,

P
Portanto, teremos que Y ., = — i, demonstrando o resultado. O

Proposicao 4.6. Seja i(Tl) = hTX/n, e considere que as condigoes das Proposicies
[4.3 e[4.4] estao satisfeitas. Por dltimo, considere que o desenho A aloca os pacientes
independente dos fatores de progndstico. Entdo, se ny — o0 e ng — 00 quando
n — 0o, teremos

nl)_(a)C)_((l) KR (2 + ™)y (4.17)

Demonstracao. Da Proposicao , sabemos que nC £ (X + pu’)™t (pois con-

vergencia quase certa implica em convergéncia em probabilidade). Da Proposigao
I P .
, sabemos que ny/n 2 7r. Da Proposicio sabemos que x(Tl) — pu¥. Assim

_ _ n _
nlxa)Cx(l) X an L TS + ) ey,

As proposicoes acima sao suficientes para garantir o seguinte teorema.

Teorema 4.7. Considere um ensaio clinico onde 0s pacientes sao independentes

entre si. Seja A um desenho com alocacao sequencial com as sequintes propriedades:

1. O desenho nao utiliza a informagao dos fatores de progndstico para realizar a

alocacao.
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2. Existe lim,,_,oo > | pr(i)/n.
3. n1 e ny divergem quando n — co.

Entao, se X possui matriz de covariancias nao-singular, para este desenho
P
-1, n— oo

Demonstragdao. Segue imediatamente das Proposioes [4.3] [4.4] [4.5] e [4.6] O

Na literatura, muitas propostas de desenhos que nao utilizam fatores de
prognéstico possuem o limite acima. Essa é uma caracteristica esperada em desenhos
que privilegiam o balanco entre os tratamentos, uma vez que a frequéncia relativa
de alocagbes em cada um dos grupos deve convergir para 1/2. A seguinte proposi¢ao

mostra que os desenhos apresentados no Capitulo 3] satisfazem as condigoes do Teo-

rema .7

Proposicao 4.8. Os desenhos aleatorio, sistemdtico alternado e da moeda viesada

satisfazem as condi¢oes do Teorema[{.7]

Demonstragao. As condigoes (1) e (3) sao imediatas. Verifiquemos entao a condigao

(2) para cada um dos desenhos. Para o desenho aleatdrio teremos

soorl) g~ 11
— n 2n 2

i=1

logo, mp = 1/2.

Para o desenho sistemadtico alternado, sabemos que pr(i) = 1 se ¢ for impar e
pr(i) = 0 em caso contrario. Seja I'y = {n = 1,2,...: néimpar} e 'y = {n =
1,2,...: né par}.

‘ ' 1 2 1
pr(i) _ pr(i) i pr(i) _ Z_ _ [n/2] 32 1= oo
n , n , n —n n 2
=1 €’y i€l 1€’
logo mp = 1/2.

27



Para o desenho da moeda viesada, notemos que

[e.e]

pr(i) = Z P(i € T|ny — ng = d)P(ny —ny = d)

d=—0o0
1

= Z ]P(’L S T|n1 — N9 = d)IP(nl — No = d)

d=—o00

+ ZP(Z €Tng —ny =d)P(ny —ng =d) + éP(nl —ny =0)

d=1
1 o) 1
- P(ny — ny = P(ny — ny = d) + ~P(n; — ny =
pd:ZOO (n1 N9y d)—F(]; (n1 N9y d)—|—2 (77/1 No O)
= 1
:ZP(nl—nQ_d)+§IP’(n1—n2:O)
d=1
= P~ ny = 0)) + 2Py — iy = 0) = &
—2 sl No = 9 ny No = —2

4.3 Alocacao 6tima quando a matriz de fatores de
prognostico é conhecida

A eficiencia de Atkinson compara a variancia do contraste observada com uma cota
inferior para a variancia. Uma eficiéncia de 100% implica que a variancia do modelo
¢ idéntica a variancia do modelo sem os fatores de prognéstico que utiliza um desenho
que privilegia o balanco. Entretanto, vale notar que este minimo dificilmente sera
atingido na prética, uma vez que ele serd atingido somente se H' X = 0.

A melhor forma de comparar a eficicia dos desenhos com relacao a alocacao
dos pacientes considerando os fatores de prognéstico seria comparar os resultados
da alocacao com o melhor resultado que poderia ser obtido para a populacao em
estudo. Considerando ainda que a minimizacao do contraste e o balanco entre os
grupos de tratamentos sao as melhores estratégias para alocar os pacientes, nesta
secao mostraremos como obter a melhor alocacao de uma populagao conhecida. Este
tipo de estratégia é util para verificar a eficicia de um desenho considerando uma
populacao ficticia, ou mesmo para obter a melhor alocacao no caso em que uma
lista dos pacientes com seus respectivos fatores de prognostico esté disponivel, sem

a necessidade de utilizar um método de alocagao sequencial.
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Suponha que um observador externo sabe exatamente quais serao os pacientes
que deverao participar do ensaio, incluindo seus fatores de prognostico. Neste caso,
ele tem o privilégio de saber qual sera o peso, no fim do ensaio, de alocar um
paciente em um dos dois grupos. Assim, este observador alocard os pacientes de
modo a obter a menor variancia do contraste, respeitando restrigcoes de balanco se
ele julgar necessario. A tarefa de encontrar a melhor alocagao é ardua: por exemplo,
existem 68.923.264.410 possibilidades distintas de alocar quarenta pacientes de modo
balanceado, o que torna a busca pelo 6timo por for¢a bruta uma tarefa com elevado
custo computacional e métodos de otimizacao devem ser explorados.

Mostraremos que a alocagao 6tima pode ser obtida via um problema de pro-
gramacao interia. Para tanto, lembremos que a variancia do constrate é dada por

1,Q1, _LQ1,

ViG1=02) = 7oy WP Qn - iTQuP ~ R

(4.18)

Conforme dito anteriormente, o numerador da variancia acima nao depende da
matriz de alocacao. Portanto, o efeito da alocacao na variancia do contraste pode
ser medido através de R. Em particular, minimizar a variancia do contraste para
uma matriz de fatores de prognéstico fixa X implica em maximizar R. Podemos

notar que

R=17Q1,h"Qh — (17Qh)? = 17Q[1,h” — h17]Qh = 17QBQh,
onde B = 1,,h” — h1?.
Proposigao 4.9. Os elementos da matriz B sao b;; = 1(i € T1) — I(j € Ty).

Demonstracao. Seja E = 1,hT. A i-ésima linha de E serd o préprio vetor h”, logo
e;; =1(j € Ty).

Agora, seja F = h1l. A i-ésima linha de F serd 17 se o i-ésimo individuo
for alocado no grupo tratamento e 0} em caso contrdrio. Assim f;; = I(i € T}).
Portanto

bZ]:I<jET1)—I(Z€T1)
U

A matriz B indica se dois pacientes foram alocados em grupos diferentes. Um

resultado b;; = 0 implica que os pacientes ¢ e j foram alocados no mesmo grupo; um
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resultado b;; = 1 indica que o paciente j foi alocado no grupo 7 e o paciente i no
grupo T5; b;; = —1 indica a alocacao oposta.
Sejam ¢;;,i,7 = 1,...,n os elementos da matrix Q = I, — XT(X7X) 'X.

Fazendo ¢ ; = > | ¢;j, teremos

R="3"> g (hy —h) =Y 3> quarihuhy = > D Y qidshuhi
i=1 j=1 k=1 i=1 j=1 k=1 i=1 j=1 k=1
=4q. Z Z (]kjhkhj - Z Z q.iqr. I hi
j=1 k=1 i=1 k=1
=4q. Z Z Qijhihj - Z Z Q.iQ.jhihj
i=1 j=1 i=1 j=1
= Z Z (9.9 — q.4q5) hih; (4.19)
i=1 j=1

onde h; = I(i € T}) e q; = ¢;. pela simetria de Q. Pela equagdo acima podemos
perceber como os elementos da matriz Q funcionam como pesos para a alocagao,
indicando qual o custo de alocar os pacientes ¢ € j no mesmo grupo.

Basicamente, o problema de encontrar a melhor alocagao, com restricao de

balanco entre os grupos de tratamento, é equivalente a encontrar a solucao do pro-

blema

maxz Z (q.,Qij - C].z‘Q.j) h;h;

i=1 j=1

n

Zhi:nl

i=1

h; € {0,1}Vi=1,... n.
Podemos linearizar este problema criando a variavel

Assim, basta encontrarmos as restrigdes necessérias para que a matriz U = {u;;}

seja equivalente a matriz

W2 hihe ... hih,
hohy  h3 ... hohy

T=| " 7 (4.21)
hahy hohy ... B2

n
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onde > " h; =ny.

Proposicao 4.10. As sequintes restricoes sao necessdarias para que U seja igual a

T:

(1) wj =wuj, Vi,j=1,...,n.

(2) >y wi = na.

(3) Z?:l Ui; = nujj, Vj el ... n.

(4) wi; € {0,1}Vi,j=1,...,n.

Demonstracao. Mostraremos que as restricoes dadas sao necessarias para estabelecer

a igualdade entre as matrizes, o que equivale a mostrar que u;; = u;u;;. Asim,

devemos mostrar que:

(a) uj; =0ouwuj; =0=u; =0

(b) ujj=1=u;=1leu;;=1

(c) uy=1leuj; =1=u; =1

(d) ujj =0=u; =0o0uu;; =0

As demonstracoes seguem:

(a) Pela restrigao (3), se u;; = 0, teremos

Zukj:O:>ukj:O, V k=1,...,n,

k=1

pois todos os elementos sdo nao negativos pela restrigao (4). Agora, se u;; = 0,

pela restricao (1) teremos

iuzk:iukl:0:>ulk:0, W k;zl,...,n.
k=1 k=1

(b) Se u;; = 1 entdo, pela restricao (3),

n
E Ugj = N1Uj5 = Ujj + E Uk; = N1Uj5,
k=1 ki

como u;; =1 e Zk# u; > 0, teremos que u;; = 1. Analogamente, teremos

n
g Up; = N1Uy = Ugj + g Ui = N1 Ugs,
k=1 k]

o que implica em wu; = 1.
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(c) Se u; =1 e uj; =1, teremos pela restricao (3) que
Usj + Zukj = n.
ki

Suponha por absurdo que u;; = 0. Entao existem n; elementos no conjunto
I'={s:usy = 1,5 #i}. Assim, pelo item (b), uss = 1 para todo s € I". Logo,
teremos

n

D upg =+ Y wge=n1+1,

k=1 kel

o que contraria a restri¢do (2). Portanto, u;; = 1.

(d) Segue imediatamente de (c), pois se u; = 1 = wj;, deverfamos ter u;; = 1.

Portanto, se u;; = 0 devemos ter que min{u;;, u;;} = 0.

A partir desta proposicao, podemos enunciar o seguinte teorema.

Teorema 4.11. O problema de programacado inteira
max Z Z (0.9 — q49.5) v
i=1 j=1
s.a.

Ui = Ugjg, Vl,]zl,,n
n
Zuii =nNi.
i=1
n
Zuij:nlujj, ngl,...,n.
i=1
Uy g S {O, 1}VZ,] = 1,. .o, n.

¢ equivalente ao problema

n n

maxz Z (q..Qz‘j - Q.iq.j) hihj

i=1 j=1

S.a.

n

Zhi:nl

i=1

h € {0,1}Vi=1,...,n.
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4.4 Simulacao

Vimos anteriormente que, sob determinadas condic¢oes, desenhos que nao se utilizam
da informacgao dos fatores de prognostico para realizar a alocacao dos pacientes
produzem, assintoticamente, a mesma variancia do contraste de uma ANOVA com
um critério de classificacao. Mostramos ainda que é possivel analisar o desempenho
de qualquer desenho com relacao aos fatores de progndstico através de um problema
de programacao inteira. Nesta se¢ao, mostraremos estes resultados em um estudo

de simulacao.

4.4.1 Evitando problemas computacionais

Até o presente momento, nds assumimos que a variancia do constraste podia ser cal-
culada. Entretanto, nao podemos calcula-la em alguns casos. Mais especificamente,

nao poderemos computa-la se

(1) o nimero de pacientes for menor que 2+r(X), onde r(X) é o posto da matriz

X.
(2) h” ¢ um vetor que contém somente zeros ou somente uns.

Para evitar parcialmente o problema em (1), optamos por utilizar apenas n >
2 + r(X). Esta medida nao evita a inexisténcia de (HQH)™!, uma vez que ainda
existe a possibilidade de que 7((HQH)™') = 1 ou 0. Para fatores de progndstico
continuos, tomar o valor de n a partir de 2 + r(X) se mostrou uma estratégia
satisfatéria, mas observamos problemas para fatores de prognéstico discretos, o que
nos fez optar por comecar a simulagdo com tamanhos maiores de amostra nestes
casos.

Em relacao ao problema (2), sabemos que existird, (H?H) ! se existir pelo menos
um individuo alocado em cada grupo. A probabilidade de nao conseguirmos tal
inversa é baixa em desenhos que procuram balancear o ensaio, mas é possivel que
isto ocorra quando o tamanho da amostra é pequeno. Assim, caso os n — 1 tltimos
pacientes tenham sido alocados em um tnico grupo, optamos por alocar o ultimo
paciente no outro grupo. Isto possui influéncia direta no viés de sele¢ao. Seja SB(A)’

o viés de selecao ao adotarmos esta estratégia e seja w(n) a probabilidade de que os
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n — 1 primeiros pacientes tenham sido alocados em um tnico grupo. Teremos

n n

") + 1 " (4
SB(A)':w(n)EJ— Pyt +(1—w(n))zp U)

— 5B(a) + "1~ (). (4.22)

n

Assim, teremos que SB(A) — SB(A) quando n — oco. Além disso, é esperado
de w(n)/n convirja para zero rapidamente, uma vez que w(n) deve diminuir com o
aumento do nimero de pacientes no ensaio.

Para evitar a inexisténcia de (X7X)™!, utilizaremos no lugar da inversa usual, a
inversa generalizada de Moore-Penrose (X?7X)~, uma vez que X(X?X)~XT sempre

existe.

4.4.2 Resultados de Simulacao
O efeito estimado dos fatores de progndsticos

Discutimos na Secao que, sob determinadas condi¢oes da populacao em estudo e
do desenho adotado, a variancia do contraste dos tratamentos de um ensaio clinico
do tipo caso-controle sera assintoticamente equivalente a variancia do contraste sem
levar em consideragao os fatores de progndstico (ver o Teorema . Discutiremos
aqui um estudo de simulacao mostrando esta convergéncia, utilizando os desenhos
apresentados na Secao (3.3

Fixamos um nimero n de pacientes. Para cada um dos pacientes, foram gerados
q fatores de progndstico segundo os cenérios apresentados na Tabela[d.1} Para estes
n pacientes, foram realizadas as alocacgoes via os desenhos aleatoério, sistematico
alternado e da moeda viesada. Apds os pacientes serem alocados, computamos e

guardamos a seguinte estatistica:

1—nxTCx

2 (1 —nx!Cx) (1 — nli{l)Ci(l)) — 1 (1 — nxTCx(y))

v(n,A) = >

A estatistica v(n, A) representa o efeito dos fatores de progndstico na variancia
apds a alocacao sob o desenho A. O Teorema [£.7] diz que com o aumento de n,

v(n, A) deve ser aproximar cada vez mais de um.
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Cenario | Qtd. de Fatores Distribui¢ao dos Fatores No. de Pacientes

1 4 Normal(0,1) independentes n = 10,11,...,500

2 4 Normal(0,1) dependentes n = 10,11,...,500
(com correlagao 0,8)

3 8 Normal(0,1) independentes n =10,11,...,100

4 4 Lognormal(0,1), Bernoulli(0,5) n = 20,21,...,100

Normaly (0, 0,8J5 + 0, 2I5)

Tabela 4.1: Cenérios de simulagao

O processo de alocar os pacientes foi repetido 500 vezes, sendo que para cada
alocacao dos n pacientes, novos fatores de prognosticos foram gerados para cada
cendrio e cada valor de n fixado. Para a i-ésima repeticao, consideramos v;(n, A) o
valor de v(n,A) observado para o tamanho de amostra n sob o desenho A. Com

isto, para cada cenario e cada n fixado, calculamos a estatistica

o(n,A) = = vi(n,A),

utilizada como estimador de E[v(n,A)]. A colegdo {v(n,A),n > ng} nos dard
informacoes sobre a convergéncia desejada.

A Tabela mostra os valores obtidos de v para alguns valores de n no cenario
1. Podemos observar que o decaimento de v para um é lento, embora a partir de
n = 15 parega ser razoavel supor que v é menor que 2. A Tabela mostra o
cenario 2, no qual os fatores de prognostico foram obtidos segundo uma distribuigao
normal multivariada com média zero, variancias marginais iguais a um e correlagao
igual a 0,8. Podemos notar que os resultados das duas tabelas sao semelhantes.

A Tabela 4.4 mostra os valores de v(n, A) obtidos sob cenério 3. O alto valor de
v para os valores iniciais de n se deve ao elevado niimero de fatores de prognostico.
Podemos notar que a convergéncia (estimada) para o valor um é mais lenta que a
convergéencia observada nos dois cendrios anteriores.

A Tabela mostra os valores de ©(n, A) para o cenario 4. Um dos fatores de
prognéstico envolvidos possui distribuicao Bernoulli. Por esse motivo, para n pe-
queno encontramos dificuldades para inverter as matrizes envolvidas. Conseguimos

bons resultados para valores de n partir de 20. Para n maior que 30, parece ser
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n | Aleatério Sistematico Moeda Viesada
10 2,381 2,422 2,326
15 1,530 1,512 1,493
20 1,313 1,283 1,317
40 1,123 1,122 1,122
60 1,055 1,057 1,054
100 1,045 1,043 1,044
200 1,019 1,020 1,021
500 1,007 1,008 1,008

Tabela 4.2: Valores de v para o cenério 1.

n | Aleatorio Sistematico Moeda Viesada
10 2,499 2,421 2,320
15 1,504 1,513 1,505
20 1,299 1,312 1,314
40 1,123 1,117 1,125
60 1,076 1,075 1,077
100 1,046 1,043 1,045
200 | 1,020 1,021 1,019
500 1,008 1,007 1,008

Tabela 4.3: Valores de v para o cenério 2.

n | Aleatdério Sistematico Moeda Viesada
10 | 4614,96 625,77 153772,84
15 2,92 3,05 3,15

20 1,87 1,89 1,88

40 1,28 1,27 1,27

60 1,16 1,17 1,17

100 1,09 1,09 1,09

Tabela 4.4: Valores de v para o cenario 3.

36



n | Aleatétio Sistematico Moeda Viesada
20 1.307 1.300 1.310
30 1.175 1.172 1.169
40 1.126 1.120 1.122
50 1.091 1.095 1.095
60 1.076 1.072 1.074
100 1.044 1.043 1.044

Tabela 4.5: Valores de v para o cenério 4.

razoavel supor que o E[v(n, A)] é menor que 1,2.

Avaliagao do desempenho dos desenhos aleatorio, sistematico e da moeda

viesada para uma populacao conhecida

Estamos interessados em avaliar o quao bem os desenhos aleatério, sistematico al-
ternado e da moeda viesada minimizam a variancia do estimador da diferenca entre
tratamentos. Ja sabemos que, com o aumento do tamanho da amostra, ambos os
desenhos terao esta variancia préxima de 4/n. Entretanto, conforme discutido na
Secao[4.3] podemos avaliar a eficiéncia destes desenhos em uma populagao conhecida.

Consideramos uma populagao de pacientes fixa, com seus respectivos fatores
de prognéstico representada pela matriz X. Esta populagao foi composta de 24
pacientes com um fator de prognostico, simulado a partir da distribuicao normal
padrao. Um ensaio clinico é realizado visando alocar estes pacientes em dois grupos,
sendo que o balanco entre os grupos de tratamentos é desejado. O software R foi
utilizado para fazer esta simulacao, e a semente utilizada foi 123.

Neste caso, um observador externo possui acesso a todas as informagoes destes
individuos e pode, antes de comecar o experimento, encontrar a alocacao 6tima de
cada um dos pacientes, como mostrado no Teorema {4.11} com a restricao de que
cada grupo tenha exatamente 12 pacientes. Esta alocacao sera nosso referencial.

Para avaliar os desenhos, propomos o seguinte algoritmo:
1. Calculemos a alocagao 6tima dos n pacientes. Denotemos este valor por f*.
2. Para cada iteracao:
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(a) Escolha ao acaso uma permutagao dos n pacientes.

(b) Faga a alocagao sequencial destes pacientes segundo os trés desenhos e
calcule o valor da fungao objetivo destas alocagoes. Faca f;(A) o valor

da funcao objetivo na i-ésima iteracao da alocagao utilizando o desenho

A.

(c) Guarde o valor f;(A)/f*

A Figura mostra os valores f;/f* para este estudo. As regides em cinza na
figura destacam os valores observados na simula¢ao que possuem um valor de f;/f*
superior ou igual a 0,9. A area destas regides correspondem a, respectivamente,
66%, 86% e 83% dos dados. Notemos que, mais uma vez, os desenhos que forcam o

balanco tendem a atingir resultados mais préximos do 6timo.
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Capitulo 5

Consideracoes Finais

Em ensaios clinicos, estamos interessados em determinar o efeito de certo tratamento
sob uma varidvel resposta. Sabemos que existem covaridveis (fatores de prognéstico)
que podem influenciar no resultado, e devemos leva-los em conta na analise, mesmo
que seja para constar posteriormente a sua baixa influéncia.

A questao principal tratada aqui estd em como alocar o pacientes nos gupos
caso/controle sabendo que existem tais fatores. Se o objetivo final do ensaio esta
em obter uma estimativa da diferenca entre os efeitos dos dois tratamentos, entao
sob o ponto de vista da inferéncia classica, devemos procurar por um desenho que
nos fornega estimativas nao viesadas e com menor variancia para estes efeitos.

Se um modelo linear for utilizado para analisar o efeito dos tratamentos, entao
podemos mostrar que o estimador para a diferenca entre tratamentos é nao viesado,
independente da escolha do desenho. Mostramos neste trabalho que a variancia
deste estimador é proporcional a

n

v(n, A)

1Mo
onde n; e ny sao o numero de pacientes em cada um dos grupos, n = ny; + ny €
v(n, A) é o efeito dos fatores de prognéstico em conjunto com a alocagao.
Do que foi exposto até o momento, a escolha do desenho deve ser feita de modo
a minimizar a variancia do estimador da diferenca entre tratamentos. Consideremos

entao as seguintes propriedades:
1. Os pacientes sao independentes entre si;
2. limy, 00 pr(i) = 775
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3. O desenho A nao depende de covariaveis.

Se um desenho possui estas propriedades, teremos que v(n, A) — 1 quando n — oo.
Deste modo, existe ng tal que para todo n > ng a variancia do estimador da diferenca
entre os tratamentos sera assintoticamente equivalente a n/nins e, deste modo, sua
minimizagao implica em fazer ny = no.

Portanto, desenhos que nao se utilizam de fatores de prognéstico e que sao cons-
truidos para forcar o balanco possuem a propriedade de depender cada vez menos
dos fatores de progndstico na variancia da diferencga entre os efeitos dos tratamentos
a medida que o tamanho da amostra cresce.

A decisao de escolher desenhos que possuem as propriedades enumeradas acima
nao implica que nao existem desenhos que produzem variancias menores utilizando
a informacao dos fatores de prognostico. Entretanto, neste trabalho mostramos que
é possivel encontrar a alocagao étima para qualquer matriz de fatores de prognéstico
fixada. Com isto, pode-se avaliar a eficdcia de qualquer desenho face a um banco
de dados especifico. Em nosso estudo de simulagao, mostramos que para um tnico
fator de prognéstico com distribuicao normal padrao, o desenho da moeda viesada
produz uma eficiéncia acima de 90% com uma probabilidade aproximada de 0,83.
Um resultado andlogo pode foi obtido com o desenho sisteméatico. Entretanto, o
desenho da moeda viesada possui a vantagem de minimizar o viés de selecao e
deveria ser preferivel ao desenho sisteméatico neste sentido.

Do que foi exposto até entao, parece razoavel utilizar desenhos mais simples,
que nao levam em consideracao os fatores de prognéstico. A praticidade de imple-
mentacao e seus bons resultados assintoticos ao lidar com fatores de prognésticos
fazem com que desenhos como o da moeda viesada sejam boas escolhas para alocar
sequencialmente os pacientes em ensaios clinicos.

Por ltimo, vale ressaltar que o problema de programacao inteira em cresce
polinomialmente. Alternativas considerando a relaxacao quadratica do problema

original estao sendo exploradas e serao abordadas em trabalhos futuros.

41



Parte 11

Consideracoes sobre o teste de
Vuong e seu desempenho contra o
teste de Cox para discriminar
modelos pertencentes a familias

separadas
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Capitulo 6

Introducao

6.1 Um breve histérico sobre testes de hipdteses
para discriminar modelos pertencentes a
familias separadas

Consideremos as familias de distribuigoes F = {f(yla) : a € A} e G = {g(y|p) : B €
B}. Estas familias serao ditas separadas se um membro arbitrario de uma destas
nao puder ser obtido como limite de um membro da outra. Por exemplo, a familia
de distribuicoes lognormais é separada da familia de distribui¢coes Weibull, pois estas
nao possuem nenhum membro em comum. Ja a familia de distribui¢oes gama nao é
separada da familia de distribuicoes exponenciais, pois esta tltima esta contida na
primeira.

A primeira discussao sobre testes para a selecao entre modelos pertencentes a
familias separadas foi apresentada em (Cox| (1961) e (Cox| (1962). O teste apresen-
tado nestes trabalhos consiste em estudar o comportamento assintotico da razao de
verossimilhancas de dois modelos sob a hipdtese de que um deles é verdadeiro.

Os trabalhos pioneiros de Cox deram origem aos estudos de testes de hipoteses
para discriminar entre modelos pertencentes a familias separadas. Andlises empiricas
do poder e nivel do teste de Cox para alguns modelos sao dadas em |Pereira (1976)).
Em Pesaran| (1982)) sdo discutidas aproximagoes assintéticas de Bahadur’s para es-
timar o poder do teste. Aplicacoes em modelos lineares, modelos nao-lineares mul-

tivariados e modelos de sobrevivéncia podem ser vistos em Pesaran| (1974), |Pereira
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(1976)) e [Pesaran and Deaton, (1978]).

A maior critica em relacao ao teste de Cox esta na dificuldade de se obter as
expressoes analiticas necessarias para a realizacao do teste. Uma alternativa com-
putacional para evitar o calculo das estatisticas do teste de Cox pode ser vista em
Wei-Yin (1985)), onde o autor sugere o uso do método bootstrap. Outro procedi-
mento baseado em simulagao é dado em |Lu et al. (2008)). Outros trabalhos seguiram
uma abordagem semelhante (M. H. Pesaran| (1993), Coulibaly and Brorsen| (1999)).
Um exemplo de aplicagao, utilizando essa abordagem computacional pode ser visto
em Dameus et al.| (2002).

Outros meios para selecionar modelos pertencentes a familias separadas surgi-
ram. Um estudo sobre o uso de fatores de Bayes para este fim pode ser visto em
Araujo and Pereiral (2007). Uma abordagem nao-paramétrica é dada em |Clarke
(2003), onde o autor utiliza cria um teste do sinal a partir da razao de verossimil-
hanca para cada observacao.

As condicoes de regularidade para o teste de Cox foram apresentadas, formal-
mente, em White (1982). Este trabalho serviu de base para que Vuong construisse
um teste assintdético para familias separadas (Vuong (1989)). Este teste possui um
artificio elegante, a criagao de uma hipdtese que diz que ambos os modelos sao
verossimeis para os dados. Sob esta hipdtese, a criacao de uma estatistica de teste
com distribuicao conhecida se torna mais simples e de facil implementacao em soft-
wares estatisticos. Algumas aplicacoes deste teste podem ser vistas em Hu et al.

(2010) e |Clarke and Signorino| (2010)).

6.2 Objetivos e organizacao

O desempenho do teste de Cox ja foi discutido em uma série de estudos de simu-
lagao, como |Pereiral (1978), Pereiral (1979) e |Roja et al| (2004)). Entretanto, em
nossa pesquisa bibliografica encontramos poucas comparagoes entre o desempenho
do teste de Cox e o de Vuong. Talvez isto tenha ocorrido pela natureza dos testes:
a hipotese nula do teste de Vuong, sob qual as decisoes sao tomadas, nao coincide
com nenhuma das duas hipoteses do teste de Cox. Além disso, se os dados forem

realemente proveninetes de um dos dois modelos, o teste de Vuong nao pode ser
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avaliado tradicionalmente (discutiremos este topico na Secao .

Neste trabalho mostramos o desempenho dos dois testes para algumas familias
de distribuigoes separadas. No Capitulo [7] apresentamos os dois testes. No Capitulo
apresentamos os nossos resultados. Primeiro, discutimos que o desempenho do
teste de Vuong pode ser variavel, apresentando alguns exemplos. Em seguida, ap-

resentamos um estudo de simulacao para comparar o desempenho dos dois testes.
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Capitulo 7

Os Testes de Cox e Vuong

7.1 A base dos testes de Cox e Vuong

Sejam f(.|a) e g(.|B) dois modelos pertencentes a familias separadas. Para uma
amostra Y = {Y,....Y,} de varidveis aleatérias independentes e identicamente

distribuidas, gostariamos de testar as seguintes hipoteses:
e H;: os dados sao provenientes do modelo f(.|a).
e H,: os dados sao provenientes do modelo g(.|3).

Naturalmente, pode ocorrer que nenhuma das duas hipdteses seja verdadeira.
Portanto, seja h o modelo gerador de Y. Neste caso, estamos interessados em saber
qual dos dois modelos se aproxima mais do modelo h. A adequicia do modelo f
pode ser medida apropriadamente pelo Critério de Informacao de Kullback-Leibler

(KLIC),

KLIC(f(.|a);h) =Eg {log f}(lg?jo)z)} = /log f}(LSTC)u)dH(y) (7.1)

E conhecido que KLIC (f;h) > 0, com a igualdade ocorendo somente quando
F(Y|a) = H(Y) em quase toda a parte no suporte de Y. Assim, um modelo f

com um valor de K LIC(f;h) préoximo de zero seria um candidato adequado para

representar o modelo gerador dos dados. Notemos ainda que

KLIC(f(Ja):h) = / log h(Y)dH(Y) — / log f(Y|)dH(Y).  (7.2)
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Deste modo, minimizar K LIC(f(.|a); h) sob «, implica em encontrar o tal que

Ep [log f(Ylao)] = sup Ry [log f(Y|a)]. (7.3)

O valor o é denominado parametro pseudo-verdadeiro. Toda a discussao acima
poderia ser feita para o modelo g(.|3), onde o menor valor para o critério de in-

formacao de Kullback-Leibler seria obtido por
KLIC(g(160):h) = En o8 h(Y)] ~ sup En [log g(¥|5)]. (7.4)
Assim, o modelo f sera preferivel ao modelo g se
KLIC(f(Y]ao); h) < KLIC(g(Y|Bo); h), (7.5)

o que é equivalente a

Y|«
Ea llog f(Ylow)] > Ex loga(Y|f0)] & B [log L8| >0 (7
9(Y|5o)
Portanto, as hipéteses Hy e H, podem ser avaliadas pela quantidade
f (Y!ao)}
Ey |log ———— . 7.7
o o i 0

Supondo inicialmente que o modelo h é conhecido, a estatistica natural para

discriminar entre os dois modelos competidores seria,

f(Y]ao) - n
log ST = ;log f(Yilao) — ;bg 9(Yi|Bo)- (7.8)

Entretanto, o modelo h é desconhecido, o que implica que nao conhecemos o valor
de g e fy. Contudo, sob certas condigoes de regularidade (Vuong (1989)), teremos
que os estimadores de maxima verossimilhanga (EMV) de « e 3, representados por
Qe B respectivamente, convergem em probabilidade para ag e §y. Assim, podemos

construir a seguinte estatistica de teste para a discriminacao entre os dois modelos:

0 f(Y|d): Y log f(Yi|&) — Y log g(Yi|3) = Y lo i) 7
5 ) 2 g f(Yia) 2 g9(Yil5) 2 s

Ambos os testes de Cox e Vuong utilizam a estatistica da Equacgao (|7.9)) em seus

testes, embora de modo diferente. Em ambos os casos, a distribuicao da estatistica

de teste ¢ dada pelo Teorema enunciado abaixo.
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Teorema 7.1. Sob certas condigoes de regularidade, se f(.|ag) # g(.|Bo), teremos
que

- n 0 1la) 0 JMlao) | {1 W2
ﬁ{n;ggmm EH{lgg(Yllﬁo)]}_)N(Q )

onde ag e By sao os limites em probabilidade de & e [ considerando o verdadeiro

modelo h(.) e

Demonstragao. Ver Vuong (1989). O

7.2 0O Teste de Cox

Seja Y = {Y1,...,Y,} uma amostra de varidveis aleatérias independentes e identi-
camente distribuidas. Sejam f(.|a) e g(.|8) dois modelos pertencentes a familias de
distribuicoes separadas. Sejam Hy e H, as hipdteses nula e alternativa, respectiva-
mente, onde H afirma que o modelo f(.|a) é verdadeiro e H, afirma que o modelo
g(.|8) é verdadeiro. Considere que apenas um dos dois modelos deve ser o verdadeiro
modelo gerador de Y. Comecgaremos a construcao do teste de Cox com a seguinte

estatistica para testar H:

R op JEilA) p f, f(Yife)
Tf((J)_;lgg(mB) Er [lgg(Yﬂﬁo)L:d’ (7.10)

onde (3 é o limite em probabilidade do estimador 3 sob a hip6tese H # (o tltimo termo
da expressao acima diz que primeiro devemos calcular o valor esperado e depois
substituir os parametros pelos seus respectivos estimadores de maxima verossimil-
hanga). Vamos mostrar que essa estatistica possui distribuigao assintética normal.
Como & é o EMV para « teremos que, sob certas condigoes de regularidade,

Ep {log %1 _ L Er {log %] , (7.11)
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quando n — oo, onde a convergéncia é da ordem de 1/n. Assim,

THO) 1 Y|a e T f(ila)

Vi ( R {lggmwo]a&)
16)
16

&) f(Yi|e) f(Yi]a)
A) —nEpg {log AL +nEp {log g@ﬂﬁo)})
g

)
[a) _ EF[IO (Y1]a)
18)
a)

NE
{% i g(Y; ;(Yﬂﬂo)} }
ak {10 ris] I s .

O primeiro termo entre chaves converge em distribuicao para uma distribuicao

aw

(
g(Y;
fYi

&v

normal, pelo Teorema (7.1, O segundo termo entre chaves converge para zero em
probabilidade sob H;. Portanto, pelo Teorema de Slutsky teremos que
T7(C)
NLD

Para podermos padronizar a estatistica T}‘(C) para obter a distribuicao normal

B N(0,w?). (7.13)

2

padrao, precisamos encontrar um estimador consistente para w”. Para tanto, con-

sideremos os seguintes lemas:

Lema 7.2. Seja Ly(a) =log f(Y|a). Seja U(a) = ZLs(a) = L'f(a). Entao

3. ZU(a) = —nl(a), onde I() € Informagdo de Fisher.

Lema 7.3. Seja E(Z) = BTW, onde Z é um vetor de varidveis aleatdrias indepen-

dentes e identicamente distribuidas. Entao,
1. O melhor preditor linear para Z serd Z = C(Z,W)[V(W)]"'W.
2. V(Z) = C(Z, W) [V(W)]~'C(Z, W)
3. V(Z —C(Z,W)[VW)]'W) =V(2) - V(Z).

Antes de encontrar um estimador para w?, encontraremos uma aproximacao para

a estatistica T} (C'). Consideremos a expansao de Ly(«) em Série de Taylor em torno

~

de &
Ly(a) =Ly(&) + (& — a)Ly(a) =~ Ly (). (7.14)
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Podemos aproximar Ep [L¢(a)]|,_, por um valor de « arbitrario em sua vizi-

nhanca como segue

R [Ly(a). (7.15)

Er [L(@)]ly—s = Br [Ly(0)] + (& — a) 5

Agora, notemos que

Bl = [ 5L IF(Y]a)log f(Y o)
= [ | r¥ie) +1og f(¥i0) (¥ v
:/ [aa log f(Y]a) +1ogf(Yy@)310g f(Y|a)} F(Y]a)dY
~ B log /(Yla) - o S(Y]e)| + B¢ [0(0)]
_E; [bg F(Y]a) - 1og f<Y|oz>} —cr (Lf<a>, %1oe f(Y!a>>
= Cr (Ls(), Ly(@)) (7.16)
e que
Li(a) = L) + (@ —a)L}(a) = d —a~ L) __Lia) (7.17)

L' (&) nJ(&)
Utilizando as Equacoes [7.14], [7.15], [7.16] e [7.17], teremos

L@
nJ(&)

O mesmo raciocinio pode ser aplicado para L, (/) = log g(Y|3), obtendo:

L5(@) = B [L4(a))l oy = Ls(a) — Ep [Ly(e)) + - 225C (L), (@) . (7.18)

Ly(Bo) =~ Ly(B) (7.19)
Er [L(80)] s = B [L(80)] + (6 — ) B [Ly (o)
L' («
~Er Ly () - LA TR L) (20)

Uma vez que

SeEr Ly(52)) = [ 5 logg(YI8.)S (Y)Y

da
= [ 1(¥la) 5 g(¥15) +l0gg(Y|62) - f (Y)Y
- [ [aotvisn + loggwma)%logfwra)} F¥la)Y

~ B [log (Y1655 log f(Yla)| = Cr (L(8a). Zyle)) (720
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teremos

heter (1o ).

(7.22)

Lg(B) = Er [Lg(Ba)laca = Le(Ba) — Er [Ly(Ba)] +

Teremos que a estatistica de teste T} (C) podera ser reescrita a partir das

Equagoes ((7.18) e (7.22)), conforme segue:

f(Xla) f(Y]a) }

Tj(C) =log gy e {gm\m

R O N A (RERNA) |
F(¥]o) ()
~1ox oty =B+ | i)

1 ’ _ ’ ’
+ ~Vi(Ly(@)"'Cr (Ls(@) = Ly(Ba). Ly(@) ) Ly(@)
pois J(&) ~ V(L/f(oz)). Agora, notando que o tltimo termo na expressao acima é
o melhor preditor linear para Ly(a) — L,(f5,), podemos utilizar o Lema para

mostrar que

VIT7(0)] = Vi flog T - (10 ST

0 9
9(Y1Ba) o(Y|6.) Do 8 f(Y!a>> 5 log F(Y]a)

(7.23)

O estimador para w? serd dado por V[T 7(C)], substituindo o parametro o por

&. Denotemos esta estatistica por w?. Assim, a estatistica para o teste de Cox serd
dada por

T(C) = —————. (7.24)

Se H; for verdadeira, entdo T7(C') terd distribui¢do normal padrao. Pode-se
mostrar que sob H, teremos que T7(C) terda média negativa (basta notar que a
ultima chave na Equacao serd negativa). Assim, fixado um nivel de significancia
(assintdtico) ~y, teremos que a regiao de rejeigao do teste de Cox serd dada por
R={Y :Ty(C) < 2,}.

Quando H, ¢ a hipdtese nula e Hy a alternativa, resultados andlogos sao obtidos
produzindo a estatistica 7,(C'). Uma abordagem alternativa para realizacao do teste
é calcular Ty (C) e T,(C), e decidir sobre a rejeigdo ou nao das hipéteses segundo os

possiveis pares de resultados (ver Pereiral (1998))).
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7.3 O Teste de Vuong

Seja h(.) o verdadeiro (e desconhecido) modelo gerador de Y e sejam f(.|a) e g(.|f)
os dois modelos competidores pertencentes a familias separadas. As hipdteses do

teste de Vuong sao:

[ f(Y1|050)_

Hy:Ey |log———+| =0, 7.25
o |18 g iy 729

implicando que f e g sao equivalentes, contra

e
Hy:Ey log L01190) | (7.26)

9(Y150) |

implicando que f é melhor que g, ou

H,:Ey {log M] <0, (7.27)

9(Y1[o)
implicando que f é pior que g.
As hipdteses do teste de Vuong sao baseadas no Critério de Informagao de
Kullback-Leibler. Notemos que, sob a hipdétese Hy, os modelos f e g possuem a
mesma aproximacao do modelo h, carregando portanto a mesma informacao.

A estatistica para o teste assintético de Vuong é

1 f(Y|a)
T(V) = ——1 Y 7.28
V)= " v )
onde 9 2
21y log JMilA) | [l - log 1 Xild) 7.29
S log s | " s o

A estatistica de teste é o valor observado da razao de verossimilhangas, com os
parametros substituidos por seus respectivos estimadores de maxima verossimilhan-
ca. O seguinte teorema nos da condicoes para a criacao de um teste direcional para

decidir entre as hipoteses.

Teorema 7.4. Sob certas condigcoes de reqularidade, quando n — oo,
1. Sob Hy: T(V) 25 N(0,1);
2. Sob Hy : T(V) L5 +oo;

3. Sob Hy: T(V) X% —o0.
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O Teorema ¢é a aplicacao direta do Teorema Sob Hj teremos que T(V') ~
N(0,1). Entretanto, como a estatistica de teste nao estd padronizada, teremos
que T(V) deverd divergir sob as outras duas hipéteses pois, para qualquer n finito

suficientemente grande,

E[T(V)] = VnEp {103; (Vil5o)

Como o valor esperado acima serd positivo se Hy for verdadeira e negativo se H
for verdadeira, temos que o sinal da estatistica de teste nos da evidéncias sobre um
dos modelos alternativos.

O teste é realizado sob a hipdtese Hy, uma vez que esta possui distribuicao
assintotica bem definida. O teste é executado do modo convencional, sendo a sua
regido critica de nivel v dada por R = {Y : |[T(V)| > 21_,/2}. Assim, se a estatistica
estiver dentro da regiao R¢, aceitamos Hj ao nivel v fixado, o que implica em dizer
que nao conseguimos discriminar entre os dois modelos com o conjunto de dados
disponivel. Se nao, se T(V) > 2z1_,/» aceitaremos a hipdtese Hy e se T(V) < 2,2

aceitaremos a hipdtese H,.
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Capitulo 8

Resultados

Neste capitulo apresentamos nossa discussao sobre o desempenho do teste de Vuong
quando um dos dois modelos alternativos é verdadeiro. Na Secao mostramos que
a opcao por analisar a estatistica do teste de Vuong sob Hy pode trazer vantagens
e desvantagens e ilustramos analiticamente esta particularidade em dois exemplos.
Na Secao mostramos um estudo de simulagao comparando os testes de Cox e

Vuong.

8.1 Notas sobre o teste de Vuong

No capitulo anterior vimos que o teste de Vuong possui mais facilidade computa-
cional que o teste de Cox, uma vez que apenas os estimadores de maxima verossim-
ilhanca s@o necessarios para a realizacao do teste, enquanto que o teste de Cox
demanda também os limites em probabilidade destes estimadores sob a hipotese
nula e o calculo da variancia. Tal facilidade é possivel gracas a inclusao de uma
hipétese adicional, sob a qual a estatistica é testada.

O fato de termos que decidir o teste de Vuong sob a hipdétese Hy pode gerar
complicagoes. Primeiro, nao saberemos o nivel do teste se um dos modelos competi-
dores for o verdadeiro modelo gerador dos dados. Por exemplo, assumindo que f é

o verdadeiro modelo, pela desigualdade de Gibbs teremos

f(x)
g9(z)

o que é impossivel, pois os modelos pertencem a familias de distribuicoes separadas.

Er {log } =0« F(x) = G(z) em quase toda parte, (8.1)

Assim, a hipotese Hy é inadmissivel e, portanto, nao podemos calcular o erro tipo I
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do teste. Além disso, nao temos uma distribuicao assintética sob Hy ou sob H, o
que impede o calculo do poder do teste.

Esperamos que um dos dois modelos propostos seja proximo o suficiente do mod-
elo gerador dos dados, o que nos leva a considerar a hipétese Hy apenas como um
artificio, esperando rejeita-la em favor do modelo verdadeiro. Contudo, o compri-
mento do intervalo da regiao de aceitacao de Hy pode ser grande, dificultando sua
rejeigdo. Para compreender este fato, lembremos que (Teorema

L og JYI&) VnEy <log M) B N(0,w?), (8.2)
NIRRT 9(Yi15o)
quando n — oo. Disto, a partir de certo ng, teremos que para todo n > ng,

Vg, (10 10110
T(V) E ( gg(YﬂB)>' (8.3)

Em geral, estimadores de maxima verossimilhanca convergem para seus valores

esperados na ordem de 1/n. Assim, teremos que

Vg (1, SO Y vie () f(Vilao)
V) g (l ggmm)) T (o) 6

Seja CV (f, g) o coeficiente de variagao de log f(Yi|ag) — log g(Y1|Bp). Teremos

que
T(V) ~ _vn (8.5)
A relagao acima traz duas informacoes:

1. Como a convergéncia do coeficiente de variagdo amostral para CV(f, g) é em
geral rapida, o teste de Vuong consegue identificar a diregao da hipotese a ser

aceita com tamanhos de amostra razoavelmente pequenos.

2. O valor absoluto de CV(f, g) possui papel fundamental na rejeicao de Hy: se
o valor de C'V (f, g) for muito elevado, entao o teste precisard de uma amostra

maior para poder rejeitar Hy; em caso contrario, ele rejeitarda Hy rapidamente.

Em resumo, um tamanho de amotra com o qual os estimadores de maxima
verossimilhancga se aproximam de seus valores esperados deveria ser razoavel para

que o teste de Vuong rejeitasse o modelo menos favorecido. Entretanto, a rejeicao

95



de Hy em favor do modelo mais verossimil dependera, além do tamanho da amostra,
do valor de CV/(f,g).

Nas subsegoes seguintes analisaremos dois casos nos quais C'V(f, g) influencia
muito na escolha do modelo mais verossimil. Nestes casos, teremos que um dos dois

modelos é verdadeiro, logo a hipotese Hy nao é admissivel.

8.1.1 O Caso Lognormal versus Exponencial

Sejam f(.|a) e g(.|5) as densidades dos modelos lognormal e exponencial, dadas por

fyla) = y\/%af” ay > 0. (8.6)
o) =3¢ B0 8.7)

Considere as hipéteses Hy e H,y como sendo verdadeiros os modelos f e g respec-
tivamente. Sem perda de generalidade, assuma que f(.|a) é o verdadeiro modelo

gerador dos dados. Disto, teremos que

f(Yla)} 1
Ep |log —==| = = (—log(2mas) + as + 1 8.8
p flog L] = 5 (Ctontznan) + aa 1) (88)
1

(A}2 =% — 20[2 — 5 (89)

Conforme discutido, teremos que
3 (= log(2mas) +as +1) NG
ed2 — 2@2 _ 1 g

2

O grafico de 1/CV(f, g) para o intervalo (0,5) é dado na Figura . Podemos
notar que, neste intervalo, esta decresce até certo ponto e depois comeca a crescer
lentamente. Valores de as proximos do minimo local da fungao precisarao de um
tamanho de amostra maior para rejeitar Hy em favor do verdadeiro modelo do que os
demais valores do intervalo. Notemos ainda que para valores de as muito pequenos,
o teste devera detectar a verdadeira hipétese mesmo com tamanhos de amostra

pequenos.
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1/cv(t,g)
15 2.0 25

1.0

0.5
|
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Figura 8.1: Gréfico de 1/CV/(f, g) para o teste H; : lognormal versus H, : exponen-

cial, quando a Hy é verdadeira.

Para ilustrar o que foi dito no paragrafo anterior, simulamos 1000 amostras
de tamanhos n = 10,20,...,300 da distribuicdo lognormal(0, ap) com g =
0,1;0,5;1;2;4. Para cada amostra realizamos o teste de Vuong e registramos o
resultado. Para cada tamanho de amostra, registramos a proporcao de aceitacao Hy
(a proporcao de aceitacao de H, foi baixa em todas as simulacoes). Estes resulta-
dos estao apresentados na Figura 8.2l Podemos verificar como a regiao do espago
paramétrico estd interferindo na proporc¢ao de aceitacao conforme o comportamento
de CV (f,q).

Agora, considere que ¢(.|3) é o verdadeiro modelo gerador dos dados. Entao,

a [log M] = —0,09057302 (8.11)
9(Y|B)

w? = 0,283408 (8.12)
Para este caso, teremos que

NG
TV)~ ————. 8.13
) 5, 877697 ( )
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Figura 8.2: Proporcao de aceitacao de H; para as hipdteses Hy: lognormal e H,:

exponencial. H; ¢ o verdadeiro modelo.

Portanto, se a hipdtese H, for verdadeira, teremos que C'V(f, g) convergira para
uma constante. O valor de [ serd irrelevante e o teste precisara de um tamanho de
amostra elevado para rejeitar Hy em favor de Hy. A Figura[8.3mostra a proporgao de
aceitacao, por tamanho de amostra, das hipéteses Hy, Hy e H, para o teste de Vuong
em um estudo de simulagoes no qual 1000 amostras de tamanhos n = 10, 20, ..., 300
foram retiradas da distribuicao exponencial com taxa 3. Note que, como o esperado,

a proporcao de aceitacao de Hj é alta mesmo para valores como n = 200.

8.1.2 O Caso Lognormal versus Weibull

Sejam f(.|a) e g(.|8) as densidades das distribuigdes lognormal e Weibull, dadas por

1 _ (log y—ay)?
flyla) = i e R, ap>0 (8.14)
V 2
B2 y \ B2
9(y|B) = % (%) )7 im0, g0 (8.15)

Sejam Hy e H, as hipdteses de que os dados foram gerados pela distribuicao
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Figura 8.3: Simulacoes do teste de Vuong para as hipdteses Hy : lognormal e H,:
exponencial, onde H, ¢é verdadeira. A proporcao de aceitagao de Hy, Hy e H, sao,

respectivamente, pg, Pr € Pg-

lognormal e Weibull, respectivamente, e consideremos H; verdadeira. Entao

Er [log M] =0,08106147 (8.16)
9(Y|[B)

w? =1,218282 (8.17)

CV(f,g) = 13,61631. (8.18)

Notemos que o valor esperado da razao de verossimilhangas é constante (Equacao
. Além disso, o alto valor de CV (f, g) indica que serd necessario um tamanho
de amostra elevado para rejeitarmos H, em favor de H;. A Figura , mostra a
proporcao de aceitacao das hipdteses Hy, H; e H, para alguns tamanhos de amostra.
Para cada tamanho de amostra 1000 testes foram realizados, nos quais as observagoes

foram amostradas da dsitribuicao lognormal(0, 1).
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Figura 8.4: Resultados de simulacao do teste de Vuong para as hipdteses Hy :
Lognormal e H,: Weibull, onde H; é verdadeira. A proporcao de aceitagao de Hy,

H; e H, foram, respectivamente, pg, pr € pg.

Agora, consideremos que g(.|3) é o verdadeiro modelo gerador dos dados. Entao,

via

Eq [log M] = —0,09057302 (8.19)
9(Y|[p)

w? = 0,283408 (8.20)

CV(f,g) = —5,877697 (8.21)

Notemos que estes resultados sao os mesmo obtidos do teste H; versus H,, onde
f ¢ o modelo lognormal, g o modelo exponencial e H ¢ o verdadeiro modelo. Assim,
teremos conclusoes andlogas aquelas ja discutidas.

O teste de Vuong ¢é desfavoravel para esses conjuntos de hipdteses: independente
do modelo adequado e do valor dos verdadeiros parametros, o teste precisara de um

tamanho de amostra grande para rejeitar Hy em favor do verdadeiro modelo.
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8.2 Um cenario para simular comparacoes entre
os testes

Uma vez que identificamos algumas caracteristicas no teste de Vuong que podem
interferir na escolha do modelo mais verossimil, se torna interessante mostrar esse
efeito em um estudo de simulacao, ao mesmo tempo em que comparamos o seu de-
sempenho contra o teste de Cox para os mesmos modelos competidores. Entretanto,
para compararmos estes testes, devemos levar em consideracao alguns fatores.

Consideremos que estamos interessados em um dos modelos f(.|a) ou g(.|3),
sendo que necessariamente um deles é o verdadeiro modelo gerador dos dados. Como
o teste de Vuong independe de qual é o verdadeiro modelo, ambos os testes podem
ser utilizados para essa situacao. Entretanto, sabemos que nesta situagao a hipotese
Hy, do teste de Vuong, ¢ inadmissivel.

Testaremos os seguintes grupos de hipdteses:

H;: Y|a ~ Lognormal(0, as)

H,: Y|B ~ Exponencial(/)

H;: Y|a ~ Lognormal(ay, as)
Hg : Y|ﬁ ~ Weibull(ﬁl, ﬁg)

onde as densidades destas distribuicoes sao as mesmas mostradas na Secao [8.1]
Ambos os teste terao nivel 0,05.

Em relacao ao teste de Cox optamos por utilizar o teste de significancia que
consiste em calcular T¢(C')(ou T,(C)), verificar se a estatistica de teste estd ou nao
na regiao de rejeicao e decidir por rejeitar ou nao Hy(H,). Lembremos que o teste
de Cox é um teste unilateral. As estatisticas para o teste de Cox, considerando as

hipdteses acima, sdo dadas na Tabela [8.1]
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Existem algumas dificuldades para avaliar o teste de Vuong via simulacao.
Primeiramente, nao podemos realizar simulagoes sob Hj, o que impede, por exem-
plo, a estimacgao do nivel do teste. Por isso utilizamos uma abordagem alternativa.
Como queremos rejeitar Hy na direcao de uma das hipdteses, optamos por realizar
o teste sob as hipdteses Hy e H,. Por exemplo, para a hipétese Hy, podemo utilizar
a regiao critica R = {Y : T(V) < z1_q/2} (0 que inclui a regido de aceitagao de H,
e H,). Podemos proceder de forma andloga com H,, definindo a regido de rejeicao
R={Y :T(V) > z4/2}. O nivel do teste para qualquer tamanho de amostra finito
poderd ser estimado via simulacao a partir da proporcao de vezes que o teste re-
jeitou H¢(ou H,) quando o modelo Hy (ou H,) for utilizado para gerar os dados. De
modo anélogo, o poder do teste de Vuong foi estimado via simulagao como sendo a
proporgao das vezes que Hy(ou H,) foi rejeitada dado que H,(ou Hy) é verdadeira.

Vale relembrar que o teste de Vuong pode precisar de um grande tamanho de
amostra para rejeitar Hy, o que fard com que ele tenha mais poder que o teste de

Cox. Pelo menos motivo, o teste de Vuong podera apresentar um nivel superior ao

fixado.

Hipdteses Estatisticas Variancias
Hy:Y|a ~ LN(o, a2) nlog(B/fa) n(e® —1— o)
H,:Y|8 ~ Exp(p) n(éy — dug 4 0.51og(Ga/das)) 0.2834n

Hy:Y|a ~ LN(ag, o) n(Bz log Bl — Bza log Bm — log Bz 0.2183n
+10g BQa — &1(32 - B2a))
Hy:Y|B~Wei(By,5) | n(Ba(dy — dag) + 0.5log(da/dng)) | V, = 0.2834n

Tabela 8.1: Estatisticas para o teste de Cox. LN: distribuicao lognormal; Exp:

distribuicao exponencial; Wei: distribuicao Weibull.
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8.3 Simulacoes

Para cada conjunto de hipdteses, simulamos 1.000 amostras de tamanho n =
10,20, ...,300, sob Hy e sob H,. Para cada amostra realizamos os dois testes,
ao nivel de 5% de significancia. Os parametros utilizados em cada simulacao estao
dados na Tabela O célculo dos estimadores de maxima verossimilhanga foram

realizados via funcao fitdistr, do pacote MASS do software R, versao 2.11.

Parametros utilizados
Lognormal(0,0.2)(0,1)(0,1.5)(0,2)
Exponencial(0.2)(1)(1.5)(2)
Weibull(1,0.2)(2,1)(2,1.5)(2,2)

Tabela 8.2: Distribuigoes utilizadas na geracao das amostras

A Figura mostra o poder e o nivel estimados dos dois testes para a hipétese H :
lognormal versus H, : exponencial. Na Figura 8.5(a) podemos notar que o teste de Vuong
atinge o nivel de 5% mesmo para pequenas amostras quando o valor do parametro é
as = 0,5. O mesmo nao acontece para os outros valores de ao. O teste de Cox manteve
em média o nivel de 5%. Na Figura[8.5[o poder do teste de Vuong se mostrou mais elevado
que o de Cox para pequenas amostras, sendo que o poder dos dois teste se tornaram
aproximadamente equivalentes para tamanhos de amostra acima de n = 100.

As Figuras|8.6|e[8.7 mostram o nivel e poder estimados para os outros testes da Tabela
Ambas mostram caracteristicas comuns: o teste de Cox atinge o nivel de 5% mais
rapido que o de Vuong, mas possui o poder mais baixo, conforme o esperado, devido a

alta proporcao de aceitacao de Hy para o teste de Vuong nestes casos.
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Capitulo 9

Consideracoes Finais

Embora os testes gerais de selecdo de modelos sejam assintéticos, é desejavel que eles
sejam validos para tamanhos de amostras que possam ser obtidos na pratica. Levando em
consideracao esta necessidade, mostramos neste trabalho que o teste de Vuong nao possui
um tamanho de amostra universal recomendado.

Tlustramos estas situagoes com dois exemplos. Em uma das situagoes, vimos que o
teste de Vuong dependia do valor do parametro do verdadeiro modelo e, dependendo
deste valor, o tamanho de amostra necessario poderia ser pequeno. Na outra situagao
vimos que independente do valor do parametro do verdadeiro modelo, o teste de Vuong
precisaria de um tamanho de amostra elevado para aceitar o verdadeiro modelo.

A diferenca fundamental na avaliacao dos dois testes é a distribuicao da estatistica de
teste. A estatistica do teste de Cox possui distribuigdo sob a hipétese verdadeira, sendo
esta aproximadamente normal. Ja o teste de Vuong possui estatistica de teste da por

L Vn
V)~ CV(f.g) (9.1)

logo, precisamos de um valor de CV'(f,g) pequeno, ou um valor de n grande, para sair
da regiao de aceitagao da hipotese Hy. Isto pode se agravar no caso em que um dos dois
modelos é verdadeiro, pois neste caso Hyp nao pode ocorrer. Temos que T'(V') ndo possui
distribuigao assintética, embora esta se aproxime da distribuicao normal para n finito,
com média /nE(T(V)). Assim, sugerimos que o teste de Vuong seja utilizado somente

apds um estudo sobre o valor de C'V(f, g) sob ambas as hipdteses.
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Apeéendice A

Demonstracoes

A.1 Lognormal

Considere Y ~Lognormal(6, 63), com densidade dada por

S N SO I
F010) = o exp { -5 logy 00}

O logaritmo da funcao de verossimilhanga é dado por

1 1
1(0) = ) log(2mfa) — logy — 2792(10%.@ - 91)2

Lema A.l1. Se Y ~Lognormal(61,02), entio logY ~ N(01,0). Disto, teremos que
(logY —61)%/62 ~ xi.

Lema A.2 (Momentos da Lognormal). Para qualquer k > 0, temos

2
E(Y") = i+ 52 (A1)
Do Lema temos que
E(Y) = 1+ 7 (A.2)
E(Y?) = 2011202 (A.3)
V(Y) = 2202 _ 201462 (A.4)
Do Lema[A.]] temos que
E(logY) = 6, (A.5)
V(logY) = 6 (A.6)
BVRY
E ((10gY91)> -1 (A7)
62
VRY’
V<(10gY 61) > _ (A.8)
02
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As derivadas parciais de [(6) sao

0 1

87911(9) = 9*2(10%3/ —01)

0 1 1

— 1) = —— + —(logy — 61)°.

Consideremos outro modelo H, que nao seja a distribui¢ao lognormal. Entao,

E i1(9) =0=0;x=Eg(logY)
00,

E il(@) :0:>92*:EH<10gY—91*)2
005

Também teremos que

% k-1 108y l-(logy—61)2 ue't
EYkloY:/k16292gy1d:/ e 202
( & ) 0 Y \/27‘(‘92 Y R\/27T92
:ek91+k2922/ U 6—%(u—91—k92)2du
R V2mHs

— (01 + kOp)FO R F =12,

F o) = [ 1 (osy —01)% bqtogy-61)?
E (V*(logY 91)>_/0 porlosy B o "

_ / etu—01)? -0,
R vV 271'92

2
20 u—0 ol (B —1f)2
—ek91+k 22/(1)6 292(“ 61 —kbt2) du
R

v/ 2mls

0
= 0y(1 + k20,)ePH°F k=12,

o8} _ 2
E (logY(logY _ 91)2) :/ logy(logy 91) 6_%(10gy_01)2dy

0 yv/ 2104

_/ u(u —61)° w02,
R V27l

=010,
e disso,
(C(Yk, logY) = (61 + k92>6k91+k2972 _ 916k91+k2972

299
= kPN T E g =1,2,...,

C(YF, (log Y — 61)2) = Oy(1 + K205) "0 +K" 5 _ gyehtr+h? 3

202
= K202 R E=1.2,...,

C(logY, (logY —61)%) =0
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(A.9)

(A.10)

(A.11)

(A.12)

(A.13)

(A.14)

(A.15)
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Por tltimo, teremos que

E(l(e)) = —1 10g(27‘(’92) — E(logY) — LE(IOgY o 01)2 _ _} 10g(2ﬂ'92) gy — 1
2 205 2 5
(A.17)
e que
— 0)2 Y
V(l(8)) =V(ogY) + EV (og¥” — 1) +2C (logY, (og¥ — 61)°
4 0 20,
=02+ (A.18)

2

A.2 Exponencial

Considere Y ~Exponencial(f), com densidade dada por

Flwlo) = ge b

O logaritmo da funcao de verossimilhanca serd dado por

1(0) = log f(y|#) = —log O — %,

e a derivada do logaritmo da verossimilhanca serd

d 1y
w0 =5+

Lema A.3. Os momentos da exponencial sao dados por
E(Y*) = 0" (k + 1).

Do Lema teremos E(Y) = 0 e V(Y) = #2. Agora, seja H um modelo qualquer que

satisfaga as condigoes de regularidade. Entao, teremos que

By <501(9)> = 0= 0x = E(Y) (A.19)

Antes de encontrar as outras esperangas necessarias, consideremos a seguinte definigao.

Definicao A.4. Paran=1,2,... ex >0,

o™ (z) = d—F(x) = /ootr_l(log t)"e tdt.
d$n 0
67
0 (@) 1= L0 ()
dx ’
onde



Da Defini¢ao [A.4] teremos

d

#(z) = —T(@) = T(2)9O(x)

o (@) = D(@) [ (@) +p O]
0 () = pO(2)9? (@) + D) (20 @D (@) + v (@)

o (@) = 9V (@)D () + ¥ ()6 (2) + $O @)D (x) (20 ()0 D () + ()
+ () (200 (@) + 200 (2)9 2 (@) + ()
A Tabela mostra alguns valores da funcao ¢ que serao utilizados. A partir da
Definicao teremos que

E(logY) = /0 logye,%dy = /0 log(uf)e "“du = log 8 + ¢1) (1), (A.20)

[os] 2 o'}
E(logY)? :/ (logey) e_gdy:/ (log(uf))?e “du
0 0

= ¢(2)(1) + (log #)? + 2(]5(1)(1) log 6, (A.21)
V(logY) = ¢ (1) — [¢M(1)]? (A.22)
(A.23)
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e que
'Y‘ 2
E(logY —k)>=E [(log0 +logf — k) ]

2
=E <log 19/> + (log 6 — k) +2(log 6 — k)E <log }0/>

= P (1) + (log 6 — k)% + 2(log 6 — k)M (1) (A.24)

4 4 3
E(logY —k)'=E [<log§ + log 0 — k:) ] =E (log }9/> +4(logh — k)E <log 10/)
(A.25)
2 2% 3 Y 4
+ 6(logf — k)°E | log ] +4(log 6 — k)°E | log 7 + (log 0 — k)

= o™ (1) + 4(log 6 — k)¢ (1) + 6(log 6 — k)*6)(1)
+ 4(log 6 — k)M (1) + (log 6 — k)* (A.26)

V [(log Y = k)?] = 6V(1) = [6® (D] + 4(10g 0 — k) [P (1) — (6V(1))?]

+4(log = k) [62)(1) — 1V (1) 2(1)| (A.27)

*yl
E(Y logY) :/ YOBY o~%ay
0
= 0/ ulog(ub)e “du = 0log 6 + 9/ u(logu)e “du
0 0

= 0log b + 0o (2) (A.28)

o] _ 2 v o]
E(Y(logY — k)?) = / y(l()ggék)e_edy = 0/ u(log(uf) — k)%e“du
0 0

0 [/OOO (u(logu)? + 2(log  — k) logu + (log 6 — k)?) e_“du}

0 (¢><2>(2) + 20 (2)(log § — &) + (log 6 — k)z) (A.29)
E [logY (logY — k)*] =E {log %(logY - k:)Q} + log OE(log Y — k)*

= ¢ (1) + (log — k)*¢V (1) + 2(log 6 — k)o'*) (1)
+logOE(log Y — k)2 (A.30)
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Assim, teremos

C(Y,logY) =0 (¢<1>(2) - ¢<1>(1)) =0 (A.31)

62(2) + 20 (2)(log  — k) + (log 0 — k)?)

— 9 (6P (1) + (logh — k)? + 2(log § — k)¢<l>(1)) (A.32)
=0 (62(2) - 6P (1)) + 2001080 — k) (#(2) — 9 (1))
-y (¢<2>(2> . ¢<2>(1)) +20(log 0 — k) (A.33)

C (logY, (log Y — k)?) = ¢ (1) + 2(log 6 — k)¢ (1)

+¢W(1) [(log 6 — k)* —E(log Y — k)?] (A.34)
Por 1dltimo, teremos
E(1(0)) = —logf — 1 (A.35)
€
V(i) =1 (A.36)
r=1 T =2
oM (x) | -0,5772157 | 0,4227843
¢ (z) | 1,978112 | 0,8236807
d®(x) | -5,444874 | 0,4894615
oW (x) | 23,56147 | 1,781976

Tabela A.1: Alguns valores para a funcao ¢*)(x).

A.3 Weibull

Seja Y uma v.a. com distribuicao Weibull, com denisdade

0o v \%2
f(yl6:,02) = 9; <y> ()",

01

O logaritmo da verossimilhanca é
y\”
1(0) =log 3 — logy + 62 (logy — log 61) — <9) 7
1
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e suas derivadas parciais sao

8 o 02 92 92
801 lf(e) - 01 + 6?2—’—1 Yy
0 1 y%2
8—02lf(9) = o + logy — log 6, — e (logy — log 0y)

1

Dado outro modelo H, o pseudo-verdadeiro valor de 6 serda dado pela solugao das seguintes
equagoes:
1
o = (EH(Y)95> g (A.37)

1 1 . Eg(Y%logY) —log0iE(Y?:)
— +Eg(logY) — — logEy (V%) — o1

=0 (A.38)
Proposicao A.5. Se Y ~ Weibull(0y,02), entdo

E[t(Y)] = Eu[t(6,U"/*)),
onde U ~ Exp(1).

Assim, poderemos utilizar os resultados obtidos para a distribuicdo exponencial. Ter-

E(Y*®) = 0FEy[U*/%2] = oFT <1 + ei) (A.39)
V(Y?2) = 62921 (3) — 62727 (2)2 = 92 (A.40)
(1)
E(logY) = Ey[log(0,U%)] = log 6, + 912EU(10g U)=logb + (b102(1) (A.41)
E[(logY)?] = (log 6;)? + %EU[(log U)? + 02210g 01 Ey(logU)
= (log 1) + ¢(23)2(1) + 93¢<1> (1) log 6, (A.42)
2 2
_ 1 _ ()
VilogY) = g (6¥(1) ~ WP ) = = (A.43)
E[(logY — k)*] = Ey[(log(61U"/%) — k)?]
= %EU [(log U + 6>(log 61 — k))?] (A.44)
2
E[(logY — k)'] = Ey[(log(61U"/%) — k)*]
= G%EU [(log U + 60>(log 61 — k))*] (A.45)
2
V[(logY — k)% = %VU [(log U + 0(log 61 — k)] (A.46)
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E[Y%logY] = 6%2Ey[U(log 6, + 61210g U)] = 6% <log 01 + 912¢<1>(2)> (A.47)

02
E[Y%(logY — k)?] = QQEEU[U(Iog U + 05(log 61 — k))?] (A.48)
2

E [logY (logY — k)2] =Ey [log(ﬂlUlﬂb) (log(91U1/92) - k‘) 2]

log 6
_ ?2 LKy [(log U + 65 (log 0 — k:))ﬂ
2
1
+ 2Eu [mg U (log U + 02 (log 61 — k))ﬂ (A.49)
2

Covariancias:

C(Y?%,logY) = 6% <log 0, + 91¢<1>(2)> — 9% <log 0y + 91¢<1>(1))
2 2

992 092
— 9712 <¢(1>(2) _ ¢(1>(1)> _ 9712 (A.50)
02
C(Y", (logY — k)?) = HQIQEU (U = 1)(log U + 0(log 1 — k))?] (A.51)
2

1
C(logY, (log V" — k)*) = 25 Eu
2

<log U — ‘ﬁ;”) (log U + (log 0, — k:))2] (A.52)

Assim, das equacoes e teremos

E[1(0)] = log 05 — log 01 + ¢V (1) — —1 (A.53)

e das equacoes [A.40], [A.43] e [A.50] teremos

V[I(0)] = (62 — 1)*V(logY) + ‘92192V(Y92) o1
1

0%
1
PR U B N P C e L
0% 9%92 0?2 92
1\? 2
=(1——) WD) -1+ = (A.54)
05 05

A.4 O Teste Lognormal versus Exponencial

Consideremos a hipdtese nula como sendo a distribuigao lognormal, versus a alternativa

exponencial. Sob a hipdtese nula, pela equagao e pelo Lema 7?7 teremos que

Bx =Ep(Y) = et 7,
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Assim, pelas equacoes AT e teremos

Ef(l(a) = 1(B*)) = —% log(2ma) —Ef(logY’) — ;mEf(logY — a1)? + log §*

1
+ EEf(Y)

_ % (= log(2ma2) + as + 1) (A.55)

Pela equacao temos que

1
Vy(ly(e) = an + 3.
Pela equagao [A4] temos que
* 1 a2
Vi(ly(87)) = 572 fY)=e* -1

Pelas equagoes e teremos

_ 2
Crlp(a),14(87)) =Cs (logY + log ¥V = an)” Y*> = C; (10gY7 ;*)

2000 B
(logY — a1)? Y
+E ( 20 ek
3
=20, (A.56)

logo,

Vilg(e) = 1g(8%)) = Vills(@)) + Vi (ly(67)) = 2C(Us(a), g (57))

:ea2—2a2—§

Assim, teremos que o coeficiente de variacao de lf(a) — l4(5*) serd

\/ex2 —2042—%
CV(f,g9) =2

ag + 1 —log(2mas)

Agora, consideremos que hipdtese nula é a de distribuicao exponencial, versus a alter-

nativa lognormal. Usando as equacoes [A.9] [A.10], [A.20] e [A.24], teremos

Bt =E(logY) = log a + ¢V (1) (A.57)
By =E; [(log Y — ;)% = 9@ (1) — (M (1)) = 1, 644934 (A.58)

Assim,
E;(l5(a) — 1,(8")) = % log(2783) + V(1) — % —0,00057302  (A.59)
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As variancias do logaritmo das verossimilhancas serao
1
Villy(a)) = 5V (Y) =1, (A.60)

Vi(14(8%) = Vy(log V) + wgkzvf [(logY — B7)?] + lg(Cf(logY, (logY — B1)?)  (A.61)

= 55+ o [900) — OO + 460125 — 4901) (690) - 60 16O (1)) |
B;
t 2 (69 + (6D (1) - 200 (LFO(1) - 90 (1)55)
5
= 1,283408 (A.62)

Pelas equagoes e teremos

Cylly(a) 1y (8%) = C; <10gy i

=Cy (log Y, Y>
«

(logY — B})? Y
253 ’a>

283% e’
_ L@y 6@01) — 260 (1)) —
L+ 5 (692) - 6P (1) ~260(1)) = 1. (A.63)
Logo,
Vi(I(), 1(8")) = 0, 283408 (A.64)

Assim, teremos que o coeficiente de variagao para lf(a) — l4(8*) serd

/0, 283408
CV(f,9) = V208 5, 877697 (A.65)

~0,09057302

A.5 O Teste Lognormal versus Weibull

Consideremos Hy como sendo a distribuicao lognormal e H,; como sendo a Weibull. Sob

Hpy, teremos

B3

Bi = [Bp(YP)]/FE = et (A.66)

By = \/QTQ (A.67)

E(I(c) — 1,(8%)) = —% log(2ra) — %;Ef [(log Y — a1)?]

B2
—log B3 — B2Es(logY) + B2 log 1 + Ey (;)

az 33
2

1
= —5 log(2m) + 1= 0,08106147 (A.69)

1 1
=3 log(2ras) + 5 log 85 + (A.68)
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1 VG
Vily(@) = 14(B%)) = Vg <—2a2(10gY —a1)’ = B3 log¥ + W)
1

B3

B3 2 1
+22C; (logY, (logY —ay)?) — ——
- 7 (log, (log 1)?) B
203 .
— _Cy (logY, Y™
(87)% i )

_ B3Pos _ S - 202852 = e — 5 = 1,218282

Portanto, o coeficiente de variagao de lf(a) — l4(8*) serd

Vv1,218282

= ———— =13.61631
0,08106147

CV(f,9)

7 Cy ((logY - al)Z,Y'B5>

(A.70)

(A.71)

Agora, consideremos H; como tendo distribuicao Weibull e H, tendo distribuicao

lognormal. Sob Hy, aplicando as equagoes e nas equacoes dos pseudo-veradeiro

valores para a lognormal (equagoes e|A.10)), teremos

(1)

B1 =logaq +
(6%)

55 = By [(logl — o) (1))?]
a3

(1)
- 2z [ - 0] =

Utilizando as equacoes [A.53], [A.44] e [A 41| teremos

E(ly(e) = 1g(8)) = Ef(lf(a)) — E(l4(57))
=logag — logag + qﬁ(l)(l) <1 — a12> -1

1
265

1
+Ey 5 log(2m35) +logY + (logY — BT)Q}

1 1
— M) + 5 log(2m) + 5 log » (1) = 0,09057302.
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