GRAFOS QUE MODELAM REDES CONFIAVEIS

Leandro da Silva Teixeira

DISSERTACAO SUBMETIDA AO CORPO DOCENTE DA COORDENACAO
DOS PROGRAMAS DE POS-GRADUACAO DE ENGENHARIA DA
UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO DE JANEIRO COMO PARTE DOS
REQUISITOS NECESSARIOS PARA A OBTENCAO DO GRAU DE MESTRE EM
CIENCIAS EM ENGENHARIA DE PRODUCAO.

Aprovada por:

Profa. Nair Maria Maia de Abreu, D.Sc.

Prof. Leonardo Silva de Lima, D. Sc.

Profa. Maria Cristina Rangel, D. Sc.

Prof. Virgilio José Martins Ferreira Filho, D. Sc.

RIO DE JANEIRO, RJ - BRASIL
MARCO DE 2008



TEIXEIRA, LEANDRO DA SILVA

Grafos que Modelam Redes Confiaveis
[Rio de Janeiro] 2008

XII, 96 p. 29,7 cm (COPPE/UFRJ, M.Sc.,
Engenharia de Produgdo, 2008)

Dissertacao - Universidade Federal do Rio de
Janeiro, COPPE
1. Grafos
2. Probabilidade
3. Confiabilidade

I. COPPE/UFRJ II. Titulo ( série )

il



Aos meus queridos filhos Artur e Camila

il



Agradecimentos

A minha amada esposa, por todo o seu companheirismo, carinho e

compreensdo em todos os momentos da construgdo deste trabalho.
Aos meus orientadores, professores Nair Maria Maia de Abreu e Leonardo
Silva de Lima, agradego a cordialidade, paciéncia e atengdo que sempre me

dispensaram.

A professora Laura Silvia Bahiense da Silva Leite pelo apoio em um momento

decisivo desta dissertagao.

A memoria de meu pai ¢ a minha mae que com seus exemplos me ensinaram a

vencer desafios que muitas vezes pareciam intransponiveis.

Finalmente, quero agradecer a Marinha do Brasil pela oportunidade de realizar

este curso.

v



Resumo da Dissertacdo apresentada a COPPE/UFRJ como parte dos requisitos

necessarios para a obtencao do grau de Mestre em Ciéncias (M.Sc.)

GRAFOS QUE MODELAM REDES CONFIAVEIS

Leandro da Silva Teixeira

Margo/2008

Orientadores: Nair Maria Maia de Abreu

Leonardo Silva de Lima

Programa: Engenharia de Produgao

Um grafo ndo-orientado, no qual os vértices sdo perfeitamente confidveis e as
arestas tém a elas associadas as mesmas probabilidades de falha, dada por p, que
ocorrem de forma igual e independente entre si, ¢ um classico modelo para o estudo de
confiabilidade de redes. Entende-se por confiabilidade a probabilidade de uma rede
permanecer conexa mediante uma falha que isole subconjuntos de seus vértices € ou
arestas. Neste trabalho, sdo reunidos os grafos capazes de modelar redes consideradas
confiaveis, onde a cada aresta, associa-se uma probabilidade de falha p, escolhida no
intervalo 0 < p < p,. Os principais resultados encontrados a respeito desses grafos
foram refeitos, com notagdo mais uniforme e definigdes mais consistentes, visando
apresenta-los de forma mais clara e didatica que aquela em que foram encontrados na

literatura.
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A undirected graph where all nodes ares perfectly reliable and all edges failures
occur independently with the same probability p is a classic model for network
reliability studies. The network reliability is defined as the probability that the graph
remains connected despite edge failures. In this work, meeting the graphs are capable
to the design of reliable networks, where each edge, associates itself a probability of
failure p, chosen in the range of values 0 < p < po. The main findings about these
graphs were made otherwise, with more uniform notation and definitions more
consistent, targeting present them more clearly and didactic that they were found in the
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Capitulo 1

Introducao

Redes sdo sistemas fisicos, bioldgicos ou sociais caracterizados por um conjunto
grande de entidades bem definidas que interagem dinamicamente entre si. Muitos
sistemas podem ser representados na forma de redes, dentre eles a Internet e a Web. As
redes fisicas incluem redes de distribuicdo de energia e dgua, redes de transporte e
telecomunicagdes, redes de radio e TV, dentre outras. Exemplos de redes sociais sdo as
redes de relacionamento pessoal e/ou tematico, redes de comunidades, e-mails, blogs, e
redes de pesquisadores e de publicagdes. Cadeias alimentares e redes de transmissao de
doencas sdo exemplos de redes biologicas. Vivemos, portanto, num mundo rodeado por
redes e, certamente, direta ou indiretamente, fazemos parte de quase todas as redes

citadas acima.

Como conseqiiéncia do que foi dito acima, a representagdo, o estudo e a
modelagem de redes sdo de grande interesse na area cientifica. H4 um relacionamento
intrinseco entre suas estruturas, fungdes e propriedades. A estrutura de uma rede pode
ser representada por um grafo. Desta forma, a utilizagdo de ferramentas da teoria dos
grafos ¢ fundamental na determinacdo de propriedades referentes a aspectos topologicos
de redes. Contudo, as redes modernas, como a World Wide Web, por possuirem milhdes
ou at¢ mesmo bilhdes de vértices, tornam ineficazes os métodos tradicionais de
desenhar estruturas topoldgicas para grafos enormes capazes de modela-las. Pesquisas
recentes tém revelado que uma alternativa para este problema ¢ determinar

caracteristicas e propriedades de grafos de ordem muito grande, a partir da analise do



comportamento dos vértices e das arestas em grafos pequenos. Dessa forma, o estudo da

vulnerabilidade e da confiabilidade de redes passa a ser de vital importancia.

Entende-se por vulnerabilidade o estudo de parametros capazes de medir a
fragilidade de uma rede mediante a um ataque capaz de isolar um ou mais subconjuntos
de vértices e/ou arestas do grafo que a modela. Uma rede ¢ mais vulneravel que outra,
quando, em caso de ataque ou falha, a primeira estd mais propensa a desconexao que a
segunda. Desta forma, parametros da teoria dos grafos, tais como conectividade de
vértice e de aresta, cardinal de conectividade de vértice e arestas, persisténcia, etc. vém
sendo freqlientemente estudados. Uma discussdo mais detalhada a respeito desses

parametros pode ser encontrada em Reis Neto [66] e Lima [49].

Segundo Lima [49], enquanto a vulnerabilidade de redes ¢ considerada uma
medida negativa, j4 que redes mais vulnerdveis sdo estruturalmente fracas, a
confiabilidade ¢ classificada como uma medida positiva, por ser entendida como a
probabilidade que uma rede tem de permanecer conexa mesmo quando, apos uma falha,
acarretar na remoc¢do de um ou mais de seus subconjuntos de vértices e/ou arestas.
Assim, redes altamente confiaveis sdo estruturas fortes e diz-se que uma rede ¢ mais
confidvel que outra se a probabilidade da primeira ser desconectada for menor que a da
segunda. Concluimos que enquanto os parametros de vulnerabilidade sdo
deterministicos, os de confiabilidade sdo calculados por funcdes probabilisticas que

envolvem pardmetros deterministicos da teoria dos grafos.

Durante esta pesquisa bibliografica observou-se que o assunto ¢ extenso e que
realmente tem atraido a aten¢do de inumeros pesquisadores, dentre os quais podemos
citar, Bauer ef al. [9], Hui [43], Wang e Zhang [75], Colbourn [25], Deng et al. [27],

Boesch et al. ([15], [16], [17], [18],[19], [20]).



Por isso, restringimos este trabalho ao estudo de confiabilidade de uma rede, a
partir de uma fun¢do probabilistica de confiabilidade definida por Kelmans [45] e

utilizada por Bauer et al. ([9] e [10])

P(G,p) =" mi(l—p)ipm. (1.1)

Esta medida considera uma rede modelada por um grafo G com n vértices e
m arestas, onde os vértices sdo considerados perfeitamente confidveis, ndo estdo sujeitos
a falhas e cada aresta tem a mesma probabilidade de falha p a ela associada, tais que
duas a duas sdo independentes entre si. Portanto, a funcdo que valora as arestas ¢
probabilistica e dependente de dois parametros deterministicos de vulnerabilidade: um
deles, m{G), ¢ a quantidade de cortes de arestas com tamanho i e, o outro, A(G), € a
conectividade de aresta de G.

Assim, o que pretendemos aqui ¢ descrever familias de grafos capazes de
minimizar a probabilidade de falha de uma rede valorada pela funcao (1.1), ou seja,
descrever familias de grafos, em que cada um deles seja capaz de modelar uma rede
considerada confiavel.

Para isso, esta dissertacao se desenvolve a partir desta introdu¢do, seguindo-se
pelo Capitulo 2, onde além de reunirmos os conceitos basicos de Teoria dos Grafos
relativos a conectividade e a vulnerabilidade, apresentamos algoritmos de construgdo de
grafos candidatos a modelar redes confidveis, desenvolvidos por Harary [41], Hakimi
[38] e Bauer et al. [9]. Neste mesmo capitulo, fazemos uma comparacao desses
algoritmos. No Capitulo 3, reunimos as principais fungdes probabilisticas para o calculo
de medidas de confiabilidade e apresentamos uma discussdo sobre o parametro
probabilistico p. No fim deste capitulo, uma familia de grafos capaz de minimizar

P(G, p), para p, 0 <p <1 ¢ descrita. O Capitulo 4 ¢ mais especifico com relacao a grafos



capazes de minimizar a fung¢do probabilistica dada em (1.1). Ele trata de uma familia de
grafos, chamada de grafos max A & min m;, denotada por G5 .,,,,, em que cada elemento
pertencente a esta familia, ¢ capaz de minimizar P(G, p), 0 < p < po, quando 4, a
conectividade de aresta de G ¢ tal que 4 > 3. As provas dos principais teoremas
encontrados na literatura sdo refeitas e um algoritmo para construcdo de G..,, ¢
apresentado. No Capitulo 5, sdo estudados os grafos max 4 & min m, que minimizam
P(G, p) para A = 2. Desenvolvemos também um algoritmo para constru¢do desses
grafos. No capitulo 6, descrevemos uma generalizacdo de grafos max A & min m; para
grafos max A & min m;, parai = 4 + 1, com base no texto de Wang e Zhang [75]. Além
disso, nos respectivos casos em que 4 = 3 e/ou 4 > 4, apresentamos condi¢cdes para que
um grafo max A & min m;, quando i = 1 + 1, seja max A & min m,. As consideragdes

finais e propostas de trabalhos futuros sdo apresentadas no ultimo capitulo.



Capitulo 2

Conceitos e Resultados Basicos

Este capitulo comeca com conceitos e resultados basicos da Teoria dos Grafos
relativos a conexidade tais como, conectividade de vértice, de aresta, caminho, grafos
com maxima conectividade de vértice e aresta. Nas Sec¢des 2.1 e 2.2 sdo apresentados os
principais resultados disponiveis na literatura sobre grafos de Harary e grafos de Hakimi
que sdao de grande interesse na modelagem de redes consideradas confidveis.
Concluimos o capitulo, com uma comparacdo entre estes grafos na segcdo 2.3. As
principais fontes bibliograficas para o desenvolvimento deste capitulo foram

Boaventura Neto [14], Harary [40], Gross e Yellen [36] e Lima [49].

2.1 Principais conceitos e resultados de teoria

dos grafos

Consideremos G= (V, E) um grafo simples, conexo e ndo-orientado, cujo conjunto

de vértices V' tem cardinalidade |V| = n ¢ o conjunto de arestas E tem cardinalidade
|E| = m. Dizemos que G = (V, E) é um grafo trivial se |V| =1le |E| = 0. Duas ou mais

arestas de G que compartilham um mesmo vértice sdo ditas incidentes e, caso nao
tenham vértices em comum, sdo ditas independentes. Em verdade, elas s6 possuirdo
dois vértices em comum, se o grafo considerado for um multigrafo, isto ¢, se a presenga
de mais de uma aresta entre um mesmo par de vértices for permitida. Nos raros casos

em que arestas multiplas sdo permitidas em G, o seu uso sera explicitado.



O grau de um vértice, d(v), ¢ dado pelo numero de arestas nele incidentes. E a
seqliéncia de graus de G ¢ dada por [d(v;) < d(v2) < ... < d(v,)], onde o grau minimo ¢
denotado por 6(G) = d(v;) e o maximo por A(G) = d(v,). Um grafo ¢ regular quando

todos os vértices t€ém o0 mesmo grau.

Os grafos circulantes formam uma subclasse dos grafos regulares. Eles sao
assim definidos. Consideremos ne€ N*. Dados /€N e inteiros k) < k, < ... < k; € {1;

2., Ln/ 2J }, dizemos que G € um grafo circulante quando um vértice de rotulo i ¢

adjacente aos vértices i + k, reduzidos a moédulo n para » = 1, 2,..., [. Neste caso,
denotamos por G = C; (n, ki,..., k). Assim, por exemplo, paran =5, C; (5; 1) = C; (5; 2)
=Cs:Paran=6,C;(6;1)=Cse C;(6; 1, 2, 3) = K¢. Na Figura 2.1 ilustramos os outros
grafos circulantes com n = 6 vértices. De modo geral, C; (n; 1) = C,, para todo inteiro

n>3eC;i(n;1,2,.., \_n/2j) =K,, para cadan > 2.

@

(@) C;(6;2) (b) Ci(6;13) (c) Ci(6512) (d) Ci (6; 2 3).
Figura 2.1: Exemplos de Grafos Circulantes com 6 vértices e k=2 em (a); ki=1ek,=3 em (b); kj=1 ¢

kh=2em(c)ek =2¢k=3em(d).



Um grafo G’ = (V', E’) € um subgrafo de G = (V, E) quando V'cVe E’CE.
Caso G’ seja obtido de G pela supressdo de vértices tal que, para todo v; v; € V7, se
(vi vj)) € E" entdo (v, vj) €E, G’ ¢ um subgrafo induzido de G, denotado por
G’ = G[V’]. Quando G’ ¢ um subgrafo obtido apenas pela supressdo de arestas de G,

entdo G’ & um subgrafo gerador.

Um grafo completo de ordem n, K, ¢ aquele em que cada par de vértices ¢ ligado
por uma aresta. Portanto, todo grafo completo ¢ regular de grau n-1. Se para algum
subconjunto de vértices ¥, o subgrafo induzido G[V’] formar um grafo completo, G[ V]

¢ dito ser uma clique de G.

Um percurso ¢ uma seqliéncia de arestas sucessivamente incidentes, tendo cada
uma delas, uma extremidade adjacente a anterior e a outra, a subseqiiente. O percurso
sera fechado, se a ultima ligagdo da seqiiéncia for adjacente a primeira e, serd aberto,
em caso contrario. Um percurso sera simples se ndo repetir arestas. Um caminho P, ¢
um grafo de ordem n formado por uma seqiiéncia alternada e finita de vértices distintos
e arestas distintas, que se inicia num vértice v; € termina num vértice v;, onde cada aresta
da seqiiéncia liga o vértice que a antecede ao que a sucede. Um caminho em G de
comprimento k contém exatamente k+1 vértices. E facil ver que todo caminho é um
percurso, onde ndo ha repetigdo de arestas. Caminhos disjuntos por arestas sao
caminhos que ndo compartilham nenhuma aresta. Um n-ciclo, denotado por C,, ¢ um
caminho de comprimento » > 3, em que somente o primeiro e o ultimo vértices
coincidem e uma corda ¢ uma aresta que une dois vértices ndo consecutivos de um

ciclo. Uma drvore € um grafo conexo sem ciclos.



Proposicdo 2.1.1: As seguintes afirmagdes sdo equivalentes ¢ todas
caracterizam grafos que sdo arvores:

1) G ¢ uma arvore;

i1) G ¢ sem ciclos e tem n-1 arestas;

1i1) G € sem ciclos e a adicao de uma aresta cria um ciclo unico;

iv) Todo par de vértices de G € unido por um unico caminho.

Uma drvore geradora de G € um subgrafo gerador de G que ¢é conexo ¢ aciclico.

Segundo Wang e Zang [75], um grafo P(G) ¢é dito purificado se resulta de um
grafo G(n,m), com n vértices e m arestas, pela substituicdo de cada caminho disjunto
por arestas por uma Unica aresta, onde os vértices terminais t€ém grau no minimo 3 e
cada vértice intermediario tem grau 2.

O grafo P(G), veja Figura 2.2(a), resultante da substituicdo de cada caminho

disjunto por arestas em G(17, 20), veja Figura 2.2(b), por uma aresta.

(a) Grafo Purificado P(G) (b) Grafo G(17, 20).

Figura 2.2: Grafo Purificado P(G) em (a) obtido de G(17, 20) dado em (b).

A conectividade de vértice, k(G), ou simplesmente k, ¢ o menor nimero de
vértices de G cuja remogao desconecta o grafo G ou o torna trivial. A conectividade de

arestas, A(G), ou simplesmente /, ¢ o menor nimero de arestas cuja remo¢ao desconecta



G. Se k(G) = 0 ou A(G) = 0, G é um grafo trivial ou ¢ desconexo e, caso k(G) > p, o

grafo G ¢ dito ser p-conexo.

Um corte de arestas em um grafo G= (V, E), também chamado conjunto
separador de G, ¢ um conjunto de arestas cuja remocgao resulta em um grafo desconexo.
Uma defini¢io semelhante se dé para corte de vértices de G. E facil ver que todo
subconjunto proprio e ndo vazio U constituido por todas as arestas que ligam um vértice
de U a um outro de V-U determina um corte de arestas que ¢ denotado por [U, V-U]. Se
uma Unica aresta determinar um corte, ela ¢ chamada de ponte. Definicdo analoga ¢
dada para ponto de articulagdo, ou seja, € um Unico vértice que determina um corte de
vértices em G. Um corte de arestas com cardinalidade 4 + 1 é chamado quase
independente, se ele contiver, no minimo, 4 arestas independentes em G. Um conjunto S
de arestas ¢ de corte restrito se G — S € um grafo desconexo sem vértices isolados. A
conectividade restrita de aresta, denotada por A°, ¢ o tamanho do menor corte restrito
em G. A principio, pode-se pensar que um conjunto de corte nao trivial ¢
necessariamente um corte restrito. Porém, suponha que se tenha um corte S que separa
G em trés partes, dentre as quais, duas sdo vértices isolados. Assim, S ndo é um

conjunto de corte trivial e nem ¢ um conjunto de corte restrito.

Além dos parametros classicos k&(G) e A(G) utilizados como medidas de
vulnerabilidade, um outro parametro ¢ definido com este fim. Trata-se de m;,(G), dado
pelo nimero de conjuntos de corte de arestas com cardinalidade i. Quando i=A,
denotamos m{(G), simplesmente por m, . Neste caso, ele designa a quantidade de
conjuntos de corte de arestas de cardinalidade exatamente igual a conectividade de

arestas do grafo.



Seja G = (V, E) um grafo e I < V um subconjunto de vértices. Diz-se que / ¢ um
conjunto independente de G se, para todo par v;, v; € V, v; e v; ndo sdo adjacentes. Um
conjunto Iy ¢ um conjunto independente maximal de G se, para todo conjunto
independente I de G, |Iy| > |I|. A cardinalidade do conjunto independente maximal de

G ¢ denominado numero de independéncia de G e é denotado por a(G).

No grafo da Figura 2.3, os vértices 1, 4, 5 formam um conjunto independente de
G, enquanto {1, 4, 5, 6} é um conjunto independente maximal de G. Neste grafo tem-se
que o conjunto independente de G com a cardinalidade méaxima ¢ Sy = {1, 4, 5, 6}.

Conseqlientemente a(G) = 4.

oo oo

1

Figura 2.3: Grafo G com nimero de independéncia igual a 4.

Ha inimeros resultados envolvendo k(G) e A(G) e relacionando-os com o grau
minimo de G, d(G). A desigualdade k&(G) < A(G) < 6(G), apresentada por Harary [39] ¢
classica na literatura e tem esses limites como os melhores possiveis, uma vez que

existem grafos que satisfazem aquelas inequagdes na igualdade.

Ao se pensar numa rede como um grafo, quanto maior a conectividade de
vértices ¢ arestas, esta sera menos propensa a se desconectar, Bondy e Murty [21].
Portanto, o problema de encontrar um grafo com méxima conectividade de vértices e

arestas, para n ¢ m fixos ¢ de grande interesse para o estudo de vulnerabilidade e,
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conseqiientemente, da confiabilidade de redes. Este problema foi resolvido por Harary
[39], com o Teorema 2.1.1 dado a seguir, cujos detalhes sobre os grafos que obedecem

as condi¢des por ele exigidas sdo apresentados nas proximas se¢des deste capitulo.

Teorema 2.1.1: Dentre todos os grafos com n vértices e m arestas, a
conectividade maxima de arestas ¢ igual a conectividade maxima de vértices e, ambas

sdo iguais a 0, quando m < n -1 e iguais a | == |, quando m > n -1. Recorre que se G ¢é

2m
n

maximo em A(G), entdo A(G) = J(G).

2.2 Grafos de Harary

Os grafos de Harary sdo de grande interesse no estudo de confiabilidade por
apresentarem valores maximos para as conectividades de vértice e de aresta e ainda por
serem esses valores de facil determinagdo. Nesta se¢do, estes grafos sdo definidos e
resultados da literatura sdo apresentados; uma classificacdo é dada para os diferentes
grafos de Harary em funcdo da seqiiéncia de graus de seus vértices e um algoritmo de

construgdo para tais grafos ¢ apresentado.

Geralmente, ao se modelar uma rede como um grafo, quanto maior a
conectividade de vértice e aresta, menos propensa a falhas estard esta rede.
Naturalmente, quanto menor o numero de arestas usadas para atingir tal conectividade,
menor serd o custo desta rede. Harary [41] desenvolveu um procedimento para construir

um grafo k-conexo com n vértices e (‘%1 arestas, conhecido como grafo de Harary. Eles

sdo extremais em relacdo ao numero minimo de arestas de modo que a conectividade de

11



vértice € igual a conectividade de aresta que, por sua vez, sdo iguais ao grau minimo que

2m
n

vale | =™ |. Para maiores detalhes, veja [36] e [48].

Gross e Yeleen [36] apresentam um algoritmo para a constru¢ao de um grafo de
Harary, H(n, m), cujos dados de entrada s@o: um ciclo com n vértices, numerados de 0 a
n-1 e um valor especificado para k < n. O algoritmo, a seguir apresentado, comega com

o grafo trivial Hy= (V, E), onde E ¢ o conjunto vazio e V' = {l,..., n}. A distancia entre

dois vértices i e j em moddulo n, denotada por | J -1, € tomada como o menor entre um
os dois valores |j-z'|n ou n-|j-i|n.

Algoritmo 2.2.1: construcdo de um grafo de Harary com n vértices

Entrada: sdo dadosnek €,k <ne H=(V, E) o grafo trivial.

1 — Inicie com o grafo trivial H com n vértices isolados e numerados, no sentido horario, de
Oan-1.

2 —Faca
q= Lk/ZJ.
3 —Parai=0,..., n-2,

Para j=1i+1,..., n-1;
se |j-i|n§qou n-|j-i|n <gentdo E— E U {(i, )}.

se k é par
Retorne ao grafo H.
Se ndo
4 — Se k impar e n par, entdo:
Parai=0,...,n2 -1,
insira uma aresta entre o vértice i e o vértice (i + n/2).
se n € par, retorne ao grafo H.
Se ndo
5 —Se k e n sdo impares, entao:
insira uma aresta entre o vértice 0 e o vértice (n - 1)/ 2;
insira uma aresta entre o vértice 0 e o vértice (n + 1)/ 2;
parai=1,..,(n-3)/2,
insira uma aresta entre o vértice i e o vértice [i + (n+1)/2].

Retorne ao grafo H.

12



O grafo resultante do algoritmo no passo 3 ¢ 2g-regular e se k ¢ par, o algoritmo
¢ finalizado nesse passo. No passo 4, ¢ construido um grafo de Harary regular com grau
2g + 1 e o algoritmo ¢ encerrado, caso n seja par. No caso que k € n sejam impares, 0
executante deve seguir para o passo 5 ¢ o grafo obtido ¢ nao-regular. A seguir, dois

exemplos de execugdo do algoritmo sdo apresentados passo a passo.

Exemplo 2.2.1: Sejam n = 7 ¢ k = 4. Da atribuicdo inicial do algoritmo,
numeramos os vértices de 0 a 6, no sentido horario. Do passo 2, ¢ = 2. Em seguida,

tomando-se i =0 ¢ j =1 e dado que |1 - 0|n <gq, aaresta {0, 1} ¢ inserida em H. E assim,

este passo ¢ repetido, sucessivamente, para todos os valores de i e j que atenderem uma

das condig¢des do passo 3. O grafo resultante se encontra na Figura 2.4.

®
AN

: ¢
¢ o
\"74

4 3

Figura 2.4: Grafo de Harary construido pelo Algoritmo 2.1.1

Exemplo 2.2.2: Sejam n =9 e 6 = 5. Do passo 1, os vértices sao numerados de 0
a 8. O procedimento se desenvolve como no caso anterior, a exce¢ao que aqui, 0 passo 5
¢ acionado, pois 7 € J sdo impares. Assim, uma aresta ¢ inserida entre os vértices 0 ¢ 4 ¢
outra, entre os vértices 0 ¢ 5. Parai =1, 2, 3, com a inser¢do das arestas {1, 6}; {2, 7} ¢

{3, 8}, tem-se o grafo desejado na Figura 2.5.
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6 \ / 3
5 4
Figura 2.5: Grafo de Harary construido pelo Algoritmo 2.1.1

Os grafos de Harary sdo exemplos de grafos com maxima conectividade dentre

aqueles com o menor numero de arestas. Portanto, pode-se afirmar que para alguns

m

" j, Bauer

valores de n, m tais grafos ndo existem. A partir desta observagdo, para ¢ = |

et al.[9] classificaram os grafos de Harary em duas categorias: a dos Grafos
Elementares de Harary, construidos de acordo com o procedimento de Harary [41],
divididos em dois tipos, Ho(q) e Hi(q), e a dos Grafos Gerais de Harary. A construgdo
destes ultimos foi feita por Bauer et al. [9], seguidos por Wang e Zhang [75] e Deng et
al. [27]. A construgdo parte da equacdo 2m = on + r, para dados n e m. Tem-se entdo

reZ, 0<r<n,tal que m > n. O grafo geral de Harary H'(n,m) é formado a partir de
um grafo Hy(g) ou de um grafo H;(g), onde sdo conectados \_’EJ pares de vértices nao
adjacentes. Desta forma, todo grafo Geral de Harary tem como subgrafo gerador um
grafo elementar. Se 0 ¢ par, a inser¢do ¢ feita num grafo do tipo ()(g) e, se 0 ¢ impar,

num grafo elementar de Harary do tipo H 1(%) . Dado que r < n, ao adicionarmos no

r . — (S‘ ) r : ~ r
méximo | 21| arestas a Hy(%) ou a Hi(%), o valor do grau minimo nio mudari e

H'(n,m) terd 5(H) = 6(1%(%)) ou d(H) = §(H1(%))
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Exemplo 2.2.3: Deseja-se construir um grafo H com 6 vértices, 14 arestas e com
maxima conectividade de arestas. Pelo Teorema 2.1.1, sabemos que este grafo possui
k = 0 = 1 = 4. Neste caso, tem-se » = 4. O grafo geral de Harary, Figura 2.6 (b), foi

construido pela insergdo aleatéria de 2 arestas no grafo H(2), Figura 2.6 (a).

(a) (b)

Figura 2.6: Grafo geral de Harary em (b) construido a partir do elementar em (a)

De acordo com Bauer ef al. [9], a seqiiéncia de graus, o grau minimo, a
conectividade de arestas e a conectividade de vértices dos grafos Elementares de Harary
sdo assim distribuidas:

1) Todo grafo Hy(g) ¢ regular de grau 2g;

i1) Se n ¢ par, todo grafo H,(g) ¢ regular de grau 2¢ + 1 e, se n é impar, todo

grafo Hi(g) tem um vértice de grau 2qg + 2 e n — 1 vértices de grau 2¢ + 1;

iii) Qualquer grafo Ho(q) ou Hi(g), ttmm = |22 |e 6=74=k =] *2].

T

Pode-se afirmar que o grafo Hy(q) possui 2m = on = 2gn e o grafo H(g) possui

2m=o0n=(2q+1)n,senépare2m=on+1=(2g+1)n +1, se n ¢ impar.
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Lima [49], em sua tese de doutorado, estende os resultados de Bauer ef al. [9], a
partir do Algoritmo de Hakimi, e obtém uma classificagao para os Grafos Gerais de
Harary dividindo-os em 2 tipos: H>(q) e H3(q). Estes sdo caracterizados de acordo com

o lema abaixo.

Lema 2.2.1: Seja H um grafo de Harary com »n vértices e m arestas, m = gqn + r,

0<r<n-1leq= =] Assim, tem-se que:

i) Para 0 < r < [“#!| se em H ha 2r vértices de grau A(H) = 2¢ + 1, tendo

todos os demais, grau o(H) = 2q, o grafo ¢ do tipo Ha(g):

ii) Para | “F'] <r <n—1, se Htem §(H) = 2q + 1 e o grau méximo 4(H) no

intervalo 6(F1) + 1 < A(H) < 6(H) 4+ r — ||, o grafo ¢ do tipo Hs(g).

2.3 Algoritmo de Hakimi

De acordo com Lima [49], Hakimi [38] desenvolveu um algoritmo baseado no
trabalho de Harary que constroi grafos G que satisfazem a igualdade
KG)=4(G)=0(G)= L%J Inicialmente o procedimento de Hakimi [38] rotulade 1 a

;L. ~ . —1
n os vértices de um grafo G, conexo e ndo-completo, e admite que n < m < L”("—)j

2
O procedimento baseia-se na divisdo do algoritmo de Euclides, onde ¢ realizada a
divisdo do niimero de arestas de G pelo niimero de vértices, ou seja, m = gn +r, onde

r < n. Também considera que as distdncias entre os vértices i e j, em moddulo n,

denotada por |j —i|,, é tomada como o menor entre os dois valores |j —i|, ou
n —|j —i],. O objetivo é distribuir as arestas pelos vértices o mais igualitariamente
possivel.
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Algoritmo 2.3.1: Algoritmo de Hakimi

Entrada:nem € N, k<ne G = (V, E) o grafo trivial, isto é, V= {1,...,n} e E= .

1 — Faca

2—-Parap=1,.,¢q
Parai=1,..., n-1

Para j=i+1,.,n
se ‘(j—i)‘ni pou n—‘(j—i)‘n < p entdo

E—EU{G )}

. n+1
3 —-Faca s < minyr, ;
2

Parai=1,...,s,

ome j=i+|—
2

E—EU{G));}-

4 —Se r > s entdo
Conecte de modo aleatdrio (r-s) pares de vértices ndo adjacentes no grafo

corrente.

A seqiiéncia de graus, o grau minimo, a conectividade de arestas e a
conectividade de vértices desses grafos sdo distribuidas de acordo com o lema abaixo,

cuja prova pode ser encontrada em Lima [49].

17



Lema 2.3.1: Os grafos construidos pelo Algoritmo de Hakimi possuem as

seguintes caracteristicas:

i)

ii)

iii)

Se r=0, G ¢ 2g-regular;

n+1
2

Se n éparer=|"=| o grafo G é (2¢q + 1) - regular; se n é impar,
existem n — 1 vértices com grau minimo igual a 2g + 1 e somente um

vértice com grau 2¢g + 2;

n+1
2

Se 0 < r < [*=], o grafo G tem 2r vértices com grau 2g + 1 e n — 2r

vértices com grau 2g;
Se || < r < n—1, G tem grau minimo igual a §(G) = 2¢ + 1 e grau

maximo no intervalo 6(G) + 1 <A(G) < §(G) +r - | = |.

Observe que os grafos do item (i) sdo exatamente os grafos elementares de

Harary do tipo Hy(g) e aqueles do item (ii) sdo os grafos Hi(g). Os grafos dos itens (iii)

e (iv) sdo, respectivamente, os grafos gerais de Harary do tipo H»(q) e do tipo H3(q).

Exemplo 2.3.1: Considere n=5em =7.Dopasso 1, g=1,r=2¢ p =1. No

passo 2,sei=1¢ej=2,{1,2} ¢ uma aresta de G dado que |j—i|n§ 1. O grafo corrente

esta na Figura 2.7(a). Se i = 1, j = 3 ouj = 4, ndo havera aresta entre i ¢ j dado que a

condi¢do de congruéncia ndo ¢ satisfeita, enquanto que para j = 5, a aresta {1, 5} ¢

inserida a G. Veja a Figura 2.7(b). De modo semelhante as arestas {2, 3}, {3, 4} ¢

{4, 5} sdo inseridas. As arestas {1, 3} e {2, 4} sdo finalmente inseridas ao grafo

corrente obedecendo a relagdo j =i+ BJ para s = 2. Assim, chega-se ao grafo da Figura

2.7(c).
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Figura 2.7: Construgdo do grafo com n =15 ¢ m =7 pelo algoritmo de Hakimi

2.4 Comparacao entre os grafos de Harary e

0s de Hakimi

Comparando-se o algoritmo de Hakimi com o Algoritmo 2.1.1, apresentado por
Gross e Yellen [36], a partir dos procedimentos de Harary e daquele descrito por Bauer
et al. [9], Wang e Zhang [75] e Deng et al. [27] que constroi Grafos Gerais de Harary,

pode-se concluir que:

1) O algoritmo de Hakimi tem como dados de entrada o niimero de vértices
e arestas e o Algoritmo 2.2.1 tém como dados de entrada o numero de vértices e a

conectividade de vértices;

11) Os procedimentos de Harary e de Hakimi tém a seguinte caracteristica
em comum: os grafos sdo construidos a partir de um #n-ciclo, onde sdo introduzidas

cordas de acordo com as particularidades de cada procedimento.

1i1) O Algoritmo 2.2.1 constroi apenas os grafos Hy(q) e Hi(g), enquanto o

algoritmo de Hakimi ¢é capaz de construir os grafos elementares e os gerais de Harary;
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1v) Os Algoritmos 2.2.1 ¢ o de Hakimi constroem grafos do tipo Ho(q)
idénticos. A mesma observacao ¢ valida para os grafos do tipo H;(g), exceto no caso em

que este grafo ndo ¢ regular. Veja o passo 5 do Algoritmo 2.2.1.

V) De acordo com o procedimento descrito por Bauer et al. [9], os grafos

gerais de Harary H,(q) e H3(q) sdo formados a partir da conexdo aleatéria de | 5 | pares

de vértices ndo adjacentes em um grafo elementar de Harary do tipo Hy(q) ou Hi(q). No
algoritmo de Hakimi esta aleatoriedade s6 ocorre na constru¢ao do grafo Hi(g), pois,
este grafo é construido no passo 4 do algoritmo, onde sdo conectados (r - s) pares de

vértices ndo adjacentes no grafo corrente, veja Lima [49].

Vi) Os grafos construidos, segundo o procedimento de Harary, podem ser
completos ¢ aqueles construidos, segundo o algoritmo de Hakimi ndo, pois este

algoritmo exige que 1 < m < L—”(”Q’DJ;

viii))  No caso do grafo H(g), o algoritmo de Hakimi define o posicionamento
das arestas restantes, enquanto no procedimento descrito por Bauer et al. [9] isto ¢ feito
de forma aleatdria. A Figura 2.8 apresenta dois grafos H»(q) com 9 vértices e 11 arestas.
O grafo da Figura 2.8 (a) foi construido segundo o algoritmo de Hakimi e o da Figura
2.8 (b), segundo o procedimento de Bauer et al. [9]. Neste exemplo, a inser¢do das
ultimas 2 arestas do grafo em (b) foi feita de modo aleatorio gerando um grafo diferente

do que estd em (a). Entretanto, este fato ndo altera as conectividades de vértice e aresta.
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(a) (b)

Figura 2.8: Grafos Gerais de Harary H,(gq) construidos segundo o Algoritmo de Hakimi em (a) e segundo

o procedimento de Bauer et al em (b).

1X) Finalmente, no procedimento de Bauer et al. [9], os valores de n e m sdo
conhecidos tal que m > n, onde 2m = on + r,onde re Z, 0<r<n, e a construcao dos
grafos H,(q) e H3(q) ¢ feita com a conexdo aleatéria de | 5 | vértices de um grafo Hy(q) e
Hs(q). O procedimento de Hakimi baseia-se na divisao do algoritmo de Euclides, onde ¢
realizada a divisao do nimero de arestas de G pelo numero de vértices, ou seja, m = gn

+ r. Neste caso, » ¢ apenas o valor da subtragdo de m — gn. No exemplo da Figura

2.8 (a), temos que r = 2.

Os dois procedimentos descritos acima constroem grafos extremais em relacao a
conectividade de vértice e de aresta. Porém, esta condi¢do ainda ndo ¢ suficiente para
afirmarmos que os grafos construidos modelam as redes com a menor probabilidade de
falha, ou seja, as mais confiaveis. Podemos apenas afirmar que estes grafos sdo os
menos vulneraveis possiveis em relagao as conectividades de vértice e aresta. Ao longo

deste estudo, analisaremos tais condi¢des. Além disso, pode nao ser possivel modelar
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redes confiaveis usando estes grafos, isto sera explicitado quando esta particularidade

ocorrer.

Esta dissertagdao nao distingiie os grafos de Harary de acordo com a classificagao
feita por Bauer et al. [9] em grafos elementares e gerais de Harary. Estes grafos sao

chamados apenas por grafos de Harary e diferenciados pelos respectivos tipos, Hy(g),

Hi(g), Hxq) e Hi(g).
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Capitulo 3

Redes confiaveis

Os vértices de um grafo podem representar osraisnde uma rede e suas
arestas o meio fisico de comunicacgéo entre elea.UPaa rede estar em funcionamento,
todo par de vértices deve estar conectado pompetes um caminho.

SejaK < V um subconjunto de vértices de um gréfe (V, E) que modelam os
terminais de uma rede. Suponha que inicialmentestasd terminais se comunicam
entre si. A confiabilidade entketerminais K-terminal reliability) é a probabilidade de
qualquer par de terminais pertencente& a&star em funcionamento, mesmo apos
alguma falha ocorrida na rede, ou seja, é a prbtlade destek vértices estarem
conectados por pelo menos um caminho, apés adell@gum subconjunto de arestas
da rede. SK =V e todos os vértices do grafo estdo em funcionamartonfiabilidade
entre todos os terminaisll-terminal reliability) é definida como a probabilidade do
grafo permanecer conexo mesmo apos a falha de boomunto de suas arestas.
Suponha qu& = 2 e que um terminal esteja em funcionamento com um termwal
Portanto, deve existir pelo menos um caminho caneca estes terminais. A
confiabilidade entre 2 terminaistwo-terminal reliability é definida como a
probabilidade dos vérticase v permanecerem conexos apos a falha de algumaasarest
da rede.

Nesta dissertacdo, uma rede € modelada por um géf-orientado com
vértices an arestas, onde quaisquer pares de vértices estiineimnamento. Este é o

caso da confiabilidade entre todos os termiraig€rminal reliability) e, por ser o caso
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mais abrangente e mais adequado para redes de ndonmeal, foi o escolhido como
Nosso objeto de estudo.

Supondo que cada vértice é perfeitamente confidgee suas arestas sao duas
a duas independentes entre si, tendo cada umaadeiasma probabilidade de fajhaé
possivel determinar a probabilidade de um grafmpaecer conexo, calculando-se ou o
valor da fungéo de confiabilidade dada em (3.1)dewsua respectiva dual, a fungdo de
nao confiabilidade, dada em (3.2), ambas definidaKelmans [45].

A funcao de confiabilidad®(G, p), denotada mais simplesmente poque da
probabilidade do grafo permanecer conexo mesmo ap@aha de algumas de suas
arestas, pode entéo ser definida por:

R(G,p) =321, Si(1=p)p™ ", (3.1)
onde§ denota o nimero de subgrafos geradores conextencon arestas.

A formula (3.1) para o calculo de confiabilidadehtida a partir das seguintes
consideracfes: Aésima parcela da formula (3.1) da a probabilidaslexhtamenté
arestas nao falharem, ou equivalentemeantearestas falharem. Além disso, para que o
grafo se mantenha conexo, € necessario que, dedas asn arestas, pelo menos-1
ndo possam falhar. Parra n -1,...,m, h4 véarias possibilidades para remocaande i
arestas sem desconectar o grafo e o nimero debifidasies € conhecido quando se
determina a quantidade de todos os subgrafos gesadonexos contendoarestas,
dada porS. Sei = m, S,= 1, pois 0 Unico subgrafo gerador canmarestas € o préprio
grafo; quanda = n-1, S,1 é a quantidade de arvores geradoras do grafo, apaespr
determinado, € preciso que se conhega ou a estrbugrafo ou alguma informacéao a
mais sobre ele. Ha uma conhecida formula algélyice d4 o nimero de arvores
geradoras de um grafo, que depende dos autovalanestriz Laplaciana do grafo, veja

Biggs [13]. Desta forma, o intervalo fechado deinois entren -1 em € suficiente para
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o calculo deR(G, p), como dado em (3.1), que é similar a uma disig@mibinomial.

Usando o raciocinio dual, pode-se medir a codiittle de uma rede pela
func@o de ndo confiabilidagdeu seja, pelo calculo da probabilidade do grafdosnar
desconexo apos a falha de algumas de suas arssan.temos:

P(G,p) =1L mi(L—p)'p" ", (3.2)
ondeA(G) ou, simplesmente, é a conectividade de arestamfG) ou, simplesmente
m, € 0 numero de conjuntos de corte de arestas aadimalidade exatamente igual a

Uma discussdo similar aquela dada para a expre€sdd dafuncdo de
confiabilidade serve para interpretar a expressado (3.2) relaiviancdo de néao-
confiabilidade Note apenas que, no segundo caso, o valor mipara deve ser igual
al, ja que aremocdo de um namero menor de arestateséonecta o grafo.

A diferenca entre as expressodes (3.1) e (3.2) stenem que na primeira, 0
namero de subgrafos geradores conexos deve seeadohPara isso, para que uma
rede seja confidvel, grafos que maximizem este nupeecisam ser encontrados. J4,
para a segunda formula, deve-se conhecer a quaatittaconjuntos de corte de arestas
com cardinalidade igualiaou seja, é preciso saber quantos sdo os subgefadores
desconexos d& comm — iarestas. Portanto, para se determinar uma recieoada
confiavel, deve-se minimizan e maximizar.

E I6gico que ambos os raciocinios descritos adima,levam ao 6bvio resultado
dado pela propriedade complementar das probabdgddddas por (3.1) e (3.2), ou seja,
R(G p)=1-P(G, p).

Como exemplo, veja o graf@ comn = 5 vérticessm = 6 arestas é = 2,
ilustrado no canto superior esquerdo da FiguraaR. partir dele, sdo exibidos todos

os subgrafos geradores conexos. Paral, 5 e 6, temos todos os valoresSjesendo
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S, = 11 o nimero de arvores geradoras com 4 aresfas-e6 o total de subgrafos

geradores com 5 arestas que, neste caso, sao gnafadicos. Finalmentes = 1.

SN NN SN SN
NN AN
C/H [ ./u ]\. ¢ H\ ./H\ O/H\. ./ﬁ\ﬁ
N\ ‘\//2 ’ J/Z NN

Figura 3.1(a) — O GrafG(5, 6) e todos os seus subgrafos geradores.

A Figura 3.1(b) exibe todos os subgsaflesconexos derivados das = 4

conjuntos de corte de arestas possiveis.

N N = X
0/0 ¢ 0 \.0 \../ \0
NN )

Figura 3.1(b) — Subgrafos geradores desconex@%le5) dados pelos conjuntos de corte de

cardinalidade 2.

26



//\\ / o
\\// \ e

(@) (b)

Figura 3.2: Grafos com 6 vértices e 8 arestas

Para os grafos (a) e (b) mostrados na Figltaas probabilidades de que cada

um deles se torne desconexos dada por (3.2) séoitaqas da seguinte maneira:
P(Ga.p) = 4p*(1— p)° +24p°(1— p)° + T, (1)’ (1 = p)* ' &

P(Gyyp) = 3p*(1 = p)S +26p°(1 — p)> + 30, (T)p' (1 — p)*~

Observando-se cada uma das fungOes acima, vesdicue para se decidir
sobre a confiabilidade dos dois grafos, ambos comesmo numero de vértices (no
caso, 6) e 0 mesmo numero de arestas (no cas®,n@pessario que o valor geseja

conhecido.

Note queP(G,, p) — P(Gy, p) = p*(1 — p)°(1 — 3p). Desta forma, a Tabela 3.1
sintetiza os intervalos de valores para mostra os efeitos sobre a confiabilidade dos

grafos da Figura 3.2.

Tabela 3.1: Comparacéo entre as confiabilidadegddes da Figura 3.2 para diferentes valores de

Intervalo de p | Comparacgao entre as confiabilidades

se0<p<1/3 P(Ga, p) > P(Gy, p)
sep = 1/3 P(Ga, p) = P(Gp, p)
sel/3<p<1 P(Ga, p) <P(Gy, p)
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A partir dai, pode-se concluir que a confiabilidatk uma rede depende tanto da
estrutura do grafo quanto da probabilidadke falha de cada uma de suas arestas. Por
outro lado, emG(n, m), pode existir um graf@’ tal que, para tode, 0<p <1,
P(G', p) < P(G, p). Os grafos assim existentes sdo conhecidosupdormemente
mais confidveisou simplesmente pddOR, veja Boeschet al. [15]. A principal
guestao é saber se, para quaisquer valoresedm, tais grafos existem. Myrvold e
Cheung[53] mostraram que ha pareg (M), para 0s quais estes grafos ndo existem.
Por outro lado, Boesclet al. [15] mostraram que é possivel construir grafos
uniformemente mais confidveis, pama= n-1,n,n+ 1,n + 2, Wang [76] mostrou, ser
isto possivel, parmn = n + 3. Posteriormente, Gross e Saccoman [35] araphar
resultado de Boesdtt al. [15] e incluiram multigrafos em tais classes. Adla 3.2

apresenta, para dados valoresdearacterizacdes de grald®R

Tabela 3.2: Descricao de grald®R

Numeros de arestas: GrafdJOR
n-1 Qualquer arvore
n n-ciclo
n+2 Formado pela insercao de 2 vértices de grau 2

nas arestas d&

n+3 Formado pela insercao de 6 vértices de grau 2

nas arestas d&; 3.
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A questéo da existéncia de grafd®R para quaisquem e m ainda permanece
aberta. Todavia, existe um pequeno intervalo derealpara, 0 < p <po, para o qual

€ possivel encontrar uma familia de grafos quemimeim P(G, p) para quaisquat e

m dado.

Kelmans [45] observou que, exceto em alguns cabu®g) para minimizar
P(G, p) € necesséario determinar diferentes grafos para gad\lém disso, ele
observou que, se a probabilidade de falha de umstags for suficientemente
pequena, o céalculo dB(G, p) poderia ser reduzido somente ao calculo do primeiro
termo da expresséao (3.2), quandd igual a conectividade de arestadNeste caso,
temos:

P(G, p) = myp (1 —p)" . (3.3)

A aproximacdo dada em (3.3) é util porque existeyoramos eficientes para o
calculo dem;, veja Ball e Provan em [7Por outro lado, Ball e Provan [6] mostraram

gue o calculo dey para todd, 1 <i <m, é um problem&lP-hard.

A Tabela 3.3 mostra o célculo de e dem,p’(1 — p)™~' para o grafo da Figura
3.3 comp = 0,01 e 2<i < 5. Na ultima linha da tabela, a probabilidade dafaser
desconectado é apresentado. Observe que os vaern,p'(1 — p)™* diminuem,
guando os dé aumentam. Isto mostra que os valores dado$(®yp) em (3.3) séo

uma aproximacéao para (3.2).

AR
N

Figura 3.3: Grafd com probabilidade de falha em cada aresta dada&,01.
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Tabela 3.3: Célculo da probabilidade de ocorrédeifalha par& da Figura 3.3.

i m mip' (1 — p)™~!
2 1 9,5099E-05

3 11 1,05666E-05
4 35 3,39605E-07
5 21 2,05821E-09

P(G,p)=>"" mi(1—p)ip™=" = 0,00010600

Baueret al.[10] fizeram um estudo detalhado sobre os possixdores de no
intervalo0 < p <po para os quais existe uma familia de grafos capamidimizar (3.3)
tal que para qualquer graf® ndo pertencente a tal familia tem-se, para p < po,
P(G’, p) > P(G, p). Logo, os grafos nesta familia, conhecidos pax /. & min m,
devem possuir maxima conectividade de arestas emmiguantidade de cortes de
arestas com cardinalidade igual. a

Até agora aprendemos a construir grafos da clG,(n,m), agueles comn
vértices,m arestas enaxima conectividade de arestasPorém, somente esta condi¢do
ndo ¢ suficiente para minimizé®(G, p). E necessario determinar grafosn m no
conjuntoG,(n, m). Nos capitulos seguintes, para uma pequena pliolsale de falha
e para uma dada conectividade de aresta, sdotdesusiprocedimentos para construir
tais grafos. Isto sera feito em duas partes. Primeara o caso em qu\ = % > 3,
depois para o caso particular em c\ = L%J = 2. Este segundo caso precisa ser

analisado com mais cuidado, pois nele havera rexasgente um ou mais vértices de
grau 2. Isto pode fazer gerar um maior nimero dguntos de corte de aresta de

cardinalidade 2 que a quantidade de cortes sO m#tes das arestas incidentes a
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vértices de grau minimd Capitulo 4 tratard do primeiro caso e o Capifylalo

segundo caso.
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Capitulo 4

Grafos max 4 & min m; quando %m >3

Este capitulo ¢ dedicado as familias de grafos confiaveis para 4 > 3. Conforme
Bauer et al. [9] e [10], tais grafos devem ter probabilidade P(G, p) minima para ser
desconectado. Dois parametros tém impacto direto sobre o valor de P(G, p). O primeiro,
¢ a conectividade de arestas 4 e o segundo, a quantidade de conjuntos de corte de arestas
de cardinalidade exatamente igual a A. Assim, desejamos encontrar em G(n,m), a
subclasse Gy (n, m) formada por todos os grafos, conhecidos como max 4, que possuam
maxima conectividade de aresta. Em seguida, dentre todos os grafos com m arestas, n
vértices e conectividade A\ = [%J, devemos encontrar a familia G,,,, (n,m)
c G'x(n.m) constituida somente pelos grafos com a menor quantidade m; de conjunto
de cortes de arestas de cardinalidade igual a 4, chamados grafos max A & min m; e
denotados por (7y,,,,. A Figura 4.1 mostra a relagdo de inclusdo entre estas familias.

Assim, quando % > 3, apresentamos aqui a solu¢do completa para o problema de

construcdo de grafos com valor minimo para m, e maximo para A.

Grafos com n vértices e m arestas — G(n,m)

Grafos max . - G;(n,m)

Grafos max A & min ;
Gromy, (n,m)

Figura 4.1: Cadeia de inclusédo das classes de grafos com n vértices e m arestas
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4.1 Grafos super-4

Considere G € Gj(n, m) um grafo com maxima conectividade de aresta 4 e
p,(G) o nimero de vértices de grau minimo em G. Dado que G tem maxima
conectividade entdo d(G) = A(G). Como m;(G) é o numero de cortes de cardinalidade 4 e
sabendo-se que todo conjunto de arestas incidentes a um vértice de grau minimo ¢ um
destes cortes, temos m;(G) > p;(G). Dentre todos os grafos de G;(n, m), o nosso objetivo
¢ procurar um para o qual m; ¢ o menor possivel. Este grafo, como vimos, ¢ um grafo
max A & min m; pertencente a classe G'y.,,, (7, m). Sendo p;(G) um limite inferior para
m,(G), o ideal seria que todo grafo em (3).,,,, pudesse estar entre aqueles para os quais
todo conjunto de corte de cardinalidade A fosse formado somente por arestas incidentes
a vértices de grau minimo. Mas isto nem sempre € possivel, como decorre do lema a
seguir.

n—23

Lema 4.1.1: Para n > 4, todo ciclo C, tem p,(G) = n, my(G) = n(",") + n.

Prova: Sabemos que C, tem 4 = 2 e que todo vértice induz um corte trivial
constituido por 2 arestas. Logo, p;(G) = n, valor que inclui os n cortes de cardinalidade
2 correspondentes a segunda parcela de m;(G), como descrita no lema. Naturalmente, ha

mais cortes a considerar. Sdo aqueles formados por pares de arestas paralelas que, para

n—23

cada aresta, sio em numero de ( N ) Como no ciclo ha »n arestas, temos -n.(”;s) 0

n—23

nimero de cortes constituidos por tais arestas. Logo, my(G) = n(",”) + n. m

Definicao 4.1.1: Diz-se que G € G (n, m) é um grafo super-A se G satisfaz as

2m
n

seguintes propriedades: (i) sua conectividade de aresta ¢ A(G) = || e (ii) o niimero
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de conjunto de cortes de arestas m,(G) de ordem 4 € igual ao nimero de vértices de grau

ﬂ,, I’I’l,{(G) :pg(G).

Lema 4.1.2: Se G ¢ um grafo super-A ¢ U ¢ um conjunto de corte de ordem A

entdo U determina um corte trivial em G.

Prova: Se G ¢ super-A, da Defini¢do 4.1.1, o nimero de cortes de aresta de
cardinalidade de G ¢ igual ao niimero de vértices de grau minimo ¢ este ¢ igual a 4.
Logo, todo conjunto unitario constituido por cada vértice de grau minimo define um

corte trivial com A arestas. Assim, ndo ha nenhum outro corte com esta cardinalidade. m

Observacao 4.1.1: Nem todo grafo super- A € max A & min m,. Embora um
grafo G super-A tenha m)(G) = p;(G), é possivel haver um outro grafo G'e G;(n, m),
também super- A, tal que my(G’) = py(G’) e my(G’) < my(G). Embora ambos sejam
super-A, somente G’ € max 4 & min m;. Os grafos da Figura 4.2(a) e (b) sdo exemplos
de grafos assim para A = 3. O grafo da Figura 4.2(a) possui m; = p, = 3 ¢ o da Figura

4.2(b), m) = p, = 2. Portanto, somente o segundo grafo ¢ max A & min m,.

AN
avurdivir,

(a) (b)

Figura 4.2: Os grafos (a) e (b) sdo exemplos de grafos super-/ com 6 vértices e 11 arestas, sendo que o

grafo em (b) também € max . & min m;.
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A construcdo de grafos max A & min m;, G\.,,,, para os quais 22 > 3, comeca
A T -

a partir do Teorema 4.11. A prova do Teorema 4.1.1 ¢ aqui reescrita ¢ foi baseada na

seguinte proposi¢do, cuja prova pode ser encontrada em Bauer ef al. [9].

Proposicao 4.1.1: Seja G um grafo tal que 4(G) = k(G). Todo conjunto de corte
com uma quantidade minima de arestas de G ¢ formado ou, somente, por arestas

incidentes a um vértice ou, somente, por arestas independentes.

Teorema 4.1.1: Para m > 3n/2, os grafos de Harary sdo super-A.

Prova: Dado que m > 3n/2 e que A = [%J, ¢ facil mostrar que em todos os

casos acima, 4 = J > 2. Logo, para estes valores de m sempre ¢ possivel determinar

grafos de Harary.

Os grafos de Harary atendem a propriedade (i) da Defini¢do 4.1.1. Para provar
que todos os grafos dos tipos Hy(q), Hi(q), Hx(q) e Hs(q) sdo super-i, s6 precisamos

provar que eles satisfazem também a propriedade (ii).

Tal prova sera dividida em trés partes. Na primeira, provaremos que, se g > 2,
¢ = |2, todo grafo de Harary do tipo Hy(g) ou do tipo Hi(q) é super-A. Na segunda
parte, provaremos a validade do resultado para os grafos do tipo Hi(g), quando ¢ = 1, ou
seja, quando 4 = ¢ > 2. Finalmente, a terceira parte da prova mostra que tanto os grafos

H>(q) e H3(q) também sdo super-A.

Seja ¢ > 2 e G um grafo de Harary do tipo Hy(q) ou Hi(q), construido pelo
Algoritmo 2.2.1. O algoritmo inicia com n vértices rotulados, no sentido horario, de 0 a

n-1. Durante a execu¢do do Passo 3 ¢ criado um ciclo C,. Como m > 3n/2, ¢ fato que
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m > ne G # C, Assim, na execucdo do algoritmo, uma corda serd inserida em C,,

ligando dois vértices i e j nao adjacentes no ciclo quando a distancia entre eles ¢ dada

pelo menor valor entre |j-i|n§ gen -|j -i|n < g. Se a distancia for exatamente g = 2,

uma corda ligara i a j, formando um triangulo (ciclo de comprimento 3). Sem perda de
generalidades, pode-se colocar uma aresta entre os vértices i e j tal que j =i + 2. Assim,
iei+ 2tém, em cada um deles, pelo menos trés arestas incidentes e o grafo corrente G’
¢ do tipo H;(2), onde ¢ = 0, 1. Seja G’ um subgrafo gerador de G ¢ U, um conjunto de
corte de arestas de G de cardinalidade minima, que neste caso ¢ 4 = 0 = 4. Sem perda de
generalidade, uma das arestas (i, i + 1) de U esta no ciclo e uma outra ¢ do triangulo da
forma (i, i + 2), de modo que i fica em uma componente de G- Uei + 1 ei+ 2 em
outra. Sendo estas arestas incidentes entre si, da Proposicdo 4.1.1, o corte U ¢
constituido somente de arestas incidentes a i. Logo, U € um corte trivial ¢ o numero de
cortes de cardinalidade 4 = 0 = 4 tem que ser igual ao nimero de vértices de grau 4 em
G, caso em que G ¢ do tipo H/(g), onde t = 0, 1. Se, entdo G" # G, o algoritmo
prossegue a partir de G, tornando G’ um subgrafo gerador de G. Neste caso, G tera
grau minimo 4 =0 >4 e g > 2 e ¢ um grafo de Harary do tipo Hi(g). Seja S um corte de
G de cardinalidade 4. S necessariamente contera um corte U de G’ com arestas como
(i,i + 1) e (i, i + 2). Usando a mesma argumentacdo anterior, S serd constituido por
A arestas incidentes em i. Assim, G tera tantos cortes de cardinalidade minima quanto
sdo os vértices de grau minimo em G. Logo, para ¢ > 2, todo grafo de Harary do tipo

Hy(q) ou Hi(q) € super- /.

Caso o grafo G fosse construido pelo Algoritmo de Hakimi o raciocinio da prova

seria semelhante ao apresentado anteriormente.

Para ilustrar a primeira parte da prova, veja na Figura 4.3, os grafos (a), (b) e (¢).

Nela, foi escolhido o grafo G = Hy(3) da Figura 4.3(b), cujo subgrafo gerador
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G’ = Hy(2) esta na Figura 4.3(a). O conjunto de corte S = {(0, 1); (0, 2); (0, 3); (0, 5); (0,
6); (0, 7)} de G, ¢ formado pela quantidade minima de arestas, igual ao grau minimo

que ¢ 6, necessarias para desconectar G. A Figura 4.3 (c) mostra o grafo desconexo

G — S que ¢ formado por duas componentes, sendo uma delas constituida por um vértice
isolado, o que faz U ser um corte trivial. Veja que S contém o corte U = {(0, 1); (0, 2);

(0, 6); (0, 7)} de G'que ¢ um subgrafo gerador de G do tipo Hy (2).

(a) G =Hy(2) (b) G’=H,(3) (c) Grafo G- U

Figura 4.3 - Ilustra a primeira parte da prova do Teorema 4.1

Na segunda parte da prova, faca ¢ = 1 ¢ tome G um grafo de Harary do tipo
H,(1). De acordo com a seqiiéncia de graus e o grau minimo dos grafos H;(¢g), na Sec¢ao
2.1, veja que o(G) = 3, ja que g = 1. Veja exemplos da Figura 4.4. Além disso, G tem
um ciclo como subgrafo gerador, que ¢ um grafo de Harary do tipo Hy(1). Suponha por
absurdo que U seja um conjunto de corte de arestas de G com 3 arestas independentes
entre si. Como U tem um subconjunto de 2 arestas que desconectam o ciclo e estas sdo
independentes, elas ndo podem ser consecutivas no ciclo. Sem perda de generalidades,
considere as arestas (0, 1) e (2, 3) do corte. Se o grafo G foi gerado no Passo 4 do

algoritmo, entdo as arestas (1,14 |5 |) e (2,2 + [5]) teriam que pertencer a U, o que
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gera uma contradi¢cdo, pois a cardinalidade de U ¢ 3. Logo, U nao ¢ constituido por
arestas independentes. Pela Proposi¢ao 4.1.1, U tem que ser formado por arestas
incidentes a um mesmo vértice. Novamente, o numero de cortes de cardinalidade
minima ¢ igual ao nimero de vértices de grau minimo e G ¢ super-A. Se G fosse

construido no Passo 5, a prova seria semelhante e por isso sera omitida.

A Figura 4.4 mostra grafos de Harary do tipo H;(1) gerados nos Passos 4 ou 5 do

Algoritmo 2.1.1 que podem ajudar o acompanhamento da segunda parte da prova.

® &
?/ \? 5/ ™~
o ® ® ®
4\./2 N

(a) Ciclo Hy(1) (b) Grafo de Harary H,(1) com n par
@
/ o \\\
4 1
3 2

(c¢) Grafo de Harary H (1) com n impar

o o
?/ \?
® ®
5 \ /3

@
A

(d) Grafo de Harary H,(1) com n =8 e C, destacado

Figura 4.4 — Grafos que ilustram a prova que H,(1) é super-
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A terceira parte da prova se justifica facilmente, pois todo grafo de Harary G do
tipo Ha>(q) ou H3(g) tem como subgrafo gerador, um grafo de Harary do tipo Hy(g) ou
Hi(q). Seja esse grafo G’. Como todo conjunto de corte de cardinalidade minima em G
contera um subconjunto de corte de G, usando os mesmos argumentos utilizados na
primeira parte da prova, segue-se que U tem que ser constituido por arestas incidentes a
um mesmo vértice. Logo, a quantidade de conjunto de cortes de comprimento minimo ¢

igual ao nimero de vértices de grau minimo e G ¢é super- 1 . m

4.2 Grafos max 4 & min m;

Da Observacdo 4.1, sabemos que ha grafos super-A que ndo sdo
max A & min m,. Caberia entdo perguntar se poderiamos construir grafos de Harary que
sejam max A & min m,. Pelo Teorema 4.1 sabemos que, para A = 2m/n > 3, todos estes
grafos sdo super-A, mas nenhuma informagao temos ainda quanto a existéncia ou nao de
alguns desses grafos serem também max 1 & min m,. A Proposi¢do seguinte garante
que todos os grafos Hy(q) e Hi(q) sdo também max A & min m,. Em seguida, a
Observagdo 4.2 mostra que os grafos de Harary H»(q) e Hs(q) podem ndo ser max A &

min m,.
Proposicao 4.2.1: Todo grafo de Harary Hy(g) € Hi(q) € max A & min m,.
Prova: Seja g = L%J, sabendo-se que qualquer grafo de Harary G do tipo Hy(q)
ou Hy(q) tem m = | % | arestas e § = A = k =/ 22 |. Se G = Hy(q), entdo G é regular de grau
2q, caso G = Hy(q) quando ¢ impar e n par, G ¢ regular de grau 2¢g + 1. Quando d e n

forem ambos impares, G € Hj(g) e tem n — 1 vértices de grau 2¢ + 1 e apenas um de

grau 2qg + 2. Estes grafos possuem como subgrafo gerador um #n-ciclo e como eles sao
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extremais em relagdo ao menor numero de arestas entre todos os grafos com maxima
conectividade de aresta, podemos afirmar que eles também possuem a menor

quantidade de vértices com grau 0 = A =k = L%J Portanto pelo que foi apresentado e

pela Proposigdo 4.1.1 e pelo Teorema 4.1.1 Hy(g) e Hi(g) possuem a menor quantidade
de conjuntos de cortes de arestas com cardinalidade igual a 4, ou seja, sdo min m,. Para
provar esta ultima afirmagdo, faga p ser o nimero de vértices de grau igual a 4 = ¢ de
um grafo max A. Se um grafo G é max A pode-se escrever que 2m = nd + r. E facil ver
que o limite inferior para a soma dos graus (que € igual ao dobro do niimero de arestas)
seria dado por 2m > po + (n — p)(d + 1), ou seja, 2m > no + n — p. Substituindo-se 2m
por nd + r encontra-se p > n — r. Assim, o menor nimero possivel de vértices com grau
igual a 4 deve igual a n — r . Os grafos Hy(q) sao regulares com grau 2¢g e sdo super-A,
portanto p = n. A mesma explicagdo ¢ valida quando H,(g) é regular. Os grafos H(q)
quando ndo sdo regulares também sdo super-A e possuem um vértice de grau 2g + 2 e os
demais grau 2g + 1. Acarretando que 2m = nd + 1 e p exatamente igual a n — r ( no

caso r = 1). Logo, todo G, grafo de Harary Hy(q) ou Hi(q) ¢ max A & min m;. m

Observacio 4.2.1: Existem nimeros naturais n ¢ m tais que 2m/n > 3 para os
quais ha grafos de Harary que, embora sejam super-i, ndo sdo max A & min m;. Os
grafos da Figura 4.5 sdo de Harary super-A do tipo H;(1), sendo que o da Figura 4.5(a)

nao € max A & min my, ¢ o da Figura 4.5(b) é max 1 & min m,.

H H
2 5 \\\ 2

vl
AN ./ |~

(a) (b)

Figura 4.5: Grafo de Harary super-1 em (a) e grafo de Harary super-A max A & min m; em (b)
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O teorema seguinte mostra que para qualquer n e m € sempre possivel construir
grafos de Harary H»(q) e Hs(q) max 4 & min m;. Uma modificagdo no Algoritmo 2.1.1
permite que os grafos construidos sejam max A & min m,. Este Algoritmo esta

apresentado logo apds o Teorema 4.2.1.

Teorema 4.2.1: Para todos os nimeros naturais 7 ¢ m tais que 22 > 3, ha grafos
n = 2

de Harary H»(q) € H3(q) que sdao max A & min m;,.

Prova: Pelo teorema precedente, precisa-se mostrar somente a existéncia de um
grafo G do tipo Ha(g) € outro do tipo H3(q) em (G\(n, m) com o menor niimero possivel
de vértices com grau igual a A. Assim, repetimos o que foi apresentado na prova da
Proposi¢do 4.2.1. Faca p ser o numero de vértices de grau igual a 4 = ¢ de um grafo
max A. Sabendo-se que 2m = nd + r, € facil ver que o limite inferior para a soma dos
graus seria dado por 2m >po + (n — p)(0 + 1), ou seja, 2m > nd + n — p. Substituindo
2m por no + r encontra-se p > n — r. Assim, os grafos de Harary do tipo H»(q) ou H3(q)
com o menor numero possivel de vértices com grau igual a A deve ter exatamente n — r

vértices de grau J.

Além disso, por G ser de Harary, ele tem que tomar uma das seguintes formas ou

G ¢ do tipo Hx(g), 0 <r < ["| ou G ¢ do tipo Hi(g), | "3+ | <r <n—1. (i) No
primeiro caso, a seqliéncia de graus ¢ determinada e G possui r vértices de grau
A(G) = 2¢g + 1, tendo todos os demais, grau 6 = 4 = 2q. Logo, o nimero minimo de
vértices com grau igual a 4 ¢ exatamente n — r. Por isso, ndo ¢ possivel haver outro grafo

com um numero de vértices de grau minimo menor que este. Conseqiientemente, todo

grafo de Harary do tipo Hx(q) € max 4 & min m,. O grafo H»(q) obedece as condi¢des
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apresentadas em (i) somente se ele for construido pelo Algoritmo de Hakimi. Isto se da,
pois, segundo o procedimento descrito por Bauer ef al. [9] para a construcao de grafos
Gerais de Harary, a seqiiéncia de graus ndo ¢ determinada, dado que a insercao de
vértices ¢ feita de forma aleatoria, reveja secao 2.4. Sendo assim, dependendo da forma
que estas arestas sdo inseridas e do valor atribuido a A(G), é possivel existir diferentes
grafos com diferentes numeros de vértices de grau minimo. Logo, eles ndo sdo max 4 &
min m,. Os grafos das Figuras 4.6(b) e (¢) tém como subgrafo gerador o grafo da Figura
4.6(a). Enquanto o grafo em (b) foi construido seguindo o procedimento de Bauer et al.
[9], a partir da inserc¢do aleatdria de arestas em (a), o grafo em (c), foi construido pelo
Algoritmo de Hakimi. Veja que este ultimo obedece todas as condi¢des descritas em (i)

e o grafo em (b) ndo.

TN TNy oD
/e

L @
6 1
¢

® . @
5M1 ;

4 3 4 3

N

4

N

(a) (b) (c)
Figura 4.6: Subgrafo gerador H, (2) e grafos de Harary H, (2) construidos segundo Bauer ef al. em
(b) e segundo Hakimi em (c)

n+1
2

(if) Caso em que G ¢ do tipo H3(q), |

| <r<n—1 Neste caso, o grau

minimo de G é 6(G) = 29 + 1 e o grau maximo A((G) varia no intervalo

§(G)+1 < A(G) <6(G) +r — [ ]. Logo, dependendo do valor atribuido a A(G),

existirdo grafos diferentes com diferentes niimero de vértices de grau minimo e havera

grafos H3(q) que ndo serdo max A & min m;. Assim, o grafo de Harary do tipo H3(q)
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com o menor numero possivel de vértices com grau igual a A deve ter exatamente n — r

vértices de grau o.

Os casos abaixo descrevem como adicionar | % | arestas em um grafo Hy(g) ou

H\(q) para se obter um H3(g) com o menor numero possivel de vértices de grau minimo,
ou seja, igual a n — r. Para que isso ocorra, a inser¢ao devera, sempre que possivel, ser
constituida de arestas independentes e tal que p = n —r e 4 =6 +1, além disso, o[ H3(q)]
=2q + 1, portanto, impar. Pode-se observar que se 0 = n — 1 entdo r = 0 e, neste caos, G
¢ um grafo completo. Mas, como se sabe, os grafos de Harary H»(q) ¢ H3(q) ndo podem

ser completos, por isso, vamos tomar 3 <¢ < n-1.

Caso 1: n par e ¢ impar: A construgdo ¢ feita a partir de um grafo de Harary
H l(%), como o da Figura 4.7(a), que consiste de um grafo Hg(%) com as cordas da
forma (i, n/2 + i), i =0,... , n/2 -1. Assim, como 0 < n - 1, as arestas (i, n/2 -1 + i),
i=0,..,(n2) -2, formam um conjunto de arestas independentes com n-2 vértices ndo
pertencentes a 1(5_71). Logo, pelos mesmos motivos expostos no caso 1, o nimero » ¢
par, e estd no intervalo no intervalo 0 < » < n - 2. Desta forma, no grafo resultante

havera n — r vértices de grau J, como acontece no grafo da Figura 4.7(b).

DAVANIVAY, N
5\9/—\?/2 5\/4\4/2

(a) Hy(1) (b) H3(1)

Figura 4.7: Grafo H; (1) em (b) construido a partir do Grafo H, (1) em (a)
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Caso 2: n impar e ¢ impar: A construgdo ¢ feita a partir de um grafo Hl(a%l)
com grau J, como o da Figura 4.8(b) com n = 7 ¢ m = 18 resultante de um grafo
HO(%) com grau 0 -1, como o da Figura 4.8(a) n =7 e m = 14, acrescido das arestas
[, (n-1)/2 +i],i=0,..., (n-1)/2. Assim, Hl(é%l) tem n -1 vértices de grau J e somente o
vértice (n -1)/2 com grau J. No caso em que n ¢ impar, isto estd de acordo com a
definicao do grafo H;. As arestas {i, [(rn-3)/2] + (i+1)}, parai=(n+ 1) /2,... , n-2, onde
[(n-3)/2 + (i+1)], s3o tomadas por mod n e constituem um conjunto de arestas
independentes que ndo estdo no grafo. A quantidade de vértices para formar estas
arestas ndo pode ser maior do que n-3. Logo, r-1 < n-3. Além disso, as arestas
introduzidas deverdo ser independentes no grafo /1 1(6%1) e formardo um grafo Hs(g),

como o que esta representado na Figura 4.8(c). =

7 N\Ng a7 2\ //;\\

o e ¢ e
: KA &
o N N

(a) Ho(2) (b) H:(2) (c) H5(2)

Figura 4.8: Grafo H;(2) em (c) construido a partir dos grafos H((2) em (a) e H;(2) em (b)
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4.3 - Um algoritmo de construciao para

Grafos de Harary em G ,,,(n, m)

O Teorema 4.2 garante que todo grafo de Harary do tipo Hx(q) € max 1 &
min m) ¢ que € sempre possivel encontrar um que seja. No entanto, isto nao significa
que todos do tipo H3(q) o sdo desta forma. E de fato, ndo sdo. Algoritmo de Hakimi,
dado no Capitulo 2, constréi grafos que podem ndo ser max A & min m;, dado que o
Passo 4 permite a inser¢ao de arestas aleatérias ao subgrafo gerador regular maximal do
grafo corrente. Além deste, o procedimento de Bauer et al. [9] também permite a
insercdo aleatoria de arestas, tanto para a constru¢do de um grafo H>(q) quanto de um
Hs(g). Assim, seria interessante saber construir grafos de Harary que seguramente sejam
max A & min m,. Como contribui¢do deste trabalho, ¢ apresentado na proéxima um
algoritmo que constroi grafos de Harary que sejam max A & min m;, ou melhor, que

estejam na classe Gy, (n,m) para > 3.

A seguir descreveremos dois exemplos quando ¢ ¢ par, que junto com os casos 1
e 2 mostrados anteriormente para ¢ impar, mostram como trabalha o Algoritmo 4.3.1 ao

construir Grafos de Harary que sejam seguramente max 4 & min m;.

Exemplo 4.3.1: n par e J par: A construgdo ¢ feita a partir de um grafo G’ de
Harary do tipo Ho(%). Sabemos que 2m = nd + r e como no € par, r <n — 2 sera também
par. As arestas independentes que ndo pertencem a G’ sdo da forma (i, n/2 + 1) para
i =0,..., n/2 -1. Assim, encontramos r vértices que formam um conjunto de /2 arestas

independentes que inseridas de forma a obedecer as restri¢des mostradas vao formar um
grafo Hz(g) com min m, , como acontece com o grafo exemplo da Figura 4.9(b). Se a

inser¢ao fosse feita utilizando-se pelo menos duas arestas incidentes a um mesmo
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vértice, teriamos pelo menos um vértice a mais em G com grau minimo que o grafo

obtido com inser¢do de arestas independentes.

Algoritmo 4.3.1: Constrdéi grafos de Harary pertencentes a G ,,,,, (n,m), > 3.

Entrada: ne o € IN, d <ne H=(V, E) o grafo trivial, isto &, v=(0,....,n- 1) e E=0.
1 — Inicie o grafo H com n vértices isolados numerados de 0 a n-1 no sentido horario.

2 —Faca

3 —-Parai=0,...,n-2
Paraj=i+1,..., n-1
se |(j—i)n| <g ou n—|(j—i)n|§ g entdo
E—EU{( )}
Retorne o grafo H
4 — Se 0 par e n par entdo
parai=0,..., (n/2) -2,
insira uma aresta entre o vértice i e o vértice (i + n/2)
Retorne o grafo H
5 —Se ¢ par e n impar entdo
parai=0,..,[(n-1)/2]-1
insira uma aresta entre o vértice i e o vértice [(n-1/2) +i]
Retorne o grafo H
6 - Se 0 impar e n par entdo
parai=0,.., (n/2) -1
insira uma aresta entre o vértice i ¢ o vértice (i + n/2)
parai=0,..., (n/2) 2
insira uma aresta entre o vértice i e o vértice [i + (n/2) - 1]
Retorne o grafo H
7 — Se 0 e n sdo impares entdo
insira uma aresta entre o vértice 0 e o vértice (n - 1) /2
insira uma aresta entre o vértice 0 ¢ o vértice (n + 1) /2
Parai=1,...,(n-3) /2
insira uma aresta entre o vértice i e o vértice [i + (n+1) /2]
insira uma aresta entre o vértice i e o vértice [i + (n - 1) /2]

Retorne o grafo H

Fim.
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A Figura 4.9(a), mostra um grafo G’ do tipo Hy(2) com % arestas. O grafo de
Harary H, (2) = Ks — {(2,5)} ¢ apresentado na Figura 4.9(b) e tem como subgrafo

gerador o grafo G’ obtido pelo acréscimo de 2 arestas independentes em G.

V2 N
Nd7 TN

(a) Ho (2) (b) £>(2)

Figura 4.9: Grafo H, (2) em (b) construido a partir do Grafo Hj (2) em (a)

Exemplo 4.3.2: n impar e 6 par: Como J < n-1, o grafo Ho(3) ndo utiliza as
arestas [i, (n-1) /2 +i],i=0,..., [(n-1)/2] -1, como o grafo com n =7 e m = 14 da Figura
4.10(a). Estas formam um conjunto de arestas independentes com n -1 vértices que
podem ser usadas para formar um grafo H>(2). Neste caso, pelos mesmos motivos
expostos no caso 1, » ¢ par e nao maior do que a n-1. Com isso, o conjunto das arestas
independentes inseridas no grafo H(](g), a partir dos r vértices, deixa n — r vértices de

grau J, como o grafo com n =7 e m = 16 da Figura 4.10(b).

\
@ ® © @
4 Lo R
5\ /2 5\ /2

4 3 4 3

(a) Ho(2) (b) H2(2)

Figura 4.10: Grafo H,(2) em (b) construido a partir do Grafo H((2) em (a)
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Capitulo 5

Grafos max 4 & min m; quando [ 22| = 2

Quando % > 3, vimos que os grafos de Harary sdo super-A e, sob esta mesma
condi¢do, embora todos os grafos de Harary do tipo Ho(g) e Hi(g) sejam max . &
min m;, 0 mesmo nao acontece com os do tipo Hx(q) € Hs(q). No entanto, existird pelo
menos um grafo de cada um destes tipos que ¢ max A & min m;. Neste capitulo,
estudaremos os grafos de & ,,,, (n,m), em que 4 = 2, temos que para certos valores de
m ¢ n sob as condi¢des anteriormente admitidas, nem todos os grafos de Harary sdo
super-A.

Os grafos da Figura 5.1 pertencem a familia G»(5, 6). Enquanto aquele da Figura
5.5(a), em que my = 3, € super-A, o da Figura 5.5(b), com m; = 4, ndo o ¢. Observe que

somente este ultimo ¢ de Harary.

N <

(a) K33 (b) Cs + uma aresta

Figura 5.1: Grafos em G(5, 6)

O procedimento mostrado na Se¢do 4.3 do Capitulo 4 ndo se aplica a esta familia
de grafos. Para se estudar o caso em questdo, faz-se necessario usar o conceito de grafos

purificados aplicado a caminhos disjuntos por arestas, como aparece em [9] e [75].
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A inser¢do de um vértice de grau 2 em uma aresta de um dado grafo ou
multigrafo ¢ uma operagao conhecida por subdivisdo de aresta. Mais formalmente, seja
uma aresta e = (v, w) de um multigrafo G (lembrar que um grafo simples ¢ um caso
particular de multigrafo) e considere o grafo G’ resultante de G, quando e ¢ substituida
pelo par de arestas (v,u) e (1, w) em G. Em geral, a aresta e ¢ referida como uma aresta
subdividida. E claro que G” pode vir a ser um grafo simples.

Veja que ambos os grafos da Figura 5.1 resultam da inser¢do de vértices de grau

2 nas arestas do multigrafo mostrado na Figura 5.2.

Figura 5.2: Multigrafo onde as arestas sdo subdivididas para se obter os grafos da Figura 5.1

Defini¢cdo 5.1: Um grafo S = S(G) é um grafo subdivisdo de um multigrafo G,
ou simplesmente uma subdivisdo de G, quando S; é obtido de G pela subdivisdo de
cada uma das arestas de G, ou seja, S| € obtido de G, de modo que cada aresta em S
seja subdividida exatamente em duas a partir da sua correspondente em G. Se S for
obtido de G por sucessivas operagdes de subdivisdo, denotamos S = Sy(G) = S(Sk./(G)),
e dizemos que S € a k-€sima subdivisdo de G.

A Figura 5.3(b) ilustra um grafo S obtido de G, Figura 5.3(a), por uma operacao

de subdivisdo em cada uma das arestas de G.
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Figura 5.3: Grafo subdivisdo S; em (b) obtido do grafo em (a)

Observagéo 5.1: Sejam m > n e r nimeros naturais tais que n >3 e r > 2. Seja H
um grafo simples, r-regular, com n vértices e m arestas, em que H; seja a primeira
subdivisdo de H. Entdo H; ¢ tal que n; = n + nr/2 e m; = 2m_ Este resultado pode ser
generalizado com a seguinte relagdo de recorréncia. Dado H, a primeira subdivisdo H,
de H é tal que ny = n + m e m; = 2m; a segunda subdivisdo H, de Htem n, =n; + m e
my = 3m. Logo, n, = n + 2m; a terceira subdivisdo H; de H tem n3 = n, + m € ms = 4m.
Consequentemente, n3 = n + 3m. Generalizando, a k-ésima subdivisdo H; de H ¢ tal que

ng=n+kmem;=(k+1)m.

Observagéo 5.2: Sejam m > n e r nimeros naturais tais que n >3 e r > 2. Seja H
um grafo simples, r-regular, com n vértices e m arestas em que H; seja a k-subdivisdo de

H. Entdo H; étal que ny=n + km, e my = (k+ 1)m.

Definicdo 5.2: Seja G um grafo com n vértices e m arestas. Seja um natural
nx < m, diz-se que ny arestas sdo subdivididas quando ¢ inserido um vértice de grau 2 em
cada uma dessas arestas. O grafo G’ neste caso tera n; arestas com uma Unica

subdivisdo e as demais arestas sendo exatamente as mesmas de G. Caso n; > m, faca
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ng=pim+ B, f1 e fr€ N. Quando n; = m, =0, cada aresta pode receber f; vértices
de grau 2. Se isto ocorrer, o grafo resultante G’ serd um grafo subdivisdo, conforme
Defini¢ao 5.5. Se f, # 0, cada aresta de G podera receber 5 novos vértices de grau 2 e,
ainda, havera f, arestas distintas em G, cada uma delas, capaz de receber mais um novo
vértice de grau 2. O grafo resultante G’ terd, a partir de G, S, arestas com duas inser¢des
de vértices de grau 2 e as demais com apenas uma inser¢do. Em qualquer um destes
casos, e somente nestes, dizemos que a operagdo ¢ uma subdivisdo uniforme de arestas
de G e o grafo resultante G’ ¢ dito ser um grafo subdivisdo uniforme de G e denotado

por Gy,

Observe que um grafo subdivisdo uniforme de Gy, permite numeros de
operacdes de subdivisdes de arestas distintos, o que ndo acontece com o grafo
subdivisdo de arestas. Ou seja, todo grafo subdivisdo ¢ um grafo subdivisdo uniforme,
mas a reciproca nao ¢ verdadeira. Como exemplo, a partir do grafo ilustrado na Figura
5.4(a), obtemos os grafos Gy, mostrados nas Figuras 5.4(b) e 5.4(c). O primeiro, com 5

arestas subdivididas e o segundo, com 7.

| e e

°
o 6 0 ¢ 00

o—©

o

(a) (b) (©

Figura 5.4: Grafos G, em (b) e (c) obtidos a partir da subdivisdo uniforme de arestas no grafo em (a)
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Definicédo 5.3: Sejam u e v dois vértices adjacentes de G, a contragdo elementar
(ou, simplesmente, contragao) de dois vértices adjacentes u € v € uma operagdo que
resulta num grafo G’, em que os vértices u € v sdo substituidos por um unico vértice w,
tendo como arestas incidentes exatamente aquelas que eram incidentes auz ouavem G.
Para maiores detalhes veja [40]. Dado um caminho P,, uma contracao de dois vértices
adjacentes u e v reduz P, a P,.;. Uma seqiiéncia sucessiva de n-1 contragdes elementares
de vértices de P, o reduzird a um unico vértice. Em geral, um grafo G ¢ contrativel a H,
se H resulta de G por sucessivas contragdes elementares. Neste caso podemos dizer que
H ¢é uma contrag¢do de G. Por exemplo, no caso dos caminhos, se ¢ < k, P, ¢ uma
contragdo de P;. Quando o grafo G possui um subgrafo induzido isomorfo a um
caminho Py, tal que em G, os graus dos vértices extremais de P, sejam maiores ou iguais
a 3 e os graus dos vértices intermedidrios sejam exatamente 2, a operacao que resulta no
grafo G’ obtido de G por (k-2) contracdes sucessivas dos vértices intermediarios de Py, €
chamada de contracdo por caminho. Observe que G’ pode ndo resultar em um grafo

simples.

5.1 Grafos Purificados

Os conceitos de grafos Purificados disponiveis na literatura foram encontrados
de maneira muito intuitiva e pouco formal, nos artigos de Bauer et al. [9], Boesch et al.
[15] e Wang e Zhang [75]. Esta se¢do tem como objetivo definir de forma clara e

precisa o que ¢ um grafo Purificado.

Definic¢éo 5.5.1: Um grafo purificado ¢ um multigrafo quando ele ¢ obtido de G
por sucessivas contragoes por caminhos aplicados a todos os caminhos disjuntos por

arestas de G. A operagdo que faz resultar G’ por sucessivas contragdes de todos os
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caminhos disjuntos de G ¢ chamada de purificagcdo do grafo G e G’ € o grafo purificado

de G que denotamos por G’ = P(G).

//\
ST,

\

0—0 o o0

(a) G, (b) G, (c) G (d) G,

QKX

(e) P(G) () P(Gy) (8) P(G) (h) P(Go)

Figura 5.5: Grafos da classe G, (8, 10) em (a), (b), (¢) com seus respectivos grafos purificados

P(Go), P(Gy), P(Ge) e P(Gg) em (e), (), (2) e (h).

Observagéo 5.1.1: Se um grafo simples S ¢ resultado de uma k-subdivisdo
uniforme de um multigrafo G entdo G resulta de uma contragdo de S. Assim, dado um
grafo G qualquer, seu grafo purificado P(G) ¢ uma contragdo de G, pois ele ¢ obtido por
sucessivas contragdes de pares de vértices de G. Por exemplo, na Figura 5.5, todos os
multigrafos dados em (e), (f), (g) e (h) sdo contragdes dos respectivos grafos que estdo

nas Figuras 5.5(a), 5.5(b), 5.5(c) e 5.5(d).
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5.2 Construcao de grafos max A & min; quando
2m | __
5] =2

Os exemplos dos grafos dados nas Figuras 5.1 e 5.5 motivaram Bauer et al.[9] a
observar que se existem grafos pertencentes a classe Gx(n, m) cujos grafos purificados
sdo os mesmos e, tera menor valor para m; aquele que foi obtido a partir de uma
inser¢ao uniforme de vértices de grau 2 em P(G). Os grafos da Figura 5.5 todos
pertencentes a G»(8, 10) e foram estudados por Bauer e al. [9] para se conhecer o efeito
sobre m; em grafos de uma mesma classe tendo distintos grafos purificados. Na Figura
5.5(a), o grafo tem m, = 8, na Figura 5.5(b) m, = 7, na Figura 5.5(c), tem m, = 8 e,
finalmente, o grafo da Figura 5.5(d) tem m; = 4. Analisando ainda a Figura 5.5(a),
Bauer et al. [9] observaram que apesar de G, possuir mais vértices de grau 2 que G,,
my(G,) € menor que my(Gp). Poderiamos acreditar que isto ocorre devido ao fato do
grafo Purificado P(G) possuir A = 3, que ¢ maior do que a conectividade de aresta 4 = 2
do purificado P(G,). Todavia, um menor valor para m, ndo ¢ garantido por um
incremento na conectividade de aresta do grafo purificado, como acontece em G, com
m, =17, e em G, com m, = 8. Nestes casos, a conectividade de arestas de seus
respectivos purificados P(Gp) e P(G.) sdo, respectivamente, iguais a 3 e 4. Estas
observagdes, junto com o grafo G, Figura 5.5(d), motivaram Bauer et al. [9] a acreditar
que o menor valor para m; € obtido a partir de sucessivas subdivisdes uniformes em um
grafo purificado com 4 = 3. A prova de que este procedimento gera um grafo G com m,
minimo se d4, a partir de um grafo qualquer, cuja conectividade de aresta ¢ 4 > 2 e tal

que, para todo par de vértices u e v, ambos com graus superiores a 2, possa ser
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decomposto por caminhos disjuntos por arestas que ligam « a v, de modo que cada grau
dos vértices intermediarios, caso existam, seja exatamente grau 2.

A partir de agora, mostraremos uma técnica de constru¢ao de grafos confiaveis
com 4 > 2 e m e n conhecidos. Para isso, suponha que certo grafo G possa ser
decomposto por y caminhos disjuntos por arestas, onde os vértices terminais de cada
caminho tenham grau 3 e os intermediarios, caso existam, grau 2. Considere entdo A;
como o conjunto de todos os caminhos disjuntos por arestas e, para i = 1,..., y, faca 7; 0
conjunto de todos os vértices de grau 2 dos respectivos caminhos disjuntos por arestas.
O grafo G da Figura 5.6, com 5 vértices, numerados de 0 a 4, sendo o vértice u igual a 0
e o vértice v igual a 2, € usado como exemplo. Este grafo possui 3 caminhos disjuntos

por arestas ligando os vértices u ¢ v. Portanto, y =3 ei=1,2¢ 3.

SO

al¥ /1

3 2

Figura 5.6: Grafo que pode ser decomposto por caminhos disjuntos por arestas.

Os valores para 4; e T; entre os vértices u e v sdo os seguintes: 4, = {0, 1, 2} =>

T] = {1},

T| = 1;4,={0,4,3,2} => T\ = {4, 3},

T| =2; 45=1{0,2} => Ty = 4,
|T3| = 0. Observe que 7; pode ser vazio. Se |Z| # 0, a remogdo de qualquer par de
arestas de 4; desconecta o grafo. Com isso, chega-se as seguintes relagdes:

(1) me > >V, (“"éﬂ);

T;|, representa o numero de vértice com grau 2 ¢;

(i) p2=230
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(i) m=>Y,|T;|+ 1, a quantidade de arestas.
Sabendo-se que G tem n vértices, m arestas e A= [2*| =2, ¢ possivel
relacionar o numero de vértices e arestas do seguinte modo:
2m=no +r (5.2.1)

Pela prova do Teorema 4.2.1, podemos concluir que p, > n — r, onde p, é o
nimero de vértices de grau 2. A equagdo (5.2.1) pode ser reescrita como m = n + 3.

Tomando-se 5 igual a e, obtemos as seguintes relagdes:

(1) m=n+e; (5.2.2)
(i1) p2>n-—2e; (5.2.3)
i) m= Y0, T+ 1=, [T+ Y, 1=, [T 4y (5.2.4)
V) po= X0, [T (52.5)

Note que a féormula para o calculo de p, (5.2.5) ¢ igual ao 1° termo da

formula (5.2.4) e que m = n + e. Fazendo as substitui¢des adequadas, encontramos:
n+e=py+y, que ¢igual a p)=n + e —y. Novamente, substituindo este valor para p;

na inequagdo dada em (5.2.3), encontramos y < 3e. Isto significa que a quantidade de
caminhos disjuntos em que o grafo G pode ser decomposto ¢ limitada superiormente por

3e. Resumindo estes resultados temos:

my > Y0, (T, (5.2.6)
m=>" |T;|+1, (5.2.7)
vy <3e. (5.2.8)

Como P(G) deve possuir 4 = 3, o grafo purificado ¢ conexo 3-regular e, no

minimo, igual a um multigrafo com 2 vértices e 3 arestas. Portanto, podemos considerar
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que P(G) possui 3e arestas e, conseqiientemente, podemos admitir que y = 3e. Com isso,
o problema de encontrarmos o menor valor para m, pode ser reescrito da seguinte

forma:

3e
min Z (;’) (5.2.9)
i=1 N7

onde x;=|T}| + 1.
Sujeito a:

Ef"zl T =1m; (5.2.10)

x;€ um inteiro parai=1, ..., 3e,

onde x;=|T;| + 1, temos x;- 1 =|T;| = w;, parai =1, ..., 3e. Note que por construgdo, a
diferenca entre a quantidade de vértices com grau 2, inseridos nos diferentes caminhos
disjuntos por arestas, ndo pode ser maior que 1, ou seja, |T;| — |T;11| < 1. Com isso, é
razoavel admitir que a solu¢ao do problema em (5.2.9) ¢ dado por x; que € igual a s ou

s+ 1.

Sintetizando a solucdo do problema apresentado em (5.2.9) temos:

s+1 parai=1,..,L
T, = _
S parat= L+ 1,..., 3¢

Sabendo-se que Ef":l r; = m, a partir da equacdo (5.2.7) podemos obter:
'm:Z,, l5+l+zF 141
'”’-:Z; 1"+Z; 11-{-2? 1418
m=3" s+3" 1

Concluimos entdo que m = 3es + L, para 0 <L < 3e. Note que | 2| = 2 implica

que m < 3n/2. Além disso, m = n + e. Desta forma, e < n/2 e 3e < m.

57



Como x;=|T;| + 1, observe quando x; = s + 1 temos |T;| = s € quando x; = s temos

|T:|=s — 1. Portanto o valor para m, pode ser calculado com a seguinte expressao:
Mo > L("’tl) + (3e — L) (;)

Generalizando o procedimento até aqui apresentado, € intuitivo entdo construir
um interessante problema de otimizacao para calcular o menor valor para m,:
Y
. i
man E
2
i=1

Sujeito a:
Y xi=m;
x;€ um inteiro parai=1,..., y;
y<3e,
onde x;=|T;| + 1L

Para que a expressdo (5.2.9) forneca o menor valor para my(G), onde G é um

2m
m

grafo com n vértices, m arestas e A = | =™ | = 2 ¢ necessario que G seja construido de

forma que p, =n — 2e e que o nimero de cortes de arestas com esta cardinalidade seja a

menor possivel.

Os conjuntos de cortes de arestas de um grafo max A com 4 = 2 e cardinalidade
também igual a 2 que possa ser decomposto por caminhos disjuntos, como sugerido por
Bauer et al. [9], devem satisfazer uma das seguintes propriedades: (i) Tem que ser um
conjunto de arestas incidentes a um vértice; (i) precisa ser conjunto formado por pares
de arestas de um mesmo caminho disjunto por arestas e, finalmente, (iii) tem que um
conjunto formado por arestas diferentes que sejam também formados por pares de

arestas de caminhos disjuntos. Os grafos das Figuras 5.5(d), 5.5(b) e 5.5(a) sao
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exemplos para a primeira, segunda e terceira possibilidades de corte, respectivamente. A
possibilidade (i) sempre ocorre. Entretanto pode ndo ser a unica a ocorrer. Os grafos
pertencentes a classe Gi.,,, (1. m) que tenham apenas cortes de arestas incidentes a um
unico vértice sdo grafos super-A. A possibilidade (ii) somente ndo ocorre nos grafos
pertencentes a (¢s.,,, (n,m) que sdo super-A. Os pares de arestas (0, 4) e (2, 3) no
caminho 4, = {0, 4, 3, 2} do grafo da Figura 5.6 ¢ um exemplo desta situagdo. Em caso

| T |+1

da possibilidade (iii) ocorrer, o valor de m; é maior que ) /_, ( ) ) Portanto, este

grafo ndo pertence a Gs.,,, (1. m).

Faga, agora, e > 2. A constru¢ao do grafo mais confiavel comec¢a com um grafo
purificado G’ regular com grau 3, conectividade de aresta igual a 3 e com 2e vértices.
Como ja foi mostrado |T;| + 1=x;=s+ 1 parai=1,...,Le|T;|+ 1=x;=sparai =L

+1,..., 3e.

Desde que s > 1, segue-se que |7;|=s > 1 parai=1,.., L e |T;F s-1 > 0 para
i = L+1,...., 3e. Para formar o grafo G, insira s vértices de grau 2 em cada uma das L
arestas do grafo purificado G’ e s - 1 vértices de grau 2, em cada uma das 3e — L arestas

restantes. Ndo é possivel ocorrer a situagdo em que s =1 e L = 0, pois, teremos |T}|=s =
1 para i = 1,., L e |T.|= s-1 = 0 para i = L+1,...., 3e, resultando em

m=" ii (X)) =38 m=n-e=2ee H’—:’J = 3, caindo em uma contradi¢do, pois
queremos A = 2. Assim, sempre no minimo um 7; ndo é vazio e a conectividade de
arestas sera no maximo 2. E claro que A(G) > 2 desde que G’ ndo tenha uma ponte.
Observe que existem 3e caminhos disjuntos por arestas com dois vértices terminais
cada, denotados por u e v, com grau igual a 3 e todos os vértices internos com grau no
maximo igual a 2 em G. Sendo o grafo Purificado G’ 3-regular, a remog¢ado de 2 arestas

do Grafo G, cada uma de caminhos disjuntos diferentes, ndo o desconectam, pois cada
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caminho tem os vértices limites com grau igual a 3. Assim, os conjuntos de cortes de
arestas sdo formados por pares de um mesmo caminho disjunto por arestas e sao

exatamente:

LY + (3e = L) (3).

Antes da observacdo para o caso em que e = 1, apresentamos um exemplo

ilustrativo:

Deseja-se formar um grafo G com 17 vértices e 20 arestas de forma que ele
tenha conectividade maxima de arestas e a menor quantidade de conjunto de cortes de

arestas com cardinalidade igual a &. Como A = [ 22| = 2, deve-se construir um grafo

pertencente a Gi.,,,, (17, 20) usando o conceito de grafos Purificados.

Se n=17, m =20, entdo e = 3, pois m = n + e. O grafo Purificado G’¢ um grafo
3-regular com 6 vértices e 9 arestas, ilustrado na Figura 5.7(a). Para formar G, vértices

de grau 2 sdo inseridos em suas arestas de maneira uniforme.

Sendom =3es + L=>20=9s + L, 0 <L <9, encontra-se s =2 ¢ L = 2; desta
forma sao inseridos 2 vértices de grau em 2 arestas e um vértice de grau 2 em 7 arestas
(3e — L) remanescentes do grafo purificado G’. Veja que o grafo G obtido, Figura
5.7(b), € um grafo subdivisao uniforme do grafo Purificado G’, ou seja, G = G, (G).

Conforme a Defini¢do 5.2, ny = fim + > e neste caso ny=11, f1=1¢ f, =2.

(a) (b)
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Figura 5.7: Grafo Purificado em (a) e em (b) o grafo G pertencente a G'a,,,,, (17, 20)

Observe que o grafo G(17,20), Figura 5.7(b), possui 9 caminhos disjuntos por
arestas, sendo dois deles com 2 vértices internos de grau 2 e outros 7 com 1 vértice

interno de grau 2.

Observagéo 5.2.1: No caso que e = 1, somente o multigrafo regular com grau 3,
com dois vértices pode ser o grafo purificado, veja Figura 5.2. Por construcdo, pelo
menos 1 vértice de grau 2 em cada uma das arestas do grafo purificado G’ deve ser
inserido. Assim, temos m > 5, jA que m = n + e, e =1 e n > 4. Se n = 4, a Unica
possibilidade ¢ termos um 4-ciclo mais uma corda x. O Teorema 5.2.1 abaixo resume

todas estas consideragoes.

Teorema 5.2.1: Considere G’»(n, m) como o conjunto de todos os grafos com
A=|2"]=2em=n+e=3es + L onde 0 <L < 3e. Entdo qualquer grafo de
G’2(n, m) com m; minimo deve possuir n — 2e vértices de grau 2 inseridos
uniformemente em um grafo purificado regular de grau 3, com 2e vértices e 1 = 3 ¢
pertencem a Gs.,,, (n.m). Especificamente, cada uma das L arestas do grafo purificado

possui s vértices de grau 2 e cada uma das 3e — L arestas remanescentes possui s — 1

vértices de grau 2. No caso:
my = L (":1) + (3e — L)(;)
O corolario a seguir ¢ uma conseqiiéncia direta do Teorema 5.2.1.

Corolério 5.2.1: Se um grafo G pertencente a G »(n, m) € max 2 & min m;,, entdo
n — 2e ¢ o nimero minimo de vértices de grau 2 entre todos os grafos max A de

G 2(n, m).
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Prova: De acordo com a prova do Teorema 4.2.1 se G ¢ max A considere a
funcado 2m = nd + r. E facil ver que o limite inferior para a soma dos graus (que é
igual ao dobro do nimero de arestas) seria dado por 2m > po + (n —p) (0 + 1), ou seja,

2m>no +n—p. Fazendom =n + ee d =2, encontramos p >n —2e. m

5.3 Algoritmo para construcao de grafos

pertencentes a G, (n, m)

Como dito anteriormente, o que desejamos ¢ encontrar grafos em Ga(n, m) que
tenham n — 2e vértices de grau 2 e cortes de arestas formados somente por arestas
incidentes e por arestas de um mesmo caminho disjunto por arestas. Desta forma, a

seguir ¢ descrito um procedimento para construir grafos pertencentes a Gs.,,,, (1, m).

O Algoritmo 5.3.1 ¢ uma das principais contribui¢des desta dissertacdo e usa as
idéias descritas em Bauer et al. [9] que se baseiam no conceito de distribui¢ao
uniforme de vértices de grau 2 em um grafo purificado 3-regular e o classico conceito

de subdivisdo de aresta.

Observe que cada caminho disjunto por arestas 4; de um grafo G pertencente a
G'2.m, € um subgrafo induzido isomorfo a um caminho P;. Aplicando-se o conceito de
contragdo por caminho a cada 4; e considerando que 3e deve ser o nimero de arestas do
grafo purificado G° = P(G) 3-regular, conclui-se que a quantidade de vértices de G’ é

igual a 2e. O exemplo da Figura 5.6 ilustra esta afirmacao.

Os dados de entrada do algoritmo sdo os valores de n, m do grafo G a ser
construido. Sabemos que o grafo inicial é o grafo Purificado G’ 3-regular com 2e

vértices e 3e arestas. O objetivo ¢ distribuir vértices de grau 2 de forma mais uniforme
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possivel de acordo com a motivagdao de Bauer ef al. [9] e a Definicao 5.3, evitando a
possibilidade de corte formado por arestas de caminhos disjuntos diferentes. O

algoritmo possui os seguintes passos:

Algoritmo 5.3.1: Constrdi grafos pertencentes a Gs.,,,, (1, m).

Entrada: n, meee N,0<k<n.
1- Faga
e=m-n,

Construa um grafo Purificado 3-regular com 2e

vértices e 3e arestas;

2- Faga
K= Ln - ZeJ :
3e
3 —Faga
k subdivisdes no grafo purificado G’;
4 —Faca

n, =2e + 3ke, e my = (k+1)3e;
Se (n,=n e my=m) entdo
Fim
Sendo
L= |m —-m, | ,
5 — Insira 1 vértice de grau 2 em L arestas diferentes do grafo
corrente.

Fim

Desta forma, observando o desenvolvimento do Algoritmo 5.3.1, sdo inseridos k&
vértices de grau 2 em 3e — L arestas do grafo Purificado G’ e k + 1 vértices de grau 2
nas L arestas remanescentes, de acordo com a Definicdo 5.2. Assim, O grafo G

construido sempre tem no minimo um 7;, conjunto de vértices de grau 2 de cada i
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caminho disjunto por aresta, que ndo ¢ vazio. Portanto, a conectividade de aresta do
grafo ¢ 2.
Os dois exemplos a seguir confirmam os procedimentos para construcao de

grafos pertencentes a G, (1. m),

Exemplo 5.3.1: Deseja-se construir um grafo G com 17 vértices e 20 arestas de
forma que ele tenha conectividade méxima de arestas e a menor quantidade de conjunto

de cortes de arestas com cardinalidade igual a 4. Como A = || =2, devemos

construir um grafo pertencente a (7,,,,, (17, 20) usando o conceito de grafos purificados.

Sen =17, m =20, entdo e = 3, pois m = n + e. O grafo purificado G’ serd um

grafo 3-regular com 6 ( = 2e ) vértices e 9 ( = 3e ) arestas, ilustrado na Figura 5.8(a).

Do passo 2, k = 1. Fazemos 1 subdivisdo no grafo Purificado G’, ilustrado na
figura 5.8(b), descrito no passo 1. Do passo 4, n; = 15 e m; = 18 que ndo atendem os
valores de n e m do grafo G , por isso, passamos para o passo 5 e encontramos L = 2.
Inserimos 1 vértice de grau 2 em 2 arestas diferentes na subdivisdo do grafo Purificado

G’. O grafo corrente esta na Figura 5.8(c).

o/ .\ o\/:/.\.\ o<./.\.\‘\
i\/ * ¢</ t\/. ® /t
\ ./ .\‘/" “e L°

(a) (b) (©)

Figura 5.8: Grafo Purificado G’ em (a), 1* subdivisdo de G’ em (b) e em (c) o grafo G com 17 vértices

e 20 arestas
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Exemplo 5.3.2: Deseja-se construir um grafo G com 7 vértices e 9 arestas de
forma que ele tenha conectividade méaxima de arestas e a menor quantidade de conjunto

de cortes de arestas com cardinalidade igual a 2. Como A = [ 22| = 2, deve-se construir

um grafo pertencente a G, (7.9) usando o conceito de grafos purificados.
Sen=7,m=09,entdo e =2, pois m = n + e. O grafo purificado serd um grafo 3-

regular com 4 vértices e 6 arestas, ilustrado na Figura 5.9(a). Este grafo ¢ construido nos

Passos 4 ¢ 5 do Algoritmo 5.3.1, onde ¢ inserido 1 vértice de grau2 em m —3e (9 — 6 =

3) arestas diferentes do grafo Purificado G’(4, 6) e construimos o grafo da Figura 5.9(b).

.

(a) (b)

Figura 5.9: Grafo Purificado G’ em (a), e em (b) o grafo G com 7 vértices ¢ 9 arestas

Veja que com a insercao uniforme de vértices de grau 2 no grafo Purificado G’
3-regular o grafo G possui n — 2e vértices de grau 2 e os conjuntos de cortes com
cardinalidade igual a 2 sdo formados por pares de um mesmo caminho disjunto, com
isso a remogao de 2 arestas de G, cada uma de caminhos disjuntos diferentes, nao o

desconectam.

5.4 - Grafos super-J em Gs(n, m)

O conceito de grafos super-A foi inicialmente usado nesta dissertagdo para

encontrarmos grafos max A & min m; quando 4 = 3.
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A secdo precedente foi motivada pela observacao que para certos valores de n e
m da familia G5(n,m) grafos super-A ndo existem. Veja o caso dos ciclos com n
vértices, C,, ¢ de alguns grafos construidos a partir de uma subdivisdo uniforme de
arestas de grafos purificados, como o grafo da Figura 5.5(b). Desta forma, foi
apresentada uma alternativa para resolvemos o problema de encontrarmos grafos
max /. & min m, , quando 4 = 2. Todavia, a familia (G5(n,m) ndo ¢é isenta de grafos
super-1. Além disso, quando tais grafos possuem nimero minimo de vértices de grau 2

podemos dizer que sdo grafos max A & min m; , para A = 2.

Teorema 5.4.1: Seja G um grafo com n vértices e m arestas tal que
G € Gy(n,m) e G é super- 1. Entdo, m > 6n/5. Além disso, todo grafo da familia

Gaym, (1, m) é super-A quando m > 6n/5.

Prova: Considere G € G5(n,m). Por hipotese, G é super-A. Assim, G nao pode
conter vértices adjacentes de grau 2. Caso isso ocorra, o grafo teria um corte nao trivial.
Portanto, m > 2p, onde p representa o numero de vértices de grau 2. Fazendo 2m > po

+ (n—p)(0 +1) e substituindo J por 2, chega-se a seguinte expressao:
2m>2p+3(n—p)=2p+3n-3p=3n—p.

Logo, 2m > 3n — p. Mas como m > 2p, entdo m > 6n/5. A primeira parte do

teorema esta provada.

Considerando agora qualquer grafo pertencente a Gbs.,,, (n.m). Na se¢do
precedente vimos que tais grafos sdo construidos a partir de um grafo Purificado
3-regulare que m =n + e = 3es + L. Se m > 6n/5, entdo n + e = m > 6n/5, desde modo

Se > n. Isto implica que m =n + e < 6e.
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Seja n; o niimero de operacdes de subdivisao de arestas a serem feitas em um
grafo G com n vértices e m arestas. Se ny < m, n; arestas sao subdivididas, ou seja, ¢
inserido um vértice de grau 2 em cada uma das n; arestas. Como o grafo G a ser
subdividido ¢ um grafo purificado 3—regular com 2e-vértices e 3e-arestas, n; < 3e.
Portanto, G possui no maximo Se vértices ¢ 6e arestas. Em qualquer caso, cada aresta
do purificado recebe no maximo um vértice de grau 2 e como o grafo purificado tem A =

2m

3, o grafo G tem sua conectividade de aresta é A\(GG) = | ™| e o numero de conjunto de

n

cortes de arestas m;,;(G) de ordem A ¢ igual ao niumero de vértices de grau 4, my(G) =

p.(G). Sendo assim, o grafo G € super-,. m

Observe o grafo de Harary do tipo H»(1) ilustrado na Figura 5.10 pertencente a
(5(n,m) com m > 6n/5. Veja que ndo podemos afirmar que um grafo de Harary do tipo
H(1) é super-J apenas pelo fato de m > 6n/5. Porém, € possivel construir grafos Hy(1)
super-1 e que, além disso, pertencem a (3s,,,,, (n,m). Tais condigdes sdo caracterizadas

na proxima se¢ao.

Figura 5.10: Grafo Hy(1) com m > 6n/5 que nao € super-A.

5.5 Grafos de Harary super-A para A = [22] =2

No inicio deste capitulo foi dito que para certos valores de n ¢ m na familia

(75(n,m) ndo existem grafos de Harary super-A. Conclui-se que sob certas condi¢des ¢
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possivel encontra-los. Nesta secdao, além de exibirmos essas condicdes, também

apresentamos uma modificagdo no procedimento para constru¢cdo de grafos de Harary

do tipo H,(1) para que eles sejam super-A pertencentes a (i,,,, (n.m). Esta familia é

caracterizada no seguinte teorema:

Teorema 5.5.5: A condi¢do necessaria para (Go(n,m) conter um grafo H(1)
super-A € m > Sn/4. Além disso, existe pelo menos um grafo Hx(1) super-A em Gs(n,m)

com a quantidade de vértices de grau 2 igual a n — 2e quando m > 5n/4.

Prova: Suponha um grafo de Harary G(n, m) do tipo Hx(q) que seja super-A e
classifique os seus vértices de 0 até n-1. Como ja& mencionado este grafo nao pode ter
vértices adjacentes de grau 2, se o vértice i tem grau 2, o vértice i+1 terd no minimo
grau 3. Assim, se existem ¢ vértices de grau 2, ndo podem existir menos do que ¢
vértices de grau no minimo 3. Isto for¢a que o numero de vértices de grau 3 ou mais

sera no minimo igual a n/2. Sendo p o niimero de vértices de grau igual a 2, entdo:
2m=pd+(n—p) (O+1)>2|2] +3|2] = 2]

Assim, 2m > |22| = m > 5n / 4 e a primeira parte do teorema estd provada.

2

Note que o algoritmo de Hakimi nem sempre constréi um grafo Hy(1) super-A
quando m > 5n/4, reveja Secdo 2.3. No procedimento de Bauer et al. [9] para a
construgdo de grafos H,(1) tem como subgrafo gerador um n-ciclo, onde sao
introduzidas cordas de maneira aleatoria para forma-los. Assim, uma escolha cuidadosa

na introducdo destas cordas pode produzir grafos H,(1) com minimo m; € que sdo
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super-A, quando m > 5n/4. A construgao ¢ feita de duas formas, uma quando n par e a

outra quando n impar.

Caso 1: n par: Os vértices do ciclo original sdo classificados de 0 a n-1 ¢

adicione as arestas {0, n/2}, {2, 2 + n/2},..., {2i, 2i + n/2} onde 2i < n/2, Figura 5.11(a);

Caso 2: n impar: Os vértices do ciclo original sdo classificados de 0 a n-1 e

adicione as arestas {0, |_n/2J }, (2,2 + |_n/2J Foews §20, 20 + I_n/ZJ }, onde i ¢ maximo

tal que 2i < |_n/2j se I_n/ZJ for impar e 2i = |_n/2J se \_n/2J for par, Figura 5.11(b).

\?_?/ ’

P ?—?\ ./ ?\\.
. & o -
o

43/

(a) (b)
Figura 5.11: Grafos de Harary pertencentes a G'a,y,, (12, 1m)

com x par (a) e n impar(b).

Para provar que esses grafos sao super-A, utilizamos mais uma vez a Proposi¢ao
4.1.1. Tal proposi¢ao diz que num dado grafo G tal que A(G) = k(G), se U ¢ um
conjunto formado por uma quantidade minima de arestas de G cuja remocao o torna
desconexo, entdo U ¢ constituido somente por arestas incidentes ou por arestas
independentes. Suponha que a remog¢do de duas arestas independentes desconecta G.
Para que isto ocorra estas arestas devem desconectar o n-ciclo, que ¢ um subgrafo
gerador. Este corte deixara duas componentes P; e P, que sdo da forma (i, i + 1(mod »))

e (j,j + 1(mod n)), conforme ilustrado na Figura 5.12. E facil ver que cada componente
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deve ter no minimo 2 vértices. Considere, sem perda de generalidades, que P, < P,. Por
constru¢do, um vértice i € adjacente a um vértice i + k, reduzidos a modulo n, onde &, ¢
igual a | 5], reveja definicdo de grafos Circulantes no Capitulo 2. Desta forma o vértice i
+ k, pertence a componente P,. Porém, isto ¢ uma contradi¢do, ja que os componentes
P, e P, deveriam estar separados. Portanto, os cortes com uma quantidade minima de
arestas sdo formados por arestas incidentes a um vértice. Assim, o grafo construido
conforme o procedimento apresentado ¢ super-A. Para completar a prova do teorema ¢
facil ver que tais cortes possuem um numero minimo de vértices com grau 2. Logo, tais

grafos pertencem a (3,,,,, (n.m). m

Figura 5.12: Componentes desconexas P; e¢ P, do subgrafo gerador de G

Observagdo 5.5.1: Ao contrario do caso em que 22 > 3, onde todo grafo de
Harary H»(q) ¢ super-4, verificamos que, para m > 5n/4 e \ = L%J = 2, nem todo grafo
Hy(1) ¢ super-1. Veja o grafo Hy(1) com 10 vértices e 13 arestas, construido pelo

algoritmo de Hakimi, ilustrado na Figura 5.13.

/1\\.

o
/10 F \

-
e

&

Figura 5.13: Grafo H,(1) com m > 5n/4 que nao é super-1

70



Capitulo 6

Grafos max 4 & min m, 4

Dando prosseguimento ao trabalho de Bauer ef al. [9], Wang e Zhang [75]
apresentaram o conceito de grafos max A & min m), ; Tais grafos formam uma
subclasse GG (n,m) cujos elementos possuem a menor quantidade de cortes de arestas
com cardinalidade igual a 4 + 1 dentre todos os grafos com m arestas e n vértices. Um

grafo desta classe ¢ chamado de max A & min m;. | e denotado por Gy ., (n.m).

A importancia do estudo desta classe estd no fato de que para todo Ge G(n, m),
m{G) =0, parai <A, e m;(G) = (’:’), parai > m —n + 1. Desta forma, os valores de m;
fornecem uma importante regra na comparac¢ao de confiabilidade entre redes, pois uma
rede modelada por um grafo que seja max A & min m), e max . & min m;; | € mais
confidvel que uma rede modelada por um grafo que seja apenas max 1 & min m,.

Neste capitulo, dividido em duas se¢des, apresentamos a solucdo completa para
o problema de constru¢do de grafos com valor minimo possivel de m;(G), ou

simplesmente m;.;. A secdo 6.1 mostra que todo grafo de Harary max 4 & min m; do

tipo Hx(q) e Hi(q) € max A & min m); 1, quando \ = L%J > 4. Na secdo 6.2, é
apresentada uma familia de grafos com A = L%J = 3 e cintura igual a 6 pertencentes
oua Gy ., (n.m)ouaGy ,, (n,m). Isto permite que, para 0 < p < pj, o calculo de
P(G; p) para estes grafos pode ser reduzida a expressao apresentada em (3.3).

O lema a seguir, cuja prova pode ser encontrada em Wang e Zhang [75], ¢ a base

deste capitulo.
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Lema 6.1: Seja Ge G(n, m) cuja conectividade de arestas ¢ igual a conectividade
de vértices, A(G) = k(G). Se Uc G é um conjunto de corte de arestas com cardinalidade
igual a 4 + 1 entdo U satisfaz uma das seguintes condi¢des: (i) U contém um conjunto
de arestas incidentes a um vértice; (ii) todas as arestas de U sdo independentes ou,

finalmente, (iii) U é formado por arestas quase independentes.

Observacéo 6.1: No caso em que 4 = 3 existe a possibilidade de um conjunto de

corte formado por quatro arestas isolar K.

6.1 Grafos G ., ., (n,m)quando X = 22 > 4

Nesta secdo apresentamos a prova de que se G ¢ um grafo H»(q) ou Hs(q) que

pertence a G, (n, m) entdo G pertence também a G, mas (M),

Observacdo 6.1.1: Se um grafo G ¢é max 1  entdo
mx+1(G) > (m — A)ny + ny41, onde n, representa o namero de vértices de G com grau
igual a 4. Nesta expressdo o valor de (m — A)n, representa a quantidade de cortes
formados pelas arestas incidentes aos vértices com grau 6 = A mais uma aresta qualquer

e ny+1 a quantidade de cortes de arestas incidentes aos vértices com grau igual a4 + 1.
O grafo G(7, 17) da Figura 6.1 ¢ usado para ilustrar o que foi dito. Observe que

A=4,ny=1 e nyy1= 6. Substituindo estes valores na expressdo dada na Observacao

6.1.1, encontramos m,: 1(G) = 19. Vale ressaltar que a inequagdo ¢ satisfeita na

72



igualdade porque neste grafo ndo existem cortes de arestas do tipo (ii), como dado no

Lema 6.1.

Figura 6.1: Grafo com 19 cortes de arestas com cardinalidade igual a 5.

Como resultado da Observagao 6.1.1, ¢ facil ver que entre todos os grafos max 4,
para 1 > 4, o valor minimo para m,- 1 ¢ igual a (m — A\)ny + ny 4. Concluimos que a
quantidade de vértices com grau 0 = A ¢ preponderante para encontrarmos 1, 1. Desta
forma, entre todos os grafos com maxima conectividade de aresta, aquele com uma
quantidade minima de cortes de arestas com cardinalidade 4 + 1 deve ter o menor

nimero de vértices com grau minimo o.

Teorema 6.1.1: Para todo n e m tais que A\ = % > 4, os Grafos de Harary do

tipo H(q) ou Hi(g) nao possuem qualquer corte formado por arestas quase

independentes com cardinalidade igual a 4 +1.

Prova: Todo grafo de Harary G do tipo H»(q) ou H3(q) tem, como subgrafo

gerador, um grafo de Harary do tipo Ho(2) ou H,(2), quandoX = 2™ > 4. Para efeito de

simplificagdo, os grafos Hy(q) ou H3(g) serdo denotados por H(n, m). Suponha por
contradi¢do, que U seja um corte de arestas quase independentes de um grafo H(n, m)
cuja cardinalidade ¢ A + 1, ou seja, U deve conter 1 arestas independentes entre si,
conforme a Figura 6.2. Assim, U deve desconectar o subgrafo gerador Hy(2) ou H;(2).

Da prova do Teorema 4.1.1, sabemos que para desconectar Hy(2) ou H;(2), uma das
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arestas de U deve estar no ciclo. Sem perda de generalidade, uma dessas arestas ¢ da
forma (7, i + 1) e uma outra é uma aresta do tridngulo da forma (7, i + 2), de modo que i
fica em uma componente de G - Ue i + 1 e i + 2 em outra. Lembrando que se 4
[Ho(2)] = 4, deve existir um outro par de arestas de Hy(2), ambas pertencentes a U. Por
um argumento similar, temos que uma destas arestas também pertence a um triangulo.
Portanto, U deve conter pelo menos dois pares de arestas adjacentes de Hy(2) e, com
isso, ndo ¢é possivel formar um conjunto de corte com no minimo A arestas
independentes. Pelo Lema 6.1, s6 é possivel ter conjuntos de corte ou formados por

arestas incidentes ou que englobam arestas incidentes. m

Figura 6.2: Arestas quase independentes pertencentes ao corte U

Teorema 6.1.2: Para todo natural n e m tais que A = 22 >4, os grafos de

Harary do tipo Hx(q) ou Hi(g) sdo grafos max A & min m, ;. Além disso, todo grafo

G € Gy n,(n,m)étal que, para >4, min m ; +1(G) = [m — (1 + 1)] min m;+ n.

Prova: Vamos denotar um grafo do tipo Hx(q) ou Hs(q) por H(n, m). Este ¢é
max A & min m; e, de acordo com o Teorema 6.1.1, ndo possui qualquer corte de aresta
quase independente. Com isso, 7, 1(H) = (m — A) n;+ n;+ 1. E facil ver que n; = min m; e

ny+1 = n - min my, . Além disso, se um grafo G € max A entdo my. | (G) > (m-1) n,+ nj4 1.
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Dai segue-se que min my+ |(G) = m;+ ((H) = (m — 1) min m ) + n - min m;. Isto mostra

que o grafo H(n, m) ¢ max A & min m); ;. m

Corolério 6.1.1: Todo grafo max A & min m; tal que k= A = [22]| >4 sem
qualquer corte de arestas independentes ou quase independentes e que tenha

cardinalidade igual a (A + 1) é max A & min m; ;.

6.2 Grafos G, ., (n,m)quando A = |22] =3

Segundo Wang e Zhang [75], em todo grafo G tal que k£ = A = 3, qualquer corte
de arestas U com cardinalidade igual a 4 ¢ um conjunto com uma das seguintes
caracteristicas: (i) U contém um conjunto de arestas incidentes a um vértice; (i) U é um
conjunto de corte restrito sempre formado por dois pares de arestas adjacentes que
isolam K3; ou finalmente, (iii) U ¢ um conjunto formado por arestas independentes ou
quase independentes.

O grafo da Figura 6.3(a) serve de exemplo para as duas primeiras classes e o

grafo da Figura 6.3(b) serve de exemplo para a terceira classe de corte de arestas.

./Vk. 9/?\9
A é\;jg/é

I 4

3

(@n=6em=11 ®)yn=T7em=11

Figura 6.3: Grafos com cortes de arestas com cardinalidade igual a 1 + 1.
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No grafo da Figura 6.3(a) os conjuntos de arestas [(0,5); (0,3); (0,2); (0,1)],
[(5,0); (5,2); (5,4); (1,3)] e [(0,5); (2,5); (1,4); (4,3)] sao exemplos de cortes
respectivamente formados ou por arestas incidentes, ou por aquelas que englobam um
subconjunto de arestas incidentes ou € um conjunto de corte restrito que isola K,. O
grafo da Figura 6.3(b) é um grafo de Harary do tipo H;(1) e possui um corte de arestas
quase independentes com cardinalidade 4 igual a [(0,1); (2,3); (3,4); (5,6)]. No caso em
que A = [#2] = 3, tem-se:

mas1(G) > (m = X)ny +nyq + €3, (6.2.1)

onde e; ¢ a quantidade de conjuntos de corte restrito que isolam K, ou seja, e3 € a

quantidade de arestas com ambos os vértices de grau 3. Segundo Wang e Zhang [75], e
como resultado de (6.2.1), o menor valor para m;+1(G) = msem G,(n,m) ¢é

(m — 4)min my +n+ min e3. (6.2.2)

Portanto, entre todos os grafos max 4, aquele com m;; igual a (6.2.2) pertence a
G3.m,(n,m).

Observando a Figura 6.3(b), que representa um grafo H;(1), quando 4 = 3. Note
que este grafo contém cortes de arestas quase independentes de ordem 4 e cintura igual
a 3. Portanto, o problema de determinar grafos com minimo m4 consiste em encontrar
grafos max A que ndo possuam cortes de arestas quase independentes. Para isso, ndo
podem ter cintura 3.

O numero minimo de vértices de um grafo G, com grau minimo ¢ e cintura g
conhecidos ¢ determinado pelo Teorema 6.2.1 abaixo. No nosso caso especifico

sabemos que J deve ser igual a 3 e que a cintura g deve ser maior ou igual a 4.

Teorema 6.2.1 (Ballobas [8]): O nimero minimo de vértices, n(g,n), de um

grafo G com grau minimo J e valor de cintura g conhecidos ¢ determinado por:
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5—1) 52

1+ [ = —L],se g impar

n(g,6) >

q
(6—=1)2 =1
6—2

,8e g par

Note que para um grafo com 0 = 3 e g = 5 o grafo G deve ter no minimo 10
vértices.

Usando este teorema e o conceito de grafos de Harary, Wang e Zhang [75]

conseguiram construir uma classe de grafos max 4 sem cortes de arestas independentes

ou quase independentes para n > 13, denotada por H' (n,m). Tais grafos sdo formados a
partir de grafos com k£ =41 = J = 3 que tém exatamente [%1 arestas e sdo denotados

respectivamente por Hy’, H;’e H,’. Abaixo, apresentamos o procedimento de constru¢ao

destes grafos conforme descrito por Wang e Zhang [75]:

Caso 1: Construgdo do grafo Hy’ paran> 14 ¢ 2m = 3n:
A constru¢do comega por um n-ciclo com os vértices numerados de 0 a n-1
ligando os vértices i e i + 5 (mod n), para i par. Veja que Hy’ ¢ um cubo bipartido com

cintura igual a 6. A Figura 6.4 (b) ilustra um grafo Hy’ comn =14 e m = 21.

Caso 2: Construgdo do grafo H’paran =4y + 1> 13 e2m=3n+ 1:
O grafo H,’ ¢ obtido de Hy’[n + 1, (3n + 3) /2] pela contracdo de uma aresta,
(0, n), sobre o n+1-ciclo de Hy’. Claramente, H,” tem somente um vértice com grau 4 e

os demais com grau 3 e cintura igual a 5. A Figura 6.4 (a) ilustra um grafo H,” com

n=13em=20.

Caso 3: Construcdo de H,” paran=4y+3,y>3,e2m=3n+1:
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Este grafo ¢ obtido de Hy’[n-1, (3n-3) /2] pela insercdo de um vértice na aresta
[(n-1) /2, (nt1) /2] e conectando este vértice e o vértice 0. Quando n > 19, H,” tem
cintura 5. Todos os ciclos de comprimento 5 em H,’ possuem o vértice 0 com grau igual
a 4. Somente quando n = 15, H,’ possui cintura 4 com um unico ciclo de comprimento

4. O vértice inserido deve ser numerado como | % | + 1. A Figura 6.4 (c) ilustra um grafo

Hy comn=15em=23.

Figura 6.4: Grafos H,” em (a), Hy ’ em (b), H,’ em (c).

Generalizando estes resultados, considere a expressdo 2m = 3n + r (n > 13,
0 <r<n-1), para n e m conhecidos. O grafo A’ ¢ formado de G pela conexdo aleatoria
de | 5| pares de vértices ndo adjacentes com grau 3 em G, onde G é Hy’, se n par; G é
H’,sen=4y+1ouGéHy, sen=4y+3, paray> 3. E facil ver que A’ tem com
subgrafo gerador ou Hy’, ou H,” ou H,’ e, dado que » < n, ao adicionarmos no maximo

| ==L | arestas a um destes grafos, o valor do grau minimo, no caso igual a 3, ndo se

altera. No caso particular H” = Hy’,senparer =0, H = H," e Hy’, se n impar e r = 1.
Os vértices dos grafos da Figura 6.4, constituidos por circulos brancos,
representam os conjuntos independentes maximos destes grafos. As caracteristicas dos

grafos A’ estdo contidas no Teorema 6.2.1 a seguir.

78



Teorema 6.2.2: Dados n (n > 13) e m inteiros positivos com | 2 | = 3, o grafo
H’(n, m) tem as seguintes propriedades:

(i) G n3ao contém conjuntos de corte de arestas independentes com
cardinalidade igual a 3, nem conjuntos de corte de arestas quase independentes com
cardinalidade igual a 4;

(i) k(H")=A(H’)=d(H");

(iii) o(H') = |5].

Prova: Para verificar que a propriedade (i) é verdadeira basta fazer a prova para
os grafos H;’(n, m), quando i = 0, 1, 2, j& que eles sdo subgrafos geradores dos grafos
H’(n, m). Considere que H’p tem um conjunto de cortes de arestas U, tal que os

componentes conexos G € G, de H'y - Utem |G 1| > 3. Se as arestas que compdem 0

componente minimo G ndo possuir um ciclo acarreta que |U | > 5, ou sendo, G| contém

um ciclo e, assim,

U |2 6. Conseqiientemente, sem perda de generalidades deve-se
supor que V(Gy) =0, 1,..., i ( 5 <i <n/2) e, entdo, U deve conter alguma corda que ¢
incidente aos vértices 1, 3, e i — 1, i — 3, quando 7 ¢ impar, ou i, i — 2, quando i ¢ par.
Além disso, U ainda contém as arestas (0, n-1) e (i, i +1) do n-ciclo. Segue-se, entdo,
que |U | >6, ou seja, H’op ndo contém qualquer corte de arestas independentes com
cardinalidade igual a 3 ou qualquer corte de arestas quase independentes. Quando n >
19, a prova para H’; e H’;, ¢ feita de forma similar. Para H’; quando n = 15, observe que
0 Unico 4-ciclo e todos 5-ciclos contem o vértice 0 com grau 4. Desta forma, facilmente

pode-se ver que se um conjunto de corte de arestas U, tal que o componente minimo G

de H’> — U tem |G1| > 4, entdo Gy contém ciclos e |U | > 5 e conseqiientemente a

propriedade (i) € verdadeira.
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Como resultado de (i), H; ’(n, m) parai =0, 1, 2 ndo contém qualquer conjunto
de corte de arestas com cardinalidade 2 e como A(H’) < A(H; ) < Jo(H}) e o(H) =3
chega-se a3 <A(H’;)<d(H’})=3,entdo A(H’;)=3,parai=0, 1,2 e do Teorema 2.1
chega-se a k(H’))=A(H’;) =3, parai=0, 1, 2. Conseqiientemente, 3 = k(H’;) <A(H’;) <
o(H’;) = 3 implicando que cada H'(n, m) é max A.

Para provar a propriedade (iii), primeiro observe que os vértices pares € oS
impares formam uma divisdo de vértices em H,’; assim, Hy’ € um cubo bipartido. Os
vértices rotulados pares ou impares formam um conjunto independente maximo de Hy’
tal que a (H'y) = n/2. Pela mesma razdo, os conjuntos de vértices rotulados impares em
Hy e [0, 2,..., (n-3)/2, (nt3)/2,..., (n-2)] em H,” formam conjuntos independentes
maximais de H,’ e H,’, respectivamente e a (H’;) = L%J parai=1,2. m

O seguinte corolario ¢ conseqiiéncia direta do Teorema 6.2.1 e da Proposi¢do

4.1.1:

Corolario 6.2.1: Sejam n e m inteiros positivos tal que A = [22| =3 e n > 13,

o grafo H’(n, m) pertence a Giy ,,,, (n,m) .

De acordo com a expressao (6.2.2) os grafos com um valor minimo para m; |
devem possuir a menor quantidade de cortes restritos por aresta, ou seja, min es. Esta

questdo € resolvida com o Teorema 6.2.3.

2m

Teorema 6.2.3: Se n e m inteiros positivos com A = | =" | = 3 e n > 13, existe

pelo menos um H’(n, m) que é max A & min m, + ;. Além disso, para qualquer grafo G

pertencente a G'y(n,m), o menor valor para a quantidade de cortes de arestas com
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cardinalidade igual a A + 1, ou seja, min m , + 1(G), deve ser igual a (m —4) min m, + n
+ min es.

Prova: Primeiro devemos encontrar um H’(n, m) com e; minimo. Este grafo ¢é
formado a partir de inser¢des adequadas de arestas em um grafo H’; (i = 0, 1, 2) que sdo
max A. Desta forma, 2m =3n +r(n>13e¢ 0 <r <n - 1). Além disso, pelo Teorema
6.2.2 o grafo H’; (i = 0, 1, 2) possui apenas cortes de arestas incidentes a um vértice com
cardinalidade 3 e sabemos que o nimero minimo de vértices de grau 0 = A em um grafo
max A € igual a n — r. Sendo assim, podemos substituir em (6.2.2) min m, por n — r,
chegando a my(H ) = (m — 4)(n —r) + n + min e;. Por isso, os grafos H’( n, m) sdo
construidos de modo que o numero de vértices com grau 6 = A ¢ igual a n — r.

Conseqiientemente e; também ¢ minimizado. A constru¢do ¢ como se segue:

Caso 1: n=0 ( mod 4 ), portanto n > 16. Neste caso, n/2 e r sao pares. O grafo
H’ consiste de Hy’ com as cordas (7, i + n/2 )(mod n ), parai=2,4,...,r, parar<n/2,e
para r > n/2, sdo introduzidas n/4 cordas, da mesma forma anterior, além de /2 — n/4
arestas obtidas pela conexdo de pares de vértices rotulados impares em Hy’.

Observe que no grafo Hy’, m(Hy’) = 3n(H,’) /2. No grafo H’, 2m (H’) = 3n(Hyp’)
+ r. Podemos reescrever esta igualdade da seguinte forma: m(H’) = 3n(Hy’) /2 + r/2, ou
seja, m(H’) = m(Hy’) + /2. E facil verificar que es(Hy’) ¢é igual a m(Hy’). Como sdo
introduzidas cordas no grafo H,’ para formar o grafo H’, concluimos que o valor de
es(H’) = m(Hy’) — 3r. Portanto, podemos dizer es(H’) = m(H’) — /2 — 3r que ¢ igual a

m(H’) — 7r/2. Sintetizando estas observacdes temos:

m— 2 para 0 <r <

[~

ff:ﬁ(H’) =

0,para r >

|
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O grafo da Figura 6.5 abaixo com 16 vértices, 27 arestas e r igual a 6 ilustra a
construcdo de um grafo H’ para este caso. Veja que este grafo possui exatamente r

vértices de grau 4 ¢ o demais grau 3.

Figura 6.5: Grafo H’( 16, 27) com 6 ( = r )vértices de grau 4 e e3= 6.

Caso 2: n=2 (mod 4), portanto n > 14. Neste caso, n/2 ¢ impar e r ¢ par. O
Grafo H’ quando r < n/2 ¢ formado a partir de H,’ adicionando-se 7/2 arestas da forma
(i, i-1 + n/2), parai =2, 4,..., . Quando » > n/2, sdo adicionadas n/4 arestas em H,’ da
mesma forma anterior. Além dessas arestas, também sao adicionadas /2 — n/4 arestas
obtidas pela ligacao sucessiva dos pares de vértices (0, n/2), e (i, i + 1 + n/2)(mod n),
i < n/2, sendo i impar. A Figura 6.6 ilustra um grafo com 18 vértices 30 arestas e

rigual a 6. Usando o mesmo raciocinio para o caso 1, € facil verificar neste caso que:

m— 2 para 0 <r <

[~

es(H') =

0, para r >

b2
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Figura 6.6: Grafo H’ ( 18, 30) com r = 6 vértices de grau 4 ¢ e3=9.

Caso 3: n=1 (mod 4), portanto n > 13. Neste caso, » ¢ impar e | 5| é par e o
conjunto de vértices S = ( 1, 3,..., n-2) ¢ um conjunto independente maximal de H,’,
onde os vértices 1 e 5 sdo adjacentes ao vértice 0. O Grafo H’ ¢ obtido a partir de H,’
mediante 3 condicoes:

i) Quando r < n/2 adicione | ;| arestas, formadas pela conexdo de | ;| pares de
vérticesde S—(1,5);

ii) Quando » = | 5 |+ 1, além das arestas criadas em (i), os vértices 1 e 5 também
sdo conectados;

iii) Quando » > [ 5] + 1, | 4| vértices sdo conectados da mesma forma que (i),
mais | 5| — | § | arestas pela conexdo de pares de vértices de H,” — S, exceto o vértice 0.

Os grafos da Figura 6.7 ilustram os casos (i) em (a), (ii) em (b) e (iii) em (c).

Lembrando que no grafo H;’, 2m = 3n + 1, pode-se usar o mesmo raciocinio do

Caso 1 para mostrar que para estes grafos:

m— (1 + %).l)m‘el 1<r<|5]+1

e3(H') =
0,para r > [ 5] + 1

&3
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Figura 6.7: Grafos H’parar <| 5 Jem (a), 7 =| 5 |+ Tem (b) e r>| 5]+ 1 em (o).
Caso 4. n=3 (mod 4), portanto n > 15. Neste caso, r ¢ | 5] sdo impares. O
conjunto de vértices S= {0, 2, 4,..., (n-3)/2,(n+3)/2,.,n—4,n-2 } do grafo H,’ ¢
um conjunto independente maximal. O Grafo A’ ¢ formado adicionando-se | ; | arestas
criadas pela conexdo sucessiva de pares de vértices em S — { 0 } e pares de vértices de
H,” — S, se necessario. O grafo da Figura 6.8 ilustra um grafo com Veja que e3 ( H' ) =

m—(1-7r)/2,paral <r<n/2e0 parar>n/2.

Da mesma forma que o Caso 3, ¢ facil verificar para este caso que:

m— (14 %‘) para 1 <r < | 3]
es(H') =

0, para r > | 5]
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Figura 6.8: Grafo H’ (15, 24) com r = 4 vértices de grau 4 e e3=9.

Para qualquer valor de n e m com H’—:’J =3 e n > 13, se um grafo conexo
contém n — r vértices de grau 3 e r vértices de grau 4 com no minimo || pares de

vértices adjacentes com grau 4 pode-se dizer que:
O nimero maximo de arestas com um vértice de grau 4 ¢ igual a 37 + /2 ou

(1+7r)/2, isto ¢, tem exatamente | 5 | arestas com ambos os vértices com grau 4 e 37 ou

3r + 1 arestas com um unico vértice de grau 4. De modo que e; (H’) € min e3 entre todos
os grafos com n vértices e m arestas. Naturalmente este também ¢ o valor minimo entre
todos os grafos max A (A=3). Como n — r = min m,, se G(n, m) € um grafo max 1 , entdo
se pode dizer que min my+ (G) = my, + 1 (H) = ( m — 4) min m;, + n + min e;

(.=3).m

Paran>13 e 1 =|2"| = 3, foi mostrado que ¢ possivel construir uma familia de
grafos pertencentes a G ,.,,,(n,m). Wang e Zhang [75] apresentam uma lista
completa de grafos pertencentes a G, .., , (n, m), para cada 4 <n < 12. Como exemplo,

¢ apresentado na Figura 6.9 grafos G max A & min m, ; para 6 <n < 8. Para cada grafo ¢
apresentado o valor de my . Estes grafos foram obtidos a partir da inser¢do adequada de
arestas em um grafo max 4 & min m, , exceto quando n = 6 e m = 11. Veja que esses
grafos ndo possuem cortes quase independente de aresta.

Os grafos da Figura 6.9 possuem 6 <n <8 e 11 < m < 14 com os seguintes
valores para m4(G,) = 45, ma (Gp) = 33, ma(G.) = 20, ma(Gy) = 57, ma(G,) = 41,

my (Gp) =25, ma(Gy) = 86, my (G;) = 68, ms (G;) = 49.
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Conclusoes Finais

Finalmente, chegamos ao ultimo capitulo que estd dividido em duas partes: na
primeira, as principais contribui¢des desta dissertacdo sdo apresentadas e, na segunda,
sdo propostas possiveis linhas de pesquisa para futuras dissertagdes.

A maior contribuicdo desta tese reside no fato em que ela disponibiliza, num s6
documento, estudos e resultados sobre grafos com méxima confiabilidade capazes de
modelar redes com a seguranga desejada dispersos em varios artigos da literatura. Além
disso, podemos destacar algumas contribuigdes mais simples que, com certo grau de
originalidade, desenvolvemos e apresentamos aqui. Dentre elas, apresentamos uma
comparac¢do entre os procedimentos de construcdo dos grafos de Harary e Hakimi que,
como vimos, sdo grafos confidveis para a modelagem de redes. A comparacao feita ¢
dada no segundo capitulo. Uma prova mais didatica que a apresentada em Bauer ef al.
[9] foi desenvolvida tanto para o Teorema 4.1.1, quanto para a Proposi¢ao 4.2.1. O
Algoritmo 4.3.1 que sintetiza a construgdo de grafos max A & min m,, quando 4 = 3, ¢
mais uma contribuicdo original dada nesta dissertacdo. Finalmente, a Defini¢do 5.1.1,
feita a partir dos conceitos de subdivisdo de aresta e de grafo subdivisdo, nos permitiu
uma formalizac¢do do conceito de grafos purificados ainda ndo disponivel até agora.

Durante a pesquisa bibliografica para o desenvolvimento desta dissertacao,
vimos que ¢ possivel construir grafos capazes de modelar redes confiaveis, baseado no
conceito de conectividade restrita de arestas. Infelizmente, ndo pudemos incluir um
estudo deste novo pardmetro para a conexidade de grafos. Entre os principais trabalhos
que envolvem este assunto, destacamos o de Li e Li [47] onde, quando i = 4, 4 + 1,...,
2 2+ 1, os valores de m;(G) para grafos circulantes foram calculados e o artigo de Deng

et al. [27], onde foram ampliados os resultados de Li e Li [47], provando que, parai = 4,
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A+ 1,..,2A-2, os grafos de Harary dos tipos H,(q) € H2(g) sao max 4 & min m;. Além
destes, ha uma série de outros que tratam da conectividade restrita de arestas, como
([22], [52], [56], [57], [58] e [59]). Assim, como proposta de trabalhos futuros,
sugerimos reunir, em um unico documento, os resultados da literatura sobre grafos que
modelam redes cofiaveis sob esta nova otica. Finalmente, nesta dissertacao estudamos
os grafos max A & min my;, para A > 3. Desta forma, ainda permanece em aberto, a
caracterizagdo de grafos para o caso A = 2. Buscar um resultado desta natureza ¢ outra

indicagdo interessante a ser pesquisada.
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