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Fila é uma caracteristica comum a variados campos, estd presente em muitas
situacoes do dia-a-dia até ambientes mais técnicos como redes de computadores e sis-
temas de telecomunicagoes. Os primeiros trabalhos desenvolvidos em Teoria de Filas
foram motivados por problemas de Telefonia. Em estdgios mais recentes, a Teoria de
Filas tem sido aplicada extensivamente aos problemas reais de producao, transporte
publico, entre outros. A Teoria de Filas cresceu buscando ferramentas tedricas(modelos
matematicos) para os fendmenos de filas. Em conseqiiéncia, a despeito da aplicabili-
dade potencial desta Teoria, o distanciamento entre os desenvolvimentos teodricos e as
aplicagoes reais também cresceram. Neste trabalho é apresentado um modelo de filas
com numero variavel de servidores, que visa contribuir no estreitamento entre a teoria
e a pratica. Os resultados obtidos a partir do modelo desenvolvido permitem avaliar o

potencial do modelo como ferramenta de apoio a decisao.
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INTERMEDIATE MARKOV PROCESS:
A VARIABLE-CHANNEL QUEUING MODEL

Glauco Barbosa da Silva

May /2008

Advisors: Samuel Jurkiewicz, D.Sc.

Maria Cristina Fogliatti de Sinay, Ph.D

Department: Industrial Engineering

Queueing is a common feature in a wide range of fields a spectrum from many
daily-life situations to more technical environments such as computer networks and
telecommunications systems. The early works were motivated by problems concerning
telephone traffic. Nowadays, queueing has been extensively applied to real problems
arising in manufacturing, public transportation, etc. The Queueing Theory has grown
looking for theoretic and algorithmic tools, and mathematical models of queueing phe-
nomena. As a result of this, despite of the potencial applicability of queueing, the gap
betwwen theoretical developments and real applications also has grown. In this work
is present a model of queueing with variable number of servers, that aims to contribute
to make narrow the gap between theory and practice in queueing. The measure from
the development model alow to evaluate the potential of the model as tool of support

to the decision.
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Capitulo 1

Introducao

A Pesquisa Operacional é uma ciéncia aplicada voltada para a resolucao de proble-
mas reais, utilizando diversas técnicas quantitativas. Visa introduzir elementos de obje-
tividade e racionalidade nos processos decisérios, sem descuidar-se dos elementos subje-
tivos e de enquadramento organizacional que caracterizam os problemas, utilizando-se
de modelos cientificos, tipicamente matemaéticos, que representem a esséncia do pro-
blema real.

A Pesquisa Operacional surgiu durante a Segunda Guerra Mundial com proble-
mas urgentes (de natureza logistica, tatica e de estratégia militar) de grande dimensao
e complexidade. Por causa do esforco de guerra foram entao criados grupos multi-
disciplinares de cientistas (mateméticos, fisicos, engenheiros e cientistas sociais) que
aplicaram métodos cientificos aos problemas que lhes foram sendo colocados. Desen-
volveram assim a idéia de criar modelos matematicos, apoiados em dados e fatos,
que lhes permitissem perceber os problemas em estudo e simular e avaliar o resultado
hipotético de estratégias ou decisoes alternativas.

O sucesso e credibilidade alcangados durante a guerra fizeram com que, terminado
o conflito, esses grupos de cientistas e a nova metodologia de abordagem dos problemas
se transferissem para as empresas emergentes com a explosao economica que se seguiu.

Surgiram em seguida grandes desenvolvimentos técnicos e metodoldgicos que apoia-
dos na crescente capacidade e disseminacao dos meios computacionais, permitiram

trabalhar enormes volumes de dados e, por meio de adequados modelos de base quan-



titativa, simular e avaliar linhas de agao alternativas e encontrar as solugoes que melhor
serviam aos objetivos dos individuos ou organizacoes.

A Pesquisa Operacional apresenta contribuicoes que se estendem por praticamente
todos os dominios da atividade humana, mas com ligagoes particularmente fortes com
a Engenharia de Producao em vista do seu potencial de abordagem dos problemas
envolvendo os meios de producao: seres humanos, matérias-primas, equipamentos, re-
cursos financeiros e meio ambiente. As aplicacoes da Pesquisa Operacional vao desde
o balanceamento de linhas de producao em fabricas, ou fluxo 6timo de pacientes em
hospitais, até ao estudo de estruturas sociais e de processos psicoldgicos.

A Teoria de Filas constitui um importante ramo da ciéncia Pesquisa Operacional.
Esta Teoria consiste na modelagem analitica de processos que resultam em espera (fi-
las), buscando obter resultados, medidas de desempenho (comprimento médio da fila,
tempo médio de espera na fila, utilizagdo média do sistema, entre outros) que traduzam
a operacionalidade ou produtividade dos processos, atuando assim como importante
ferramenta nos processos decisorios.

A formacao de filas de espera é um problema real e comum que ocorre sempre que
a demanda atual por um servico excede a capacidade de atendimento. Espera-se em
uma fila para comprar ingressos no cinema, efetuar um depdsito bancario, postar uma
carta no correio, confeccionar um prato em um restaurante self-service, entre outros.

No inicio do Século X X, o mateméatico dinamarqués A.K.Erlang, considerado o
pai da Teoria de Filas, desenvolveu os primeiros estudos tedricos para o problema
do congestionamento de linhas telefonicas. Erlang aplicou conceitos de probabilidade
ao problema e em 1909 apresentou o primeiro trabalho publicado neste assunto The
Theory of Probabilities and Telephone Conversations, provando que ligacoes telefonicas
distribuidas aleatoriamente seguiam a lei de distribuicao de Poisson. Em 1917, pu-
blicou o Solution of some Problems in the Theory of Probabilities of Significance in
Automatic Telephone Exchanges. Dos estudos de Erlang, muitos modelos quantita-
tivos foram desenvolvidos para ajudar a tomada de decisao envolvendo filas de espera,
com énfase a partir da Segunda Guerra Mundial, quando a Teoria de Filas foi apli-
cada a outros problemas de filas. Dentre eles, podem-se citar: - The Delay to Pedes-
trians Crossing a Road(TANNER,1951), para o cédlculo do tempo médio de espera

de pedestres para atravessar uma rua sem sinal; - Seaport Operation as a Stochastic



Process(tEVERETT,1953), para o problema de escoamento de fluxo de barcos em ter-
minais portudrios; - Priority Assignment in Waiting-Line Problems(COBHAM,1954),
para o problema de reparo de maquinarias; - Queues, Inventories and Mainte-
nance(MORSE,1962) e - Queues and Inventories(PRABHU,1965), para o problema de
formagao de estoques; - On the Algebra of Queues(KINGMAN,1966), para problemas
de fluxo de trafego; - Queues Served in Cyclic Order(COOPER & MURRAY,1969),
para sistemas com filas multiplas e servidor tunico; - Probabilistic Models of Com-
puter Systems(GELENBE & MUNTZ,1976) e - Decomposability, Queueing and Com-
puter System Applications(COURTOIS,1977), para problemas concernentes a Ciéncia
da Computagao; - Open Queueing Networks: Optimization and Performance Evaluation
Models for Discrete Manufacturing Systems(BITRAN & MORABITO,1996), para sis-
temas de manufaturas; e - Queues with a variable number of servers(LI & YANG,2000),
para problemas de utilizacao de servidores em redes digitais de comunicacao. Mesmo
com a evolucao ao longo dos anos, a complexidade matematica envolvida nessa teoria
tem deixado muitos problemas sem solugao.

Os resultados obtidos pela modelagem de filas, podem auxiliar no dimensionamento
da infra-estrutura fisica, dos recursos humanos e financeiros, possibilitando, assim, um
melhor desempenho global dos mais variados sistemas. A avaliacao desses resultados

podem ter dois enfoques, na maioria das vezes bastante conflitantes:

e Usudrio (cliente): deseja filas curtas e tempos de permanéncia(ou espera) reduzi-

dos, menor tempo na fila.

e Gerente: deseja maiores volumes de servicos prestados.

A prestacao de servigo seja ela feita por pessoas e/ou maquinas requer investimen-
tos de capital e custos operacional e de manutencao. Assim, oferecer servigos além
do necessario provoca custos que devem ser evitados. Por outro lado, nao oferecer
capacidade de servico suficiente implica em formagcao de filas de espera excessivamente

longas, que também pode ser cara por motivos diversos (custo social, perda de clientes).



A medida que o nivel de servigo aumenta, o custo de espera diminui (reducao
da fila) e o custo de servigo aumenta (mais unidades de atendimento). A fungao
de custo total é uma composicao do custo de servico com o custo de espera. Um
sistema corretamente dimensionado deve permitir manter o equilibrio entre o capital
disponibilizado no sistema e os retornos sociais e financeiros do mesmo, ou seja, o
balanceamento economico entre o custo do servigo e o custo associado a espera pelo
Servico

O balanceamento econémico pode ser obtido pela aplicacao da Teoria de Filas e o
tratamento estocastico de informacgoes referentes a tempos entre chegadas sucessivas
de clientes ao sistema e tempos de servicos despendidos para estes clientes. Amostras
de dados permitem caracterizar os processos de chegadas e atendimento.

Observagoes fisicas do sistema sob andalise complementam as informagoes necessarias
para aplicacao da Teoria de Filas, sendo necessarios o nimero de servidores em paralelo
(atendimento simultaneo), existéncia ou nao de limitacoes fisicas para a formagao da
fila e disciplina adotada.

Para o desenvolvimento desta Teoria, algumas simplificagoes da realidade, bem
como algumas suposicoes basicas devem ser estabelecidas. Dentre estas, destacam-se
o fato do sistema estar vazio no instante do inicio de sua operagao, a necessidade dos
clientes chegarem separadamente mesmo que separados apenas por pequenos intervalos
de tempo, chegadas e saidas serem estatisticamente independentes e taxa média de
chegadas ao sistema constante. Estas hipdteses sao essenciais para que a Teoria de

Filas seja aplicavel.

Objetivo

Na maioria dos modelos de filas estudados é assumida a existéncia de um nimero
fixo de servidores. Contudo, na pratica, em muitas situacoes o ntimero de servidores
varia em fungao de algum critério estabelecido(ROMANI,1957).

Segundo Moder & Phillips(1962), um exemplo de sistema com nimero de servidores
variaveis é um servico de copias, que tém dois servidores, mas usualmente mantém um

servidor no balcao de atendimento. Quando as chegadas acontecem e a fila cresce até
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determinado tamanho, o segundo servidor deixa o servico interno e ajuda no balcao.

Em alguns sistemas de filas é requerido que um certo nivel de desempenho, como
a média do tempo de espera, seja garantido para os clientes. No modelo classico
M/M/c/oo/FIFO, a garantia de alguns requisitos acarreta na utilizagao ineficiente
dos servidores. Uma solucao para o conflito entre requisitos de desempenho do sistema
e alta utilizacao dos servidores é ajustar o nimero de servidores dinamicamente com o
tempo. Quando a mudanca freqiiente no nimero de servidores no sistema é economi-
camente viavel, a taxa de utilizacao pode ser aumentada pelo ajuste do ntimero de
servidores de acordo com o grau de congestionamento(LI & YANG,2000).

O objetivo deste trabalho é apresentar o desenvolvimento da modelagem analitica,
baseado em Teoria de Filas, de sistemas que apresentam flutuabilidade na taxa de
chegadas e onde o nimero de servidores em paralelo passa a depender do nimero de
elementos no sistema, isto é, quando a fila atingir determinado comprimento, um novo
servidor é posto em operagao, sem que o numero de postos de atendimento ultrapasse
o numero maximo de servidores disponiveis. Quando a fila decresce, os servidores sao

retirados de operagao na mesma ordem que ficaram ociosos.

Justificativa

Alguns sistemas sao caracterizados por apresentarem diferentes situagoes de con-
gestionamento ao longo dos periodos avaliados, como bancos, supermercados, postos
de pedagios, emergéncias médicas, entre outras. Dimensionar o sistema para os mo-
mentos de pico, pode representar um custo muito alto. Ignorar os momentos de maior
movimento, pode gerar filas cadticas com possiveis perdas de usudrios, o que também
pode representar perdas.

E possivel mostrar que se qualquer uma das hipdteses essenciais para aplicacao
de Teoria de Filas mencionadas anteriormente(exceto a taxa de chegadas ao sistema
constante) nao forem estritamente cumpridas, os resultados finais nao se distanciam
significativamente da realidade. Entretanto, a taxa de chegada flutuando significativa-
mente ao longo do tempo leva a medidas de desempenho sub/superestimadas. Surge,

assim, a necessidade de modelos como aqui proposto para avaliar este caso.



Organizacao do Trabalho

Apos este capitulo introdutério, o trabalho é estruturado nos seguinte capitulos:

Capitulo 2 onde sao apresentados os conceitos basicos dos modelos de filas;
Capitulo 3 consta da descri¢ao do modelo tradicional de filas: M/M/c/oo/F1FO;

Capitulo 4 onde se descreve um caso particular do modelo proposto,
M/M/c(k) < 2/oo/FIFO, de forma a possibilitar de maneira gradativa o

entendimento do genérico;
Capitulo 5 onde se apresenta o modelo genérico, M /M /c(k) < ¢/oo/FIFO;

Capitulo 6 que consta de um estudo de caso, onde as diferencas entre algumas me-

didas de desempenho dos modelos apresentados sao verificados e

Capitulo 7 que contém as consideracoes finais e propostas para trabalhos futuros.

O trabalho inclui ainda o Apéndice A onde sao apresentados conceitos basicos

necessarios a dissertacao para fonte de consulta quando necessario.



Capitulo 2

Caracteristicas de um Modelo de

Filas

2.1 Estrutura Basica

A estrutura basica dos modelos de filas compreende um processo onde os clientef]
sao oriundos de uma fonte (populagao) e buscam por determinado servigo. Sendo a
demanda por servigo maior que a capacidade de atendimento, o cliente deve aguardar,
saindo do sistema apds ter o atendimento concluido.

Fisicamente, o sistema de filas é composto por: fonte de origem de clientes, espaco

para a espera pelo servico e postos de atendimento.

Sistema de filas

(Clientes
—  Fila . Clientes servidos
Fonkede J s Servidores | '
Chegada —  Saida

Figura 2.1: Processo de Fila Béasico

1O termo cliente é usado de maneira geral e ndo implica necessariamente num cliente humano.
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O Processo de Chegada representa o comportamento do fluxo de chegada dos
clientes ao sistema. Pode ser deterministico(ex.linha de montagem de automéveis) ou
aleatério (processo estocdstico com parametro A =taxa de chegadas, representando o
nimero médio de usuarios que chegam ao sistema por unidade de tempo - ex.automoéveis
chegando em uma praga de pedagio).

Os usuarios podem ser:

1. Origindrios de uma populagao finita(ex.computadores de uma Lan House que
necessitam reparo) ou infinita(ex.eletrodomésticos que chegam a uma oficina para

reparo) ; e

2. Chegar individualmente(ex.chegada de navios em um terminal) ou em gru-

pos(ex.pessoas em uma excursao chegando de 6nibus a pontos turisticos).

O Processo de Atendimento representa o comportamento do fluxo de usudrios aten-
didos, podendo ser individual(ex.médico atendendo pacientes) ou em grupo(ex.carros
sendo transportados em um Ferry Boat).

Os Postos de Atendimento (servidores) sao os locais(fisicos ou nao) onde os usuérios
sao atendidos. Pode haver um nimero finito ou infinito de postos(diz-se que ha um
numero infinito de postos de atendimento quando o servigo é do tipo Self-Service).

A capacidade do sistema é o nimero maximo de usuarios que o sistema comporta,
limitacao fisica, que considera tanto os clientes na fila como aqueles em atendimento.
Quando o sistema nao possui um setor limitado é comum utilizar-se um valor infinito
para representar esta capacidade fisica(ex.um porto onde os navios chegam para descar-
regamento, aguardando, se necessario, no mar).

A disciplina de atendimento refere-se ao critério com que os usuarios de uma fila
sao selecionados para serem atendidos quando um posto de atendimento fica livre.

Podem-se citar como as disciplinas mais utilizadas:
e FIFO(First In - First Out): os usudrios sado atendidos na ordem da
chegada(ex.venda de ingressos numa bilheteria);

e LIFO(Last In - First Out): o tdltimo usuério a chegar é o primeiro a ser aten-

dido(utilizagao de estoques verticais);
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e PRI(Priority Service): os usudarios sao atendidos conforme a prioridade estabele-

cida pela geréncia do sistema(agendamento de cirurgias hospitalares);

e SIRO(Service in Random Order): os usudrios sdo atendidos em uma ordem

aleatéria(contemplagao de consorcios);

2.2 Notacao e Terminologia

Kendall(1953) propos a notacao A/B/C/D/E para descrever um modelo de filas,
onde:
A - distribuicao dos tempos entre chegadas sucessivas;
B - distribuicao dos tempos de atendimento;
C - nimero de postos de atendimento, quantidade de servidores, em paralelo;
D - capacidade fisica do sistema;
E - disciplina de atendimento empregada.
Quando somente os trés primeiros simbolos forem utilizados, assume-se que o
sistema possui capacidade ilimitada e disciplina FIFO.
As distribuicbes dos intervalos entre chegadas e dos tempos de atendimento
possuem como formas mais comuns:
D - distribuicao Deterministica ou Degenerada;
M - distribuigdo Exponencial (Memoryless ou Markoviana);
E). - distribuicao Erlang do tipo k;

G - distribui¢ao Geral (nao especificada), onde média e desvio-padrao sdo conhecidos.



2.3 Medidas de Desempenho

Segundo Fogliatti & Mattos(2007), a Teoria de Filas permite avaliar a eficiéncia de
um sistema por meio da analise de suas caracteristicas utilizando medidas de desem-
penho.

Na maioria das vezes, essas caracteristicas mudam ao longo do tempo, sendo entao
representadas por variaveis aleatorias cujos valores esperados podem ser utilizados
como medidas de desempenho no regime estacionario.

Quando as caracteristicas do sistema mudam significativamente, o sistema é dito
estar em regime transiente. Caso contrario, isto €, a partir do instante de tempo em que
essas caracteristicas se estabilizam, diz-se que o sistema alcanca o regime estacionario.

No regime estacionario, as principais medidas de desempenho sao representadas por:
Nimero médio de elementos no sistema(L), Nimero médio de elementos na fila(L,),
Tempo médio de permanéncia de um cliente qualquer no sistema(W'), Tempo médio de

espera um cliente qualquer na fila(WV,). Estas medidas de desempenho sdo dadas por:

L=Eli|=) iP, (2.1)
i=0
L, = Elij) =) (i—c).Pi (2.2)
Onde:
¢ = numero de clientes no sistema;
iy = numero de clientes na fila;
P, = probabilidade de i clientes no sistema.

No inicio da década de 60, Little(1961) relacionou o tamanho médio de um

sistema em regime estacionario com o tempo médio de espera dos clientes:
L=\W (2.3)
A partir da relagao (22.3)), obtém-se as seguintes:

L, = AW, (2.4)
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de onde obtém-se também:

,=L-2 (2.6)

Destas relagoes pode ser concluido que basta calcular L ou L, para obter-se W

e W,. Como L e L, dependem das probabilidades de estados do sistema(F;), pode ser
observado que as medidas de desempenho dos modelos com filas dependem de P;.

As medidas de desempenho podem, ainda, incluir a porcentagem de tempo que um

servidor particular esta ocioso ou o sistema estd desprovido de usuarios. Sendo A =

taxa de chegadas e y = taxa de atendimento de cada um dos ¢ servidores disponiveis,

tem-se que a taxa de ocupacgao do sistema(p) é dada por :

P = @ (2.7)

Se p > 1, o numero médio de chegadas no sistema excede a taxa de atendimento
do sistema(p > cpu), ou seja, a medida que o tempo passa, a fila se torna maior, sem
qualquer perspectiva de equilibrio. Assim, a condi¢ao para uma situacao estaciondria
¢é que p deve ser estritamente menor que 1.

Se p = 1, a menos que seja deterministico e bem escalonado, o sistema nao atinge

o regime estacionario.
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Capitulo 3

O Modelo M/M/c/oco/FIFO

Este capitulo tem como propésito apresentar o modelo de filas M/M /c/o0/FIFO,
descrevendo e caracterizando-o, considerando os conceitos inerentes aos Processos de
Nascimento—Morte[], cujas transicoes de um estado qualquer somente sao possiveis
para estados vizinhos( ou seja, de um estado i para estados i + 1 ou i — 1).

Apoés a caracterizacao do modelo, sao obtidas as medidas de desempenho: nimero
médio de clientes na fila, nimero médio de clientes no sistema, tempo médio de
espera na fila, tempo médio de ocupacao do sistema e o tempo médio de ocupagao do
servidor, entre outras.

O modelo M/M/c/oo/FIFO representa uma realidade onde clientes ingressam
no sistema individualmente, com tempo entre chegadas sucessivas seguindo uma
distribuicao exponencial de parametro(\), buscando por um servigo. Esses clientes, ao
ingressarem no sistema individualmente, entram numa fila tinica para serem atendidos
por ¢ servidores em paralelo a medida que estes ficam disponiveis para atendimento.

Assume-se a hipotese que os tempos de atendimento de cada servidor seguem
uma distribui¢ao exponencial de parametro(u). Ainda referente ao cenério modelado,
pode-se afirmar que nao ha limitagao fisica do sistema, ou seja, independente do
tamanho da fila ou da quantidade de clientes, nao existem rejeicoes ou desisténcias e

os clientes sao atendidos na ordem de chegada.

IConceitos principais descritos no apéndice A.
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Esquematicamente, o modelo por ser visualizado como

seguir.

no grafico da figura a

Chegadas

Sistema

®_..

_,,®_,

Fila

(l:-j—h

T

sarvidores

Saidas

Figura 3.1: Modelagem M/M/c/oco/FIFO

Formalmente, segundo a notagao proposta por Kendall(1953), para o modelo

M/M/c/oo/FIFO, tem-se:

M: tempos entre chegadas sucessivas seguem distribuicao exponencial;

M: tempos de atendimentos por servidor seguem distribuicao exponencial;
c: o nimero de postos de atendimento (servidores) em paralelo

00! nao sao impostas limitacoes fisicas ao modelo;

FIFO: o atendimento dos clientes respeita a ordem das chegadas.

Os processos de chegada e de atendimento do sistema caracterizam um processo

de nascimento e morte, ou seja, somente um tunico evento pode ocorrer em curtos

periodos de tempo.
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3.1 Caracterizacao do Sistema no Regime Esta-

cionario

Seja um sistema em que os clientes chegam com taxa A\ constante e sao atendidos
por um dos ¢ servidores disponiveis com taxa individual pu. O sistema sob analise,
supondo que este alcanca o regime estacionario, pode ser representado graficamente

pelo diagrama de fluxo da Figura (3.2)).

A A A
H 20 3

Figura 3.2: Diagrama de Fluxo para o modelo M/M/c/oco0/FIFO

Denotando-se r = —, tem-se:

p= g _ (3.1)

Aplicando o Principio de Conservagao de Energia(fluxo que entra em um né é igual

ao fluxo que sai desse mesmo né) podem ser calculados as probabilidades P; do sistema

da Figura(3.2]). Tem-se, assim:

Estado Fluxo de entrada Fluxo de saida

0 ,uP1 )\PQ

1 QIUPQ—F)\PO ,LLP1+)\P1
2 3uPs; + APy 2uPs + APy
C cuP.y1 + AP, 4 cuP. + AP,
1 P + APy culP; + AP;
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Por recorréncia, tem-se:

c A (
POC—(—) , se 1>c¢ .
L \cp

A
Substituindo r = — em 1) tem-se:
1

i
PO_—', se 1 <1 <¢
7!

c* \? ,
B (—) (—) , Sse 1> ¢
c! c

(e e}
Para calcular F,, lembra-se que Z P, =1¢eque
=0

00 c—1 [e's)
ILEDIED W
=0 =0 i=c

de onde:

S h-n
1=0

Fazendo i — ¢ = k e substituindo em (3.4)), tem-se:

=0 i=c

-l o i el ¢ & i—c
S ] B R o

c—1 Ti e o) Tk c—1 ’I"i re o

=0 =0

Para que a soma infinita da equagao(3.5)) seja convergente, p deve ser menor que

um (p < 1), condicao do sistema alcancar o regime estaciondrio, portanto:

1=F (ZZ—;JFZ—T(lip)) (3.6)

=0
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de onde:

P0:< i% +h) : (3.7)

3.2 Medidas de Desempenho para o Modelo
M/M/c/oo/FIFO

A seguir sao apresentadas as principais medidas de desempenho para o modelo
M/M/c/oo/FIFO: ntiimero médio de usudrios na fila, nimero médio de usuérios no
sistema, tempo médio de espera na fila, tempo médio de permanéncia de um usuario
no sistema, assim como a probabilidade de 6cio parcial do sistema e a probabilidade

de 6cio de um servidor qualquer.

3.2.1 Numero Médio de Elementos na Fila(L,)

Seja i, a varidvel aleatdria discreta que representa o nimero de usudrios na fila, o
nimero médio de elementos na fila(L,) ¢ seu valor esperado.
Somente acontecerd a formacao de fila, a partir do momento em que o nimero de

usudrios for maior ou igual ao niimero de servidores, ou seja, ¢ > ¢. Tem-se, neste caso:

L, =Elig) =Y (i— )P, (3.8)
Substituindo (3.3]) em ([3.8)), tem-se:
retl 1 i —c)rizel
L= I ol : ijcfl
c = ¢

c/ =0
rCJrlld(l,l%)
- e



- P -
O ¢ ¢l (1- £)2
Assim,
Tchlc
L,= F
4 O e —r)?

3.2.2 Numero Médio de Elementos no Sistema(L)

Seja i a variavel aleatoria discreta que representa o niimero de clientes no sistema.

O nimero médio de elementos no sistema(L) é seu valor esperado.

Substituindo (3.9)) em (2.6) , tem-se:

T‘C+IC

L=r+pP —°_
T+ Lo clc—r)?

3.2.3 Tempo Médio de Espera na Fila(IV,)

Substituindo (3.9 em (2.5)) e desenvolvendo, tem-se:

U
W, = P,
T =) (ep — N2

3.2.4 Tempo Médio de Permanéncia no Sistema(l)

A partir de 2.5 tem-se

U 1
W =PF - .
e Dllep— N2

3.2.5 Probabilidade de Ocio Parcial do Sistema

(3.10)

(3.11)

(3.12)

A probabilidade do sistema encontrar-se em 6cio parcial, ou seja, de um cliente

qualquer chegar e ser atendido sem ter que aguardar equivale a ter no sistema um

numero de clientes estritamente menor que o nimero de servidores disponiveis, ou
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seja,

Pli<c)=Y P= P % (3.13)

3.2.6 Probabilidade de Ocio de um Servidor Qualquer(P,,)

Para um servidor qualquer encontrar-se ocioso devem existir no sistema um nimero
de clientes (i < ¢). Satisfeita esta condi¢ao, a probabilidade de um servidor qualquer
encontrar-se ocioso, P,., é a probabilidade condicional do servidor estar ocioso dado
que o sistema encontra-se em 6cio parcial.

-

1
P,. = Z P(de servidor ocioso entre ¢ servidores disponiveis) P; (3.14)
=0

onde P(de servidor ocioso entre ¢ servidores disponiveis) = —
c
Assim, tem-se:
-0
i=0 P.= PR
c
-1
i=1 P.=P+°=P
-1 —2
i=2 Po=P+—P+°°p
c
—1 -2 —
i=c—1 Po=P+" P+ fpy...+"'p
c
Para i < ¢, tem-se:
2 (c—1) 1S (c— )
P, = P =F-» —— 3.15
—~ < ¢ ; 2! (3:15)
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3.2.7 Consideracgoes Finais

Caracterizado o modelo M/M/c/oo/FIFO e apresentadas as correspondentes
medidas de desempenho, deve ser lembrado que para a obtencao destas, algumas
simplificacoes da realidade, bem como algumas suposicoes basicas, foram estabelecidas.
Dentre estas, destaca-se o fato da taxa de chegada ser constante.

No regime estaciondrio, se a taxa de chegada ao sistema apresentar um com-
portamento oscilante, ou seja, para um sistema com diferentes situagoes de
congestionamento ao longo do periodo observado, as medidas de desempenho obtidas
podem ser sub/superestimadas. Assim, faz-se necessério adotar algum procedimento
que permita equilibrar as flutuabilidades, o que seré apresentado no capitulo seguinte

onde se apresenta a variacao do niimero de servidores em paralelo.
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Capitulo 4

O Modelo M/M/c(k) <2/o0/FIFO

Na maioria dos modelos de filas, o niimero de servidores é assumido fixo. Entre-
tanto, na pratica sao encontradas muitas situagoes em que o numero de servidores
varia em funcao dos clientes em espera.

Este capitulo tem como propdsito apresentar um modelo de filas com nimero
variavel de servidores, representando um sistema onde a flutuabilidade de demanda
nao pode ser controlada, isto é, a taxa de chegadas sofre variagoes significativas ao
longo do tempo que podem comprometer a andlise do sistema usando modelos como
o do capitulo anterior. Uma forma de analisar mais realisticamente o desempenho de
sistemas deste novo tipo é variando o ntimero de servidores até um dado limite(c), de
modo a atender a demanda satisfatoriamente, reduzindo custos operacionais.

Vaérios pesquisadores tém tratado modelos deste tipo:

Romani(1957) apresenta um modelo que nao permite a fila aumentar além de um
tamanho M especificado. Sempre que a fila atingir M clientes e houver uma nova
chegada, o numero de servidores ¢ aumentado de um, nao havendo limite para a
quantidade de servidores que possam ser adicionados. Quando nao ha clientes na fila e
os servigos sao completados, os servidores sao retirados de operagao na mesma ordem
que ficaram ociosos, até que reste um servidor, que permanece em operagao mesmo
que o sistema se encontre vazio.

Davis et al.(1959) apresentam um modelo de filas com numero varidvel de

servidores, limitado a dois, que atende a restricao de um determinado nimero N de

20



clientes na fila para a entrada(ou retirada) do segundo servidor em operagao. O Shift
Pomtﬂ ¢ o mesmo para entrada ou retirada do servidor. Quando ambos servidores
estao em operacao a fila é ilimitada.

Moder & Phillips(1962) apresentam um modelo de filas com ndmero variavel de
servidores limitado e com Shift Points diferentes para entrada e retirada de servidores,
ou seja, os servidores sao adicionados de modo a atender a restricao de um nimero N
de clientes na fila até o limite disponivel. Toda vez que a fila atinge o valor especificado
um novo servidor é posto em operacao, quando todos os servidores disponiveis estao
em operagao a fila passa a ser ilimitada. Quando a fila diminui até um valor v
especificado, os servidores sao retirados de operacao a medida que ficam ociosos. O
Shift Point para entrada e retirada de servidores sao diferentes.

Al-Seedy(2004,2006) apresentam modelos de filas com servidores varidveis que
introduzem os conceitos de desisténcia e rejeicao.

Silva, Santos & Fogliatti(2007) apresentam um modelo limitado até dois servidores,
mesmo Shift Point para entrada e retirada do novo servidor, atendendo a restricao do
nimero de clientes no sistema.

Em todos os modelos apresentados é assumido que o tempo de adicao ou retirada
de um novo servidor é imediato.

Neste trabalho, o nimero de servidores é uma variavel aleatéria e uma fungao
do comprimento da fila. Segundo Fogliatti & Mattos(2007), a modelagem analitica
desse tipo de sistema nao é trivial. Portanto, de forma a possibilitar um melhor
entendimento, apresenta-se de maneira gradativa a caracterizacao do modelo dividida
em duas etapas: o caso particular, limitado até dois servidores, apresentado neste
capitulo e o modelo completo apresentado no capitulo seguinte.

Como no modelo tradicional (M/M/c/oo/FIFO), é mantida a representagao de
uma realidade onde os clientes ingressam no sistema com tempo entre chegadas
sucessivas seguindo uma distribui¢do exponencial de parametro()\), buscando por um
Servico.

Nao ha limitacao fisica, ou seja, nao ha limitacao para o tamanho da fila
ou da quantidade de clientes no sistema e nao existem rejeicoes ou desisténcias.

Neste modelo, os clientes entram numa fila simples e sao atendidos, na ordem de

I'Estado no qual o niimero de servidores se altera.
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chegada, por até 2 servidores em paralelo. Assume-se a hipdtese de que os tem-

pos de atendimento dos 2 servidores seguem distribuigao exponencial de parametro (u).

4.1 M/M/c(k) <2/00/FIFO

O caso particular representa um sistema limitado a dois servidores(1 < ¢(k) < 2),
que atende a restrigdo de um determinado nimero de clientes na fila (k clientes), que
equivale a k + 1 clientes no sistema. Assim, toda vez que o sistema atinge o estado
k41 e ocorre uma nova chegada, o segundo servidor é posto em operacao e a fila passa
a ser ilimitada. Quando o nimero de clientes no sistema decresce(i < k+1) e o servigo
é completado, o primeiro servidor a ficar livre é retirado de operacao. O Shift Point é
o mesmo para entrada ou saida do segundo servidor.

O estado estaciondrio sob analise, supondo que este existe, é representado pelo

diagrama de fluxo da Figura 4.1} a seguir:

A A A A A A A
OO O T OOE
Iz Iz 7 Iz I 24 24t

Figura 4.1: Diagrama de Fluxos para o modelo M /M /c(k) < 2/00/FIFO

Observa-se deste diagrama que existem estados que tém comportamento
semelhante, quais sejam: o grupo de estados i (0 < i < k+1e ¢ > k+ 2), enquanto
os estados 0 e k 4+ 1 tém comportamento diferenciado. Portanto, estes estados devem

ser analisados separadamente.
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Pelo Principio de Conservacao de Energia aplicado ao diagrama da figura

tem-se:

Estado Fluxo de entrada Fluxo de saida
0 Py APy
O<i<k+1 pwPii1 + AP_q (n+ NP
i=k+1 201 Pyt2 + APy (e + A) Pyt
i>k+2 2uP;1 + AP (2pn+ MNP

Tem-se entao,

para o estado(0),

A
m
Figura 4.2: Estado Inicial
R:%(%. (4.1)
i
Para o estado(i), com 0 <i < k
A A

Figura 4.3: Estado i
pPip1 + APy = Pi(A + )

o= (2) Qo)

23

Entao:



i—1 2
:PO(A) (A——F)\—)\)
7 p
A i+1
—
1

de onde:

Para o estado(k), tem-se

Figura 4.4: Estado k

/,LP]C+1+)\P]€,1 = Pk()\‘i‘ﬂ)

de onde

Para o estado (k + 1), tem-se

A A
ﬁ
p 2p
Figura 4.5: Estado k+1

Q,uPIH_Q + )\Pk = Pk+1()\ + ,u)

entao:

2uPyy2 = Popi(A+ p) — AP

24
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=P, (2(A+u)—)\)

een () () )
()

de onde:

Figura 4.6: Estado k+2

2/,L.Pk+3 + )\Pk+1 = Pk_;'_g(A + 2/1/)

entao:
2uPi3 = Pra(A+2pu) — APyt
=P i()\ +2u) — A
= k41 2 H
k+1 2
:Po<i> ()\—-f-)\—/\)
p 21
de onde:

noen)” () (3)
)
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Figura 4.7: Estado k+3

2uPpta + APry2 = Pryz( A+ 2p)

entao:
2pPyya = Prys(A 4 2p1) — APpso
1 A
=P - — (A +2u) — A\
Jo+2 (2) (2M< +2p) )
k+2 2
1
ONOIERS
I 2) \2u
de onde: oo
A 1 A2 1
ra=n(3) () () &)
It 2/ \21) \2p
AN FH 1\ 3
=P (= - 4
(5 () &L
A A
[ \:‘)
2u 2
Figura 4.8: Estado i com ¢ > k + 2
2uP 1 + AP = P, (A +2p)
de onde:



Tem-se, entao:

Pypt, se 1<i<k+2;

' i—(k+1) A\
Popl(ﬁ) , Yi>k+2 com p=— .
1

Substituindo as equagoes (4.8) em:

[e%S) k+1 [e'S)
Y R=Y P+ > b
=0 1=0 i=k+2

tem-se

=0 i=k+2
k+1 o] i k+1 i
“nlsrea (20 -3 6))]
=0 =0 =0

A condicao necessaria para que a soma infinita acima seja convergente e o
. . N 4
sistema alcancar o regime estacionario é 5 < 1.

Satisfeita esta condigao, obtém-se:

para p # 1

1 p k+2

- L e[ 12 (5)
e e |
=0 5

-p 1_8 1 —
2
1 — k+2 k+2 9 _ k2
—Po[ P }_O p—p
l—p  2-p (1=p)2=p)
ComoZle,
i=0
obtém-se
(1-p)2-p)
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Para p =1

?;12' + 281 (i (%) — ki (%))] (4.10)

=0

iB:PO
=0

k+2 k+1
1
:Po{k+2+2k+1 [2—2+2(%) }:Po{k+2+2’““<§> }:

= Py(k+3) .
Como Z P, =1, tem-se
i=0
1
Py=—-—— 4.11
T k+3 (4.11)

Substituindo (4.9)) e (4.11)) em (4.8)), tem-se entao:

para p # 1

([ (1—p)(2—
p’(w>, se 0<i1<k+2

2 — p— pht?
P, = (4.12)
i—(k+1)
(1 (1-p)(2—0p) :
\p(§) <2—p—pk+2 , Vi>k+2
e para p =1
(1
/{j——l—?)7 se O§Z<k+2,
P, = (4.13)

1\ kD) 1
- — Vi>k+2 .
) () v

A partir destas probabilidades podem ser obtidos as medidas de desempenho de

interesse do sistema.
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4.2 Medidas de Desempenho

Nimero Médio de Elementos no Sistema(L)

00 k+1 o)
L=)iP=) iP+ > iP (4.14)
i=0 i=0 i=k+2

Satisfeita a condigao de convergéncia(g < 1), tem-se:

k+1 00 71\ D
L=YipP+ Y ipf (5) Py .
=0

i=k+2
Para p # 1 -
L=PR Zz’pi+2’f+1<z z(g’))] -
i=0 1=k+2
Rl LN k1 P\
=Py |2+ 2 (232(5) ‘245))] N
k41 X e [P 9 /D o1 pk+1 P i1
e )
k+1 Pt doo pl dk+1 P\
_p, pd—;p + 52 (@E(E) ‘@2(5))] -
B 1—|—pk+1(kp+p—/€—2) 2k+2 P P k+1 _
_pPO[ (1-p)? " ((2—,0)2) (<§(k_1)+k+2> (5> )] N
Lt M (kept p— k— 2 k+1
<oy [P g e o2k )

L:P[)

(4.15)

p(L+p kp+p—k—2)  p"*2(4+2k—kp—p)
(1—p)? (2—p)?
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E para p =1, tem-se:

k+1 00 /1 i—(k+1)
L=h (me > i (2) ) .

=0 i=k+2

(S0

=F

S k4D (k+2
ZOZ:( )2( )

= 1\ k+3
Z ! (5) = Qk—tl (Soma dos termos de uma Série Aritmético—Geométric.

i=k+2

Assim, tem-se:

1 [(k+1)(k+2)

T k43 2 Tkt3)
ou ainda,
k+1)(k+2
L= POM+H +1 (4.16)

A partir das férmulas de Little e suas decorrentes, ([2.3)),(2.4),(2.5)) e (2.6), obtém-
se:Ly, Wy e W.

Probabilidade de Ocio de um Servidor Qualquer(P,.)

Para o intervalo de tempo em que o sistema trabalha com um servidor ativo:
ambos servidores estarao ociosos para atendimento quando o sistema estiver vazio e
um dos servidores estara ocioso para atendimento quando houver no sistema entre 1
e k + 1 clientes. Ja para o intervalo de tempo durante o qual os dois servidores estao

em operacao, qualquer que seja o estado ¢ > k + 2, nao existira écio.

20 desenvolvimento desta série encontra-se no apéndice A.
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Assim, sendo P,. a probabilidade de 6cio de um servidor qualquer, tem-se:

1k+1
POC—P0+§2PZ-

1k+1 1k+1
—R+=Y PR =P (142 p
0+2ZP 0 0(+2;P>

i=1

Para p # 1

1 1_pk+2 1 1_pk+2 1
Poc:P 1 —(— -1 =51 - ) — =] =
0[+2<1—P "2 1—p 2
_ 5 k2
()
2(1—-p)
1—p)(2—
Como Py = L= P2 =7)

2_p_pk+2’

po- L (Une ol (2oporty

=1—§ (4.17)
E para p=1
P,.=F {1+%(k+1)1
de onde
Poczki?)(”l;“):% : (4.18)
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Capitulo 5

O Modelo M/M/c(k) < c¢/oo/FIFO

Neste capitulo apresentam-se as caracteristicas e as medidas de desempenho do
modelo M/M/c(k) < ¢/oo/FIFO. Partindo-se de um servidor fixo em operagao,
agregam-se novos servidores até o limite ¢, atendendo a restricao de até k clientes na
fila, a medida que existam na fila k41, k42, k+3, ..., k+c—1, k+c clientes. Quando a
quantidade de clientes diminui, os servidores sao retirados a medida que ficam ociosos
até que reste um servidor em operacao, obedecendo os mesmos Shift Points, ou seja,
k+c, k+c—1, ..., k+3, k+2, k+1. Verifica-se entao, que ao agregar-se um servidor se
o total de servidores em operagao nao forem capazes de manterem até k clientes na fila,
um novo servidor é agregado até o limite de ¢ servidores disponiveis para o processo.
Considera-se ainda que os tempos de atendimento dos ¢ servidores disponiveis estao
exponencialmente distribuidos com taxa .

O estado estacionario sob andlise, supondo que este existe, é representado pelo

Diagrama de Fluxo da Figura 5.1}, a seguir:

Figura 5.1: Diagrama de Fluxos para o modelo M /M /c(k)/oo/FIFO
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Pelo diagrama de fluxo pode-se observar que o estado(0) tem comportamento
tunico, os estados 0 < ¢ < k + 1 tem comportamento idéntico, o estado (k + 1) tem
comportamento particular, os estados £k + 1 < ¢ < k 4+ ¢ comportam-se de maneira
semelhante e os estados i > k + ¢ apresentam comportamento idénticos. Assim, estes
estados serao tratados separadamente.

Analisando o Diagrama de Fluxo e utilizando o Principio de Conservagao de

Energia:

para o estado (0),

L

Figura 5.2: Estado Inicial

obtém-se:

nen()
L

para o estado(i) 0 < i < k+1



Analisando o estado(k), tem-se:

Figura 5.4: Estado k

de onde

pPyi1 + APy = (A +p) Py .

Assim,

PPy = (A + p) Py — AP,

= Py (%(A +p) — )\)

k—1 2
:Po<§) ()\——l-)\—)\>
fu I
A A
Pen=F <—> :
o
Analisando o estado(k + 1), tem-se:
A A
K
p 2
Figura 5.5: Estado k+1

de onde

(A1) Pry1 = AP, + 2pPyin
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Entao

Q/LP]H_Q = (>\+M)PI€+1 - )\Pk .

Substituindo Py e Py segundo (5.1)), tem-se:

21 Ppyo = (A + 1) Fo <;) — Al <_

7
k 2
1% 1%
1 P
pex=(3) 7 ()

Analise do estado(k + 2),

Figura 5.6: Estado k+2

tem-se:
3/,I/Pk+3 + )\Pk+1 - ()\ _'_ 2/,6)Pk+2
de onde
AT A
3uPrys = By (—> {—O\ +2p) —
It 21
Assim,

e () 0)R)
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Analise do estado(k + 3)

Figura 5.7: Estado k+3

tem-se:
ApPyys + APryo = (A + 3p) Prys
de onde,
APy = Py | — =) [=—(A+3u)— A
x4 = Fo (M) (2> [SM( + 3p) }
Assim,

SEOIOIGHON

Anélise do estado(i), k+1 <i<k+c

Denotando-se por s o nimero de servidores em operacgao, para k+1 < i < k+c,

2 < s < ¢, tem-se:

A A

s (st 1)

Figura 5.8: Estadoi (k+1 <i <k +¢)

APy + (s + DuPry = (A + sp) B
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de onde,
1 )\ i+1
Piy= P~
T s+ 1) O(M)

Assim,

s!

1 A\’
a:( )p0<_), Y kto<i<kic .

1

Pelo diagrama de fluxo pode-se observar que:

Estado(i) Servidores em Operagao(s)

k+ 2 2
k—+3 3
k+4 4
k+c c

Assim, s =1 — k, entao:

1 i
P=mmh(5) o vEresichie.

i

Anélise do estado(k + ¢ — 1)

A A
—~

[ koot )

(c=1p  Cf

Figura 5.9: Estado k+c-1

tem-se:

cuPrie + APrie—2 = (A + (¢ = D)) Prge1 -

Assim,

cpPrie = AN+ (¢ = 1)) Pegeo1 — APrye—2
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Py — (%) P (%)H | (5.7)

Figura 5.10: Estado k+c

tem-se:
cpPrier1 + APrye—1 = (A + cpt) Prge
de onde,
cpPrier1 = (A + ) Poye — APrie
k+c—1 2
(N (®
1t (c=1)!) \epn
Assim,

() () ()
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Anélise do estado(k + ¢+ 1)

Figura 5.11: Estado k+c+1

tem-se:
CpPriero + APiye = (A + ) Pigern
de onde,
cpPryera = (A + cpt) Pogerr — APrye
k+c 2
1
() () (&)
1 c! cp
Assim,

1 1 2 )\ k+c+2
Prvera = (9) (z) t (ﬁ)

Anélise do estado(i), i > k + ¢

Figura 5.12: Estado i(i > k + ¢)

tem-se:

cpuPii1 + APy = (A +cp) P,
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o
Como Z P, =1, tem-se:
i=0

k+1 k+c—1 oo
L= P+ > P+> Db
i=0 i=k+2 i=k+c

A
Chamando p = —, tem-se:
]

k+1 k+1 1—ph+?
. P ,sep#1

IR WA R
i=0 i=0 Py(k+2), sep=
k4c—1 k4c—1 p’

P=F
ZZIH:-Z z‘zk—iz-z ( k)'
e

i=k+e i=k+c i=htc
Se g < 1, tem-se:
550"
izhte C cTpAC
Substituindo em ,
i h=t (c f)k'zc - p)
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Assim, para p # 1, tem-se:

de onde,
1— pk+2 ktce—1 o pk:+c -1
Py=[—L— 5.15
: ( ey *Z.;u—k)!*(c—l)!(c—p)) 19

E para p = 1, tem-se:

kte—1 1 -1
Py = <k+2+ > T (c—1)(c—1)!> (5.16)

i=k+2

Na tabela(5.1]) a seguir é apresentado um resumo dos resultados obtidos quanto

as probabilidades dos estados para este modelo.

Tabela 5.1: Resumo das Probabilidades de Estado

Estado(i) Probabilidade(P;)

A K3
0<i<k+2 H:P()(—)
L

)

. p
k+2<i<k P =FP——-
+ S +c O(Z—k’)!
i i—(k+c)
1
P>kt a:po<p_) (_)
c! c
-1
1 — ph+? kte—-1 o phte
p7#1 Po=|—-+-+ : +
(1—/) i%(z—w (c=Dilc—p)

Obtidas as Probabilidades de Estado para o caso geral, a seguir é apresentada

a obtengao do nimero médio de clientes no sistema(L).
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5.1 Medidas de Desempenho

Nimero Médio de Elementos no Sistema(L)

00 k+1 k+c—1 00
L=>)iP=) ik+ Y iP+ Y iP (5.17)
i=0 i=0 i=k+2 i=k+c
Para p # 1 e usando o mesmo raciocinio que para o caso particular (c¢(k) < 2),
tem-se:
k+1 k+1 k+1
. p (L4 (kp+p—k—2))
=0 1=0
k4c—1 k+c—1 Zpl
i=k+2 i=k+2
> chte P\
> ip= Po( ~ ) P <E> (5.20)
i=k+c i=k+c
Ck+c 00 /P i k+c—1 o\
-5 (%) <D(z) -2 (0 )=
1=0 =0
N P ke (5.21)
=P \em) o= Y ey '
Assim,
1+ kp+p—k—2)) &Py Frte k+
L—p |2 p ot ))+Z w,+(p ,)( o ;
(1=p) =k Nle=D \(e=p? c=p
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E para p =1, tem-se:

]:f;éB:Po ((k+2)2(k+1))

k:+c—1 k+c_1 Z
2 =R
Z:k+2 Z:k‘-‘rQ
v 1 1 k+c
P =D
i;}—cl 0((0_1)!> ((0—1)2+c—1)
Assim,
k+c—1 .
(k+2)(k+1) i 1 1 ke
b=h 2
’ 2 +i;+2(i—k)!+ (c—1)! (0—1)2+c—1 (5.23)

A partir das férmulas de Little (2.3)),(2.4),(2.5) e (2.6, as demais medidas de

desempenho podem ser obtidas.
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Probabilidade de Ocio de um Servidor Qualquer(P,.)

Seja um sistema que opera com um numero varidavel de servidores em relacao ao

nimero médio de clientes no sistema, conforme a seguir:

Clientes no Sistema(i) Servidores em Operagao(s)

1<k+1 1
k42 2
k+3 3

k+c—1 c—1

1> k+c C

onde ¢ é o nimero maximo de servidores disponiveis para atendimento e k é o
nimero maximo de clientes na fila, para que um servidor qualquer esteja ocioso deve
existir no sistema um numero de clientes ¢ < k + c. Satisfeita esta condigao, sendo P,
a probabilidade de 6cio de um servidor qualquer, tem-se:

k+c—1

P,.= Z P(servidor estar ocioso) P,
i=0

Quando o sistema estd vazio(i = 0), todos os servidores estao ociosos, entao

P(servidor estar ocioso) = =1, P=F

Assim,

Quando ha um cliente no sistema(i = 1), apenas um servidor dos ¢ disponiveis esta
em operacao. Entao,
c—1

P(servidor estar ocioso) = , P=P
c

Assim,




Quando s servidores estao em operacao e o sistema esta em estado entre 1 e k+ 1,

um servidor estd em operagao(s = 1) e a probabilidade de dcio de servidor é:

c—1 k+1
Poe = P .
(F)%

Quando s =2, 1 = k + 2, tem-se:

c—2
Poc:( )Pk+2
C

Quando s = 3, 7 = k + 3, tem-se:

c—3
Poc:( )Pk+3
C

Assim, para o intervalo 0 <17 < k + ¢, tem-se:

c—1Y o= c—2 c—3 1
POC:P0+< )Zprl—( )Pk+2+( )Plc+3+"'+(_)Pk+01:
¢ =1 ¢ ¢ ¢
k+1
1
=Pt [(e= DY Pt (c= 2Pt (= 3Pzt +(c—c— )P | =
=1
1 r k+1 c—1
=P+~ (c—1)23+2_;(c—s)1%+3 =

k+1 Cc— k+5
p

=Pt |c=1)D Pt} (c—9)h

=2

s!

Para p # 1, tem-se:

1 p_pk+2 c—1 pk+s
P.=PFPy+ - B D >N — )P | =
o—l—c (c—1)F - +S§2(c s) Py i

-y

1+ % ((c ~1) (%) 4 i(c - s)i—j)] . (5.24)
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E para p =1, tem-se:

de onde:

1+% ((c—l)(k:—i—l)—l—pki(c—s)p—s)] : (5.25)

5.2 Consideracoes Finais

Apés a caracteriza¢ao do modelo proposto M/M/c(k) < ¢/oo/FIFO e a obtengao
das medidas de desempenho, o capitulo seguinte apresenta, por meio de um estudo de
caso aplicado ao sistema de pagamento de uma loja de departamentos, uma comparagao

dos resultados obtidos segundo os modelos tradicional e o proposto nesta dissertagao.
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Capitulo 6

Estudo de Caso:
Sistema de Pagamento de uma Loja

de Departamentos

Nos capitulos anteriores foram apresentados dois modelos tedricos de filas, quais
sejam, o modelo tradicional com numero fixo de servidores e o modelo proposto com
nimero de servidores em funcao do nimero de clientes no sistema, cujas medidas de
desempenho permitem avaliar a funcionalidade do sistema.

Neste capitulo é apresentado um estudo de caso aplicado a um Sistema de Paga-
mento de Mercadorias de uma Loja de Departamentos, cujos dados foram extraidos do
trabalhoE] apresentado em Fogliatti & Mattos(2007) e que serao utilizados nos modelos
apresentados nos capitulos 3 e 5 com a finalidade de comparar e comentar as medidas

de desempenho obtidas.

'Desenvolvido por Sergio Pacifico Soncim e Rafael de Bruns
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6.1 Caracterizacao do Estudo

Numa Loja de Departamentos observou-se que o sistema de fila iinica para os caixas
disponibilizados no atendimento ao publico para pagamento comporta-se de maneira
ineficiente. Devido a flutuabilidade de demanda apresentada ao longo do dia, ora
tem-se ociosidade dos servidores, ora insatisfacao dos clientes com a demora no atendi-
mento. As ocorréncias descritas acarretam prejuizo a empresa, seja pela ociosidade dos
servidores que sao pagos mesmo estando livres, seja pela perda dos clientes.

Segundo Fogliatti & Mattos(2007), os dados necesséarios para a aplicagao dos mo-
delos foram coletados em um periodo de baixa flutuabilidade de demanda, onde 11
servidores atendiam em paralelo. Sem diferengas significativas entres eles no que se
refere ao numero médio de clientes atendidos por minuto. Assim, considerou-se que os
tempos de atendimentos eram exponencialmente distribuidos.

Realizados os teste estatisticos e validados os dados, as caracteristicas do sistema

sob andlise sao as seguintes:

11 servidores em paralelo, com tempos de atendimentos exponencialmente dis-

tribuidos, p = 0,42 clientes por minuto;
e os clientes ao chegarem ao setor de pagamento ingressam em uma fila simples;

e o atendimento dos clientes é feito na ordem de chegada pelos servidores, a medida

que estes ficam livres para atendimento;
e nao foram observadas desisténcias e
e as chegadas sao regidas por um processo de Poisson com A = 3,014 clientes por

minutos.

A condigao necessaria para que o sistema entre em regime estacionario, — < 1,
cp
indica que o nimero minimo de servidores para o cenario em anélise é ¢ > 8.
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6.2 Medidas de Desempenho

6.2.1

Caracterizado o sistema do tipo M/M/c/oo/FIFO, com A\ = 3,014 clientes por
minuto e g = 0,42 clientes por minuto, a Taxa de Ocupacao(p) e as medidas de
desempenho: Numero Médio de Clientes no Sistema(L), Numero Médio de Clientes na
Fila(L,), Tempo Médio de Permanéncia no Sistema e na Fila(W, W,) para ¢ = 8, 9,
10 e 11 sao apresentadas na tabela e as relacgoes entre as medidas de desempenho

e o nimero de servidores ativos sdo apresentadas na figura(.1)).

Tabela 6.1: Medidas de Desempenho

Resultados obtidos usando o Modelo M/M/c/oo/FIFO

p L L, W{(min) W,(min)
90% 1321 6 4,39 2
80% 885 1,68 294 0,56
10 | 2% 7,81 0,63 2,59 0,21
11 | 65% 7,43 0,26 2,46 0,09
E 14 1322 o 1
B ] i 12
o 12 n
c10 5,85 g 0
5 5 .04
= [}
iy v
a o 4
0 o T
= ! 188
E ; % z 0.62 028
c = == —
z ] ] 10 11 ! !
Nr.Servidores Fixos : 3 i H
Nr.Servidores Fixos
5 5 1
m 45 ﬁ 4.5
é 4 I 4
w
‘23; 283 z ;
F . b
Eoe 258 248 % - O
E 2 £ L2
8 15 E 1,5
i 2 A4 057
F 05 0,5 0.4 0,08
p : i -
] 8 10 1 8 9 10 1
Nr. Servidores Fixes Nr.Servidores Fixos

Figura 6.1: Medidas de Desempenho x Servidores Fixos
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Analise dos Resultados

Comparando-se os resultados obtidos para os diferentes niimeros de servidores, ape-
sar da aparente condicao satisfatéria de funcionamento para ¢ = 8, os nimeros médios
de clientes no sistema e na fila sao significativamente maiores do que para o sistema
trabalhando com 11 servidores.

Considerando um aumento da demanda de 10%, obtiveram-se os valores apresenta-
dos na tabela [6.2] a seguir, onde pode-se constatar que a taxa de ocupacao foi elevada
para 99% e os nimeros médios de clientes passaram para 79 e 71 no sistema e na fila,
respectivamente, tendo cada cliente que aguardar em média 21,5 minutos na fila para
um atendimento de cerca de 3 minutos. Este aumento da demanda tornou o sistema

caotico.

Tabela 6.2: Medidas de Desempenho - aumento 10% na taxa de chegadas.
c| p L L, W(min) W,(min)
8199% 79 71 24 21,5

Em sentido contrario, diminuindo-se a demanda em 10%, para o sistema confi-
gurado com 11 servidores fixos, obtiveram-se os resultados apresentados na tabela(6.3)),
onde houve uma reducao da taxa de ocupacao para 59%, sendo que o nimero médio

de clientes no sistema e o tempo médio nele nao sofreram variagoes significativas.

Tabela 6.3: Medidas de Desempenho - reducao 10% na taxa de chegadas.
c| p L L, W(min) W,(min)
11 |59% 6,57 0,11 2,42 0,04

Observa-se entao que o sistema é fortemente sensivel a flutuabilidade da
demanda. Uma maneira de compensar-se essa flutuabilidade é a variacao do nimero
de servidores disponibilizados para o atendimento.

Em Fogliatti & Mattos(2007) foram apresentados resultados para o problema em
funcao dos valores da taxa média de chegadas. Entretanto, na pratica, este tipo de

controle torna-se inviavel.
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6.2.2 Resultados para o Modelo M/M/c(k) < ¢/oo/FIFO

Como alternativa a situac¢do encontrada, preservando-se as taxas de chegadas(\ =
3,014 clientes por minuto) e de atendimento(u = 0,42 clientes por minuto), aplicou-se
o modelo proposto nesta dissertagao, configurado com até 11 servidores e Shift Point-k.
Para diferentes valores de k, foram obtidos os resultados apresentados na tabela,
sendo que na ﬁgura foram apresentadas as variagoes das medidas de desempenho

em fungao da mudanca dos Shift Points.

Tabela 6.4: Medidas de Desempenho x Shift Point.
k 5 6 7 8 9 10
L 12,44 13,44 14,44 1544 16,44 17,44
L, 5,26 6,26 7,26 826 9,26 10,26
Wi(min) | 4,13 446 4,79 512 545 578
Wy(min) | 1,75 2,08 241 2,74 3,07 3,40

| A
1744

1 B4 T

,, 54 L
.g 18 i 1444 ; 16
a4 124 g 14
0121 [ E12 1028
fn i w
[ o 828
: 18
e g L 828
Ly S
E ] % g
B4 0 4

; H
L2 Q2 H

0 . . 0 . ‘ ‘ . .

g 8 7 2 : 1 5 8 7 2 310
Shift Point(k) Shift Point

1 1
o9
g ]
% § L
27 i ol
ge e 08 o 8
851 44y 440 ik I
T sl ;
0 4 2
£ 4 : g AU
£ ES 0 gm
¥ i
[ 4 H

0 0 T T T T T ]

5 8 7 8 : 10 G 8 7 2 3
Shift Point Shift Point

Figura 6.2: Medidas de Desempenho x Shift Point
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Tabela 6.5: Medidas de Desempenho x Servidores Fixos e Shift Points.

C k
8 9 10 11 5 6 7 8 9 10
L 1321 8,85 7,81 7431244 1344 1444 1544 1644 17,44
L, 6 168 063 0,26 | 526 6,26 7,26 826 9,26 10,26
W(min) | 4,39 2,94 2,59 246 | 4,13 446 4,79 512 545 578
W, (min) 2 0,56 0,21 0,09| 1,75 2,08 241 2,74 307 3,4

Observa-se na tabela(6.5)) que os valores obtidos para k = 6 aproximam-se bas-

tante do modelo anterior com &8 servidores fixos.

Considerando aumento/redugdo da demanda de 10%, como no caso anterior,

obtiveram-se os valores apresentados nas tabelas e (6.7) a seguir, onde pode-

se constatar que o sistema apresentou menor sensibilidade as alteracoes da taxa de

chegadas.

Tabela 6.6: Medidas de Desempenho x Shift Point - aumento 10% na taxa de chegadas.

5 6 7 8 9 10

13,48 14,48 1548 1648 17,48 1848

. 558 6,58 7,58 858 958 10,58
Wi(min) | 4,06 4,37 4,67 497 527 557
W,(min) | 1,68 199 229 274 289 3,19

Tabela 6.7: Medidas de Desempenho x Shift Point - redugao 10% na taxa de chegadas.

5 6 7 8 9 10

11,57 12,57 13,57 1457 1557 16,57

L, 511 611 7,11 811 9,11 10,11
Wi(min) | 426 4,63 500 537 574 6,11
W,(min) | 1,88 225 262 299 336 3,73

Considerando-se que o desafio da administracao do sistema é equilibrar o sistema

as diferentes situacoes de congestionamento, foram obtidas as medidas de desempenho

para diferentes valores da taxa média de chegadas, de modo a possibilitar uma anélise de

sensibilidade das configuragoes estabelecidas. Os resultados obtidos sao apresentados

nas tabelas , , e e nos graficos , , e , a seguir.
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Tabela 6.8: Numero Médio de Clientes no Sistema

)
151 226 3,014 3,35 3,77 4,07 4,52
c=8 | 3,62 585 1321 236,11 oo o
=9 | 3,60 556 88 12,33 30693 oo oo
=10 | 3,59 545 7.81 954 1472 3728 oo
=111 3,59 541 743 859 10,84 14,09 52,74
k=5 | 854 10,40 1244 1359 1584 19,09 57,74
k=10 | 13,54 15,40 17,44 18,59 20,84 24,09 62,74
k=15 | 18,54 20,40 2244 23,59 2584 29,09 67,74
k=20 | 23,54 25,40 2744 2859 30,84 34,09 72,74
k=25 | 28,54 30,40 32,44 33,59 3584 39,00 77,74

Nr. Médio Elementos Sistema

Taxa de Chegada

Figura 6.3: Numero Médio de Clientes no Sistema.

Comparando-se os resultados do ntimero médio de clientes no sistema para as
diferentes configuracoes estabelecidas, constata-se que:
1. Para valores menores da taxa de chegadas o modelo tradicional operando com
8 ou 11 servidores fixos nao apresenta diferencas significativas em relagao ao nimero
médio de clientes no sistema e o modelo proposto com até 11 servidores consegue
manter um maior nimero médio de clientes no sistema, de acordo com o interesse da
administracao e
2. A medida que sao atribuidos valores maiores para a taxa de chegadas, o
modelo tradicional deixa de operar satisfatoriamente, enquanto o modelo proposto
mantém relativa estabilidade até atingir comportamento idéntico ao modelo fixo com

11 servidores.
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Tabela 6.9: Ntimero Médio de Clientes na Fila.

A
1,561 226 3,014 3,35 3,77 4,07 452
c= 0,03 047 6,04 22814 %) 00 00
c= 0,01 0,17 1,68 4,95 29796 oo 00

c=10| 0,00 0,06 063 1,57 575 2759 oo
c=11]000 002 026 063 187 440 41,98
k=5 495 502 526 563 687 940 46,98
k=101 9,95 10,02 10,26 10,63 11,87 14,40 51,98
k=15|14,95 1502 1526 1563 16,87 19,40 56,98
k=20119,95 20,02 20,26 20,63 21,87 24,40 61,98
k=2524,95 2502 2526 2563 26,87 2940 66,98

Clientes na Fila

Nr.Médio Clientes em Espera

Figura 6.4: Numero Médio de Clientes na Fila.

Neste caso, pode-se observar que para valores reduzidos da taxa de chegadas
o modelo proposto mantém k clientes na fila como estabelecido pela administracao,

enquanto que para o modelo tradicional praticamente nao existem clientes na fila.
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Tabela 6.10: Tempo Médio no Sistema.
A

1,51 226 3,014 335 3,77 4,07 4,52
c=8 | 240 259 439 70,57 oo %) o0
c= 239 246 294 386 8147 00
c=10| 2,38 241 259 285 391 916 ¢
c=11| 238 239 247 257 288 346 11,67
k= 566 4,60 4,13 4,06 4,21 4,69 11,67
k=101] 898 6,81 5,78 556 553 592 12,58
k=151]1230 9,02 744 7,05 6,86 7,15 13,68
kE=20115,62 11,24 9,10 855 8,19 8,38 14,79
k=251]1894 1345 10,76 10,04 9,51 9,61 15,90

Tempo Médio Sistema

]

Tempo Médico Sistema(mi

; ; 5 . (A

Figura 6.5: Tempo Médio no Sistema x p.

Os tempos médios de espera no sistema apresentam inicialmente valores mais
altos para o modelo proposto nesta dissertacao e vao diminuindo a medida que novos
servidores sao agregados.

Para demandas maiores da taxa de chegadas, o modelo tende a comportar-se de

modo semelhante ao modelo tradicional.
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Tabela 6.11: Tempo Médio na Fila.
A
1,61 226 3,014 335 3,77 4,07 4,52
c=8 | 0,02 021 200 6819 o0 00 00
c= 0,01 0,08 056 1,48 79,09 oo 00
c=10| 0,00 0,03 0,21 047 1,53 6,78
c=11| 0,00 0,01 0,09 0,19 050 1,08 9,29
k= 3,28 222 1,75 1,68 1,82 231 10,39
k=101 6,60 4,43 3,40 3,18 3,15 3,54 11,50
k=151 992 6,64 506 4,67 448 477 12,60
k=201]1324 885 6,72 6,17 581 6,00 13,71
k=251]16,556 11,07 838 7,66 7,13 7,23 14,81

Tempo Médio Fila
101

Tempo Médio Espera(min)

Figura 6.6: Tempo Médio na Fila.

de modo andlogo, os tempos médios de espera na fila apresentam inicialmente
valores mais altos para o modelo proposto nesta dissertacao e vao diminuindo a medida
que novos servidores sao agregados.
Para demandas maiores da taxa de chegadas, o modelo tende a comportar-se de
modo semelhante ao modelo tradicional.
Os resultados obtidos permitem afirmar que o modelo proposto apresenta menor
sensibilidade a flutuabilidade de demanda e maior nivel de estabilidade quando com-

parado ao modelo tradicional .
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Capitulo 7

Conclusao

Neste trabalho apresentou-se o desenvolvimento de um modelo analitico, baseado
em Teoria de Filas, para sistemas que apresentam diferentes situagoes de congestiona-
mento e onde o nimero de servidores em paralelo depende do ntimero de elementos
no sistema ou na fila, isto é, quando a fila atingir determinado comprimento, um novo
servidor é posto em operacao, sem que o numero de postos de atendimento ultrapasse
o numero maximo de servidores disponiveis. Quando a fila decresce, os servidores sao
retirados de operagao na mesma ordem que ficarem 0ciosos.

Para avaliagcao do modelo, foi realizada uma aplicacao no estudo de caso de
uma Loja de Departamentos, que possibilitou mostrar que o modelo proposto pode
proporcionar um atendimento eficiente ao cliente dando flexibilidade a administracao
do sistema, permitindo a realocacao de servidores que nao estejam envolvidos com
atendimento a outras atividades de interesse da administracgao.

O modelo proposto demonstrou-se uma relevante ferramenta de apoio a decisao,
propiciando diferentes alternativas para gerenciamento do sistema com a mesma
quantidade de recursos envolvidos e qualidade de servigo.

As medidas de desempenho dos modelos apresentados foram obtidas por meio
da utilizacao das férmulas desenvolvidas e apresentadas ao longo do trabalho. Para
a realizacao dos calculos foram utilizadas planilhas eletronicas confeccionadas no

software Microsoft Excel 2003.
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Durante o desenvolvimento do trabalho observou-se a falta de bibliografia
disponivel sobre Teoria de Filas em lingua portuguesa, destacando-se os trabalhos de
Novaes(1975) e Fogliatti & Mattos(2007).

Uma modelagem analitica para sistemas com Shift Points de entrada de servidores
maiores que um foi iniciada ao longo deste trabalho, isto ¢, a inser¢ao de novos servi-
dores em pontos distintos(k, ko, k1,...) com (k # ki # k). Contudo, face o escopo
inicial estabelecido e disponibilidade de tempo para o desenvolvimento, optou-se por
nao prosseguir em tal desenvolvimento.

Como proposta para desenvolvimento de trabalhos futuros, sugere-se a modelagem
de sistemas com mecanismos de troca de servidores(Shift Points) distintos para entrada

e retirada de novos servidores.
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Apeéendice A

Este Apéndice contém conceitos basicos referentes a Processos Estocésticos e a
definicao de Série Aritmético-Geométrica ttil para determinar algumas medidas de

desempenho(vide Capitulo 4).

PROCESSOS ESTOCASTICOS

Segundo Hillier & Lieberman(1988), um processo estocastico é a abstracao
matemdatica de um processo empirico cujo desenvolvimento é governado por leis
probabilisticas. Genericamente, é um fendmeno que varia em algum grau, de maneira
aleatoria, isto é, nao é possivel saber que evento ird acontecer no futuro, mesmo
sob condigoes presumidamente idénticas, a medida que o tempo passa, resultando
em diferentes seqiiéncias observadas. Por exemplo, no lancamento de uma moeda
nao ha como saber qual lado ficarda a vista quando a moeda chegar ao solo, mesmo
apos repetidos lancamentos. O nivel de estoque de um artigo no fim de um dia,
o numero de maquinas avariadas em determinado instante, a cotacao de uma acao
ao fim do dia, a variacao de trafego em um certo cruzamento com a formacao e
dissipacao de congestionamento, o nimero de usudrios em uma fila de banco em
determinado instante, o indice pluviométrico em cada dia do més, o nimero de dias

que choveram em cada meés do ano, entre outros, sao exemplos de processos estocasticos.
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Um processo estocastico pode ser definido como um conjunto de varidveis
aleatérias, E = {X(t),t € T}, que descreve o comportamento de um processo em

andalise durante um periodo de tempo t.

T — conjunto de valores assumidos pela variavel t.
X(t) — estado do processo no momento t.

E — conjunto de valores possiveis de X(t).

Os conjuntos T e E podem assumir valores discretos ou continuos, produzindo

diferentes tipos de processos estocasticos.

Se E é um conjunto:

e Discreto(D), Enumeravel ou finito - o processo estocéstico é denominado Cadeia

FEstocastica.

e Continuo(C) - o processo estocdstico é denominado Processo Continuo.

Se T é um conjunto:

e Discreto(D), Enumeravel ou finito - o processo estocdastico é denominado Processo

de Parametro Discreto.

e Continuo(C) - o processo estocéastico é denominado Processo de Parametro

Continuo.

Um processo estocastico é dito estacionario se o seu comportamento dinamico é
invariante no tempo, ou seja, se X (¢; +s) — X (¢;) tem a mesma distribuigao de X (t5 +
s) — X(ts), para todo valor de t € T..

Dentre os varios processos estocasticos possiveis de acontecerem, a seguir serao
apresentados os Processos Markovianos, os Processos de Nascimento-Morte e o Processo

de Poisson que sao mencionados ao longo desta dissertacgao.
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PROCESSOS MARKOVIANOS

Segundo Fogliatti & Mattos(2007), os Processos Markovianos s@o um tipo es-
pecial de processo estocdstico, cuja seqiiéncia de tempos (ty < t; < -+ < t, <
t) tem a distribuicdo de probabilidade condicional de X(¢) para dados valores de

X(ty), X(t1), ..., X(t,) dependente unicamente de X (¢,), ou seja:

PIX() =2 | X(t) = Tn, X (tn1) = Tn1,- .., X(to) = 20] = P[X () = 2 | X (tn) = 2]
(A.1)

A principal caracteristica de um Processo Markoviano é a auséncia de
memoria( Memoryless). Isto é, se o valor presente é conhecido, o conhecimento fu-
turo nao ¢é alterado por informacao adicional sobre o passado. O comportamento
futuro é condicionado apenas pelo estado presente. Tem-se como conseqiiéncia, que
num processo Markoviano todos os tempos entre acontecimentos sucessivos tém de ser
exponencialmente distribuidos.

Se a varidvel aleatéria X (t) estd definida em um espago de estados discretos, o
Processo Markoviano é denominado Cadeia de Markov, que podem ser de parametro
discreto ou continuo.

Uma Cadeia de Markov de parametro discreto é definida por:

e um espago de estados (E) finito ou enumeravel; e
e probabilidades de transi¢ao entre os estados em um periodo.
Denomina-se probabilidade de transigéo(PZ-(f)), a probabilidade de transicao que um

processo no estagio ¢ estara no estagio j apds n passos. Define-se a probabilidade de

transicao em n passos como:

P = P{X(t+n) = jIX(t) =i} = P{X(n) = j|X(0) =i}, ¥Vt =0,1,2,... ed,jE€X
(A.2)
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As cadeias de Markov podem ser representadas:

1. Graficamente por Diagramas de Fluzo, como na figura(A.1]), onde os nds repre-
sentam os estados e os arcos representam as transigoes entre esses estados no

tempo; e

Foo For
Py Pu

Py
Sofon

Py

Figura A.1: Diagrama de Fluxo de uma Cadeia de Markov para 2 estados

2. Por matriz de transicao. P =

Na matriz P, cada linha 7 representa o estado atual e cada coluna j representa
o estado futuro (a ordem dos estados atuais deve ser igual a dos estados futuros,
respectivamente, nas linhas e nas colunas de P). Deste modo, o elemento P;; da
matriz representa a probabilidade de ocorréncia da transicao do estado ¢ para o estado
7 em um periodo.

Na matriz de transicao P, seus elementos sao probabilidades, assim, P;; > 0 e

2. by =1.

Classificacao dos estados

Um caminho do estado ¢ para o estado j é uma seqiiéncia de transicoes com
probabilidades de ocorréncia positivas que ligam os dois estados. Nao existe qualquer
limite para o nimero de transicoes nem ha a obrigacao de a seqiiéncia ser a mais curta
entre os dois estados.

O estado j ¢é dito atingivel a partir do estado 7, se e somente se, houver pelo menos

um caminho de ¢ para j.
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Dois estados ¢ e j sao comunicantes, se e somente se, j for atingivel a partir de i e
i for atingivel a partir de j.

Uma Cadeia de Markov é dita irredutivel, se e somente se, qualquer estado j for
atingivel a partir de qualquer estado 7, ou seja, se todos os estados forem comunicantes.

Um estado j é dito absorvente se apds o processo entrar em j nao sair de j, isto é,

se Pj; = 1.

Probabilidades Estacionarias

Para algumas Cadeias de Markov, a probabilidade do processo estar no estado j é
constante e independente do estado inicial ¢. Quer dizer que, espera-se que, ao longo
de um grande periodo de tempo, a influéncia do estado inicial diminua de tal forma
que as probabilidades limites nao dependem desse estado.

A esta probabilidade, constante e independente, chama-se probabilidade esta-

ciondria do estado j e representada por ;.

Pl.(j’"”rl) ~ Pi(jn) R T, N — 00 (A.3)

Para que isto acontega, a cadeia de Markov deve ser irredutivel e ergddica(
recorrente e aperiddica), isto é, qualquer estado j é atingivel a partir de qualquer

estado i, partindo-se de qualquer estado j sempre é possivel regressar a j.

PROCESSO DE NASCIMENTO-MORTE

Segundo Fogliatti & Mattos(2007), os Processos de Nascimento-Morte sdo processos
estocasticos, cadeias de Markov de parametro continuo, cujas transigoes de um estado
qualquer somente sao possiveis para estados vizinhos , ou seja, de um estado ¢ para
estados ¢ + 1 ou 7 — 1.

A maioria dos modelos de filas elementares supoe que as chegadas e as saidas de
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clientes ocorrem segundo um Processo de Nascimento-Morte, ou seja, a chegada de um
cliente representa o nascimento para o sistema e a saida do cliente representa a morte.

Estes modelos tém a representacao grafica da figura(A.2)) a seguir.

)\0 A1 A9
H1 M2 3

Figura A.2: Diagrama de Fluxo de um Processo de Nascimento e Morte

Hipdteses basicas consideradas no estudo dos Processos de Nascimento-Morte:

1. No instante inicial(ty), o sistema esté vazio;
2. Nascimentos e Mortes sao eventos estatisticamente independentes;

3. Para um sistema no estado i, no intervalo de tempo (t,¢ + At), At tdo pequeno

quanto se queira, a probabilidade de ocorrer:

a. i+ 1, um nascimento, é \;At + o(At);
b. i — 1, uma morte, é u; At + o(At) ;

c. i+ 1ei—1, mais de um evento, é o(At);

Definindo-se:
P"(At) =Probabilidade de ocorréncia de i nascimentos em At; e

P"(At) = Probabilidade de ocorréncia de i mortes em ¢,
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tem-se,

Pl'(At) = At + o(At), Vi=0,1,2,3,...;
P (At) = At + o(At), Vi=0,1,2,3,...;

PI(AHPMAL) = o(Ab), Vi, j=0,1,2,3,...;

Sabendo-se que a probabilidade de nao ocorréncia de A é um menos a probabi-
lidade de ocorrer A, obtém-se a probabilidade de nao ocorrer nascimento ou morte em
intervalos pequenos de tempo, At:

Py(At) = Probabilidade de nao ocorréncia de nascimentos em At é 1 — P*(At),
Py(At)=1— PPAt) =1—-NAt—O(At), Vi=0,1,2,3,...; e
Pj*(At) = Probabilidade de ndo ocorréncia de i mortes em At é 1 — P"(At),
P (At) =1— P"(At) =1 —iAt — o(At), Vi =0,1,2,3, .. .;

Das consideragoes anteriores, pode-se determinar, para todo ¢, as probabilidades P;
dos estados do processo.

Dividindo-se um intervalo de observacao em dois sub-intervalos disjuntos (0,?] e
(t, t + At). Para o estdgio inicial vazio e independéncia entre nascimentos e mortes,
pode-se calcular a probabilidade de um sistema estar no estado 7 no instante ¢t + At:

Para i > 0, no instante ¢t + At e com At — 0:

Tabela A.1: Eventos possiveis no instante ¢ + At(i > 0)

t t + At | Nascimento | Morte

1 7 0 0
1— 1 1 1 0
1+ 1 1 0 1

P,(t+At) = Py(t) Py (At) P (A)+ Py () Pl (At) P (At)+ Py () Py (At) P (At)4o( At)
(A.4)
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Para i = 0, no instante ¢t + At e com At — 0:

Tabela A.2: Eventos possiveis no instante ¢t + At(i = 0)

t | t + At | Nascimento | Morte
0 0 —
1 0 0 1
Py(t + At) = Py (t) Py (At) P (At) + Py(t) Py (At) + o(At) (A.5)

Como os processos de nascimento-morte sao cadeias de Markov de parametro
continuo, existe um momento t* a partir do qual o processo entra em regime esta-
ciondrio, com caracteristicas estdveis. Desenvolvendo-se as equagoes e[A.5] deta-

lhadas em Fogliatti & Mattos(2007), chega-se em:

0=—NP; — i B+ N1 Py + pig1 By, Vi 2>1 (A.6)

0= —)\()Po + ,u1P1 (A?)

As equacoes e sao denominadas equagoes de balango e podem ser
obtidas também pelo do diagrama de fluxo (Figura 5) aplicando-se o principio da
conservagao de energia, em cada né (estado), o fluxo que entra em um né e igual ao
fluxo que sai.

Das equacgoes de balanco, obtém-se:

A . :
R.ZPOH( 1), i>1 en=1,23...1 (A.8)

n

Como Y P, =1, tem-se:

—_

Py = ;) , 1>1 e n=1223,...1 (A.9)
()
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PROCESSO DE POISSON

Um processo de nascimento-morte é dito ser um processo de nascimento puro se a
taxa de atendimento ou servigo( ;) é nula para todo i.

Segundo Ross(1996), o Processo de Poisson é o exemplo mais simples de um
processo de nascimento puro, pois possui taxa de chegada constante \; = A.

Sendo este processo uma cadeia de Markov de parametro continuo, onde a tnica
transicao possivel a partir de um estado ¢ qualquer é para o estado 7+ 1, a modelagem
do processo pode ser feito como para um processo de nascimento-morte com \; = A\ e

w; =0, ¥i. O diagrama de fluxo correspondente é apresentado na figura(??)a seguir.

A A
N

Figura A.3: Diagrama de Fluxo de um Processo de Poisson com taxa A

As hipéteses associadas aos Processos de Poisson sao:

1. No instante inicial(tg), o sistema esté vazio;
2. Nascimentos sao eventos estatisticamente independentes;

3. Para um sistema no estado i, no intervalo de tempo (¢, t + At), At tdo pequeno

quanto se queira, a probabilidade de ocorrer:

a. i+ 1, um nascimento, é \;At + o(At),

b. mais de um nascimento, é o(At).

Para i > 0, no instante t + At e com At — 0:

Pt + At) = AAt + O(At) — Probabilidade de ocorréncia de 1 nascimento;
Py(t+At) =1—-AAt—O(At) — Probabilidade de néo ocorréncia de nascimento;
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Tabela A.3: Eventos possiveis no instante t + At
t t + At | Nascimento
i i 0

1—1 1 1

Pt + At) = O(At) — Probabilidade de ocorréncia de i nascimentos , i > 1.

Das consideracoes acima, pode-se calcular a probabilidade de um sistema estar

no estado ¢ no instante ¢ 4+ At:

P(t+ At) = P,(t)Py(At) + P_1(t) Pl (At) + O(At), i>1 (A.10)

Po(t + At) = By(t)PI(AL) + O(At) (A.11)

Para At — 0, fazendo-se as devidas substituicoes e desenvolvendo as equagoes
e|A.11] detalhadas em Fogliatti & Mattos(2007), chega-se a:

()\t)ie—)\t

Pi(t) = =, Vi20 . (A.12)

SERIE ARITMETICO-GEOMETRICA

E uma seqiiéncia(a,,) cujo termo geral satisfaz a férmula:

a, = (a+nr)q", YneN (A.13)

No caso de a =0 e r =1, tem-se



que pode ser representado por:

k42 k+3  k+4  k+5

5= 2 e e T s T T .

gk k k k -k 1
1_xk+2+xk+3+xk+4+$k+5+'”_1'k+2 1—1
x

k N o
S = m, Progressao Geométrica.
E S = . _2 ! 1 - & :
> = ot gmtan)s t lgetan)s *

2 3 1
xk+2+xk+2 E"’_

Sy=a+(a+r)g+(a+2r)+(a+2r)*+(a+3r)¢* + - =

= ataq+aq* +aq®+- - -+rq+2r® +3r¢®+. .., Progressio Aritmético—Geométrica.
Multiplicando Sy por ¢, tem-se:
Seq = aq+ aq® +aq® +aq* + - +rg® +2r¢* + 3rg* + ...

Subtraindo S5q de Ss, tem-se:

So(l—¢q)=a+ (rq+r® +ré® +r¢* +...) (A.14)
A parcela S* = (rq +r¢®> +r¢® +r¢g* +...) =a+ S*

S* é uma Progressao Geométrica infinita de termo inicial rq e razao ¢, portanto

St (A.15)

1—g¢q
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Substituindo (A.15) em (A.15]), tem-se:

1 a(l—qg)+r
Sz(l—q):a—irrq(l_q): ( 13)(] 4

Sy = W (A.16)

Substituindo a, r, e ¢ por seus valores, tem-se:

20 —2+1
gk 21
 (x—=1)?2 ak(z—1)2
22
Como
N
=D S =5+5=
i=k+2
B k . 2r — 1
o (x _ 1)xk+1 wk-i-l(x _ 1)2
de onde,

(k+2)x—(k+1)

5= btz —1)2
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